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Ubungen zur Algebraischen Zahlentheorie II

Reading Course im Sommersemester 2014

Die Notation auf diesem Ubungsblatt orientiert sich am Skript ,, Algebraische Zahlentheorie
Teil 2” von Professor Krieg. Sie sollten sich beim Zitieren von Ergebnissen zu den behandelten
Themen moglichst auf sein Skript beziehen. Um die Zulassung fiir die Priifung zu erwerben,
miissen Sie am Ende des Semesters Thre bearbeiteten Losungen beim Assistenten abgeben.
Sie diirfen auch zu zweit abgeben. Den Abgabezeitraum haben wir auf die Woche vom 07.07.
bis 11.07.2014 festgelegt. Ihre korrigierten Losungen konnen am Freitag, den 18.07.2014, beim
Assistenten abgeholt werden. Die Zulassung zur miindlichen Priifung erhilt, wer mindestens
ein Drittel der maximalen Punktzahl — das sind 24 Punkte — erreicht hat.

Quadratische Kongruenzen und Dirichletsche Charaktere

Aufgabe 1
(a) Zeigen Sie fiir eine ungerade Primzahl p, dass die Summe Zk 1 (%) veschwindet.

(b) Zeigen Sie fiir alle p € P mit p =1 (mod 4) die Identitat Zk 1 (%) 0.

(c) Zeigen Sie fiir alle p € IP mit p > 5, dass Zk 1 1)!

=0 (mod p?).
(24242 Punkte)

Aufgabe 2
(a) Bestimmen Sie alle Losungen der folgenden Kongruenzen
(i) 3x> +12x +1 =0 (mod 10),
(ii) x> =5 (mod 19),
(iii) x> =5 (mod 29).

(b) Berechnen Sie das Legendre-Symbol <§g)

(c) Ist5 ein quadratischer Rest modulo 1197

(d) Beschreiben Sie alle Primzahlen p > 2, fiir die —3 ein quadratischer Rest modulo p ist
durch Kongruenzbedingungen.



(3+1+1+2 Punkte)

Aufgabe 3

(a) Esseixy = x1---Xxr wobei jedes yx; ein Dirichletscher Charakterer modn; ist. Weiter seien
ni,...,n, paarweise teilerfremd. Zeigen Sie, dass der Fiihrer von x gleich dem Produkt
der Fiihrerder x;,i=1,...,r, ist.

(b) Essei f : Z — C eine Funktion mit der Eigenschaft f(mn) = f(m)f(n) fiur alle m,n € Z
und f sei periodisch mod N, wobei N mimimal gewdhlt sei. Zeigen Sie, dass dann f = 0
oder f ein Dirichletscher Charakter mod N ist.

(446 Punkte)

Kettenbriiche

Aufgabe 4
(a) Bestimmen Sie einen algebraischen Ausdruck fiir den unendlichen Kettenbruch < 5, 5,5, . ..

(b) Untersuchen Sie fiir zwei moglicherweise unendliche Kettenbriiche a =< ag,a4,... >und
b=<byby,... >, wanna < b ist.

(343 Punkte)

Aufgabe 5

(@) Seienb; € R,i > 0, b; > 0 fiir i > 1. Wir definieren analog zur Vorlesung die rekursiven
Folgen (An)n>—1,(Bn)y>—1 durch

A—l =1 /AO = bO /AVH-1 = bn+1An + AVl—l , N2 0 ’
B1:=0 ,Bp:=1 ,By11:=0by+1By,+B,1 ,n> .0

Zeigen Sie, dass es Dreiecksmatrizen M; € SL(2,R) gibt, so dass

([A, A,_
no el fallsm =1 (mod 2)
By Bu-1

A1 A
L) fallsn=0 (mod 2).
\ B,—1 Bn

(b) Es seien zwei endliche Kettenbriiche 2 =< ag,...,a, > und b =< by,..., b, > gege-
ben. Geben Sie mit Hilfe der rekursiven Folgen (A,), und (B,), einen Ausdruck fiir den
zusammengesetzten Kettenbruch a.b :=<ay,...,a,,bp, ..., by > an.

(343 Punkte)



Die p-adischen Zahlen

Aufgabe 6
Zeigen Sie:
(a) Z liegt dichtin Z,,.

(b) Die Menge 1+ pZ, ist eine Untergruppe der Einheitengruppe £, des Ringes der ganzen
p-adischen Zahlen.

() & = Zy/pZy und jedes a € Zy, a # 0, besitzt eine eindeutige Darstellung der Form
a=¢ep?@, ec Ep.

(d) Z, ist ein Haupidealring. Bestimmen Sie alle Ideale und irreduziblen Elemente.

(24+2+2+3 Punkte)

Aufgabe 7

Gegeben seien r verschiedene Primzahlen Pis 1 < j < r sowie Zahlen xo € Qs = R und
Xj € Qp]., 1 < j < r.Zeigen Sie:
Zu jedem ¢ > 0 existiert ein x € Q mit

x—x,[<e und |x—xj|<e, 1<j<r.

Hinweis: Zeigen Sie zunichst, dass es gentigt, die Aussage fiir x; € Z,, zu beweisen und
verwenden Sie dann den Chinesischen Restsatz. (6 Punkte)
Aufgabe 8
Es sei p € P eine Primzahl. Zeigen Sie:
(a) Die Reihe Y_3° ! konvergiert in Q,, nicht jedoch Y5 1.
(b) Esgilt -1 =) "o (p—1)p"in € Q,.
(c) Seix € Q, mit x> = —1. Zeigen Sie, dass dann p = 1 (mod 4) gilt.
(2+2+2 Punkte)



Reelle Divisionslalgebren

Aufgabe 9

Zeigen Sie, dass wenn man H als Teilalgebra von M(2, C) auffasst, gilt, dass
{F,;z€H,,z?> = —1} = SU,(C) NSH(2,C),

wobei SH(2,C) = {M € M(2,C) : M = — M} die schiefhermiteschen 2 x 2-Matrizen iiber

C bezeichne. (3 Punkte)
Aufgabe 10
Zeigen Sie, dass a,b € H genau dann in H konjugiert sind, wenn Re(a) = Re(b) und |a| = |b|
ist. (4 Punkte)
Aufgabe 11

Zeigen Sie fiir x,y € Hund a,b € S*:

(a) Die durch x — axb bzw. x — axb gegebenen Abbildungen sind othogonal und fiir die
Spiegelung s, : x — x —2 < a,x > a gilt s,(x) = —axa.

(b) Es gilt s, 05, = pa o p;, wobei p. : H — H, x — cxc fiir ¢ € S°.

(c) Die Gruppe O(H) wird von den Abbildungen p, und der Konjugationsabbildung
x — X erzeugt und jede orthogonale Abbildung f € SO(IH) ist ein Produkt aus hochstens
vier Abbildungen p,, a € S3.

(24145 Punkte)



