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Ubung zum Reading Course Siegelsche Modulformen

Abgabe bis zur letzten Vorlesungswoche

Aufgabe 1

a) Firn > 1 sei

S —
Zeigen Sie, dass S € Py,.
b) Fiirn > 1und a € R sei
Sa =
Fiir welchea € R gilt S, € P2
c) Fiirn > 1sei
2
0
S = :
0
1

Fiir welche 1 gilt S € P,,?

Aufgabe 2

1
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0
.0
0 2
1 1

—_

(24242 Punkte)

Sei S € P,. Zeigen Sie, dass dann ein eindeutig bestimmtes P € P, existiert mit S = P2. Gilt

eine analoge Aussage auch fiir S € P,?

Aufgabe 3

(4 Punkte)

a) Sei Y € d0R,. Zeigen Sie, dass ein U € Uy = GL(2;Z), U # +E,, existiert mit Y[U] =Y.
b) Sei S € R,. Fur welche t € R ist diag(S, t) € R3?



(6 Punkte)

Aufgabe 4
Sei S, = Sp(n;R) N Pay,. Zeigen Sie, dass die Abbildung

1 _
P:H, S, Z=X+iY— Py — (YO 3) K]S EX)}

wohldefiniert und bijektiv ist. Zeigen Sie weiterhin fiir M = <?: g) € Sp(n;R) die folgen-

den Identititen:

1) PM<Z> — PZ [M_l},

i) amvz) " =22 [( )],

iii) P,' =P_, 1 = Pz[]].
(6 Punkte)

Aufgabe 5

Eine Matrix M € M(m x n,Z) mit m < n heif8t primitiv, wenn man sie zu einer Matrix in
U, = GL(n; Z) ergédnzen kann. Zeigen Sie:

(i) (C,D) ist eine zweite Blockzeile einer Matrix in T';, genau dann, wenn (C, D) primitiv
und CD'" symmetrisch ist.

(ii) Zu R € Sym(n; Q) exisitiert eine Matrix M € T, mit Rang C = nund R = C~!D.
Hinweis: Bringen Sie R auf Elementarteilerform und verwenden Sie (i).

(iii) Sind M, M’ Matrizen, die (ii) erfiillen, so gilt T, oM’ = T';, oM, und | det(C)| ist eindeutig
bestimmt.

(34+2+1 Punkte)

Aufgabe 6

a) Charakterisieren Sie {Z = iY | Z € F,} explizit, d.h. geben Sie explizite Bedingungen an
die Matrixkoeffizienten an.

b) Sei
Z

_1+i\/§(1
2

Bestimmen Sie M € I'y, so dass M(Z) € F».

— NI=
N

N[—



(343 Punkte)

Aufgabe 7
Sei M = (é g) € I'y mit 0 < r = Rang(C) < n. Zeigen Sie: Es gibt U,V € GL(n;Z), so
dass T —

( 0 ul) M( 0 Vl) €Ly
tirallej > r. (2 Punkte)
Aufgabe 8

a) Zeigen Sie fir M € I'y und P = (g g) die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(i) 3(P[M] — P) ist gerade.
(ii) A"C und B'D sind gerade.
(iii) AB' und CD'" sind gerade.

b) Zeigen Sie, dass die Menge I';, 3 der Matrizen M & I';, mit den Eigenschaften (i), (ii) bzw.
(iii) aus a) eine Untergruppe von I';, ist.

(241 Punkte)

Aufgabe 9
Seien m,n € N und k € Z. Zeigen Sie, dass fiir W € H,, die Abbildung

ow : Mi(Tnm) = Mi(Tn), f— fw
mit
fw:Hn = C, Z— f(diag(Z,W))
ein Vektorraumhomomorphismus ist. Zeigen Sie weiterhin, dass die Fourierkoeffizienten von
fw Modulformen vom Grad m und Gewicht k in W sind. (4 Punkte)
Aufgabe 10

a) Zeigen Sie, dass fiir S € P, die Abschitzung

det(S) < (Sf’“Tr(S))

gilt.
b) Zeigen Sie, dass fiir « > 0 die Reihe

(det T)zxem' Spur(TZ)
TeA,,T>0

auf den Bereichen {Z € H,, | Im(Z) > SE}, 6 > 0, absolut gleichmé&Big konvergiert.



(243 Punkte)

Aufgabe 11
Zeigen Sie, dass zu jedem f € M (T',) ein C = C(f) existiert, so dass
jas(T)] < C- (Spur T)"*

furalle T € A, mit T # 0. (2 Punkte)

Aufgabe 12
Sein € Nund k > 0. Zu f € My(T,) sei

f:My =R, Z (detY)¥2|f(2)].

Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

6] f = Sk(rn)'
(ii) Es existieren 1, v2 € Ry mit |f(Z)| < y1e~ 725w (Y) fiir alle Z = X 4 iY € F,.

(ili) Es existieren B1, B2 € Ry mit f(Z) < fre et fiir alle Z = X + iY € Hy.

(iv) f(Z) ist auf H, beschrankt.

(5 Punkte)
Aufgabe 13
Sein € N,k > 0und 0 < r < n. Zeigen Sie, dass fir f € M(T,) gilt:
(@) flg" = af(0).
(i) fl¢"~" = Oist dquivalent zu af(T) = O fiir alle T € A, mit Rang(T) < r.
(242 Punkte)

Aufgabe 14
Sei (Tx)n>0 eine Folge von Endomorphismen 7;, : M(T';) — My(T,;) mit der Eigenschaft
Tus1(f)¢ = caTu(f1), cn € C¥,
fur alle f € M(T'),11). Zeigen Sie, dass dann
Tu(Sk(Tn)) C Si(Tn)

tiir alle n € IN gilt. (2 Punkte)

Aufgabe 15

Seien I’ C T C T, Kongruenzgruppen und f € M(I"), f # 0. Konstruieren Sie mit Hilfe
von f eine Modulform g € M(T). (3 Punkte)



Aufgabe 16

Sei I' C T'; eine Kongruenzgruppe mit —E ¢ I'. Zeigen Sie: Eine Abbildung v : I' — C*
ist genau dann ein Multiplikatorensystem von einem Gewicht € %Z, wenn eine Funktion

f: Hy — C existiert mit f|,M = v(M)f firr alle M € T. (3 Punkte)
Aufgabe 17
Geben Sie unter Verwendung des Fundamentalbereiches F; der vollen Modulgruppe einen
Fundamentalbereich fiir eine beliebige KongruenzgruppeI' C I';; an. (3 Punkte)
Aufgabe 18

Seik € N,S € Pg N Age NGL(8k, Z) und f(Z) = @) (Z;S) die Theatareihe zu S.
1. Zeigen Sie: a¢(T) # 0 = Tp = diag(Ay, ..., Ay) mit A; € 2Np, 1 < j < n.

2. Sei D := diag(Aq,...,Ay) mit Aj € 2Np, 1 < j < n. Geben Sie eine Schranke fiir die
Anzahl nichtverschwindender Fourierkoeffizienten a¢(T) mit Tp = D mit Hilfe der
Definition der Theatareihe an.

(242 Punkte)
Aufgabe 19
Sei (71)nen, eine Folge von Endomorphismen 7y, : My (T',) — M (T;) mit
Tus1(f)l§ = caTu(f9),
fur alle f € M (T',4+1), wobei ¢, € C*. Zeigen Sie, dass dann
Tu(Mi(Tn)o) € Mi(Tn)e
fiir alle n € IN gilt. (2 Punkte)

Aufgabe 20
1. Das Legendre-Symbol ist definiert durch
0, falls p|a,

(E> =41, talls a quadratischer Rest mod p
—1, falls a quadratischer Nichtrest mod p

0 e i—j
AZZ( )EMlZ,Z,ez 1,...,1,B=(<—>) .
—e!" B ( ) ( ) 1 /) /1<ij<n

Zeigen Sie: Die Matrix
Lo 4Eqp A —2Ep
#-= \ A" —2E,  4Ep

ist gerade, unimodular und positiv definit.



Hinweis: Verwenden Sie die Identitit
S1 S\ [(E —-S'S\] _ (S 0
s S3) |\0 E “\0 S3—S7'[Sy]

51 S
(Sg 53) € Sym(n, R)
mit S; € Sym(m, R),det(S1) #0,1 < m < n.

2. Stellen Sie E Igl) fur k = 12,16, 20 als Linearkombination von Thetareihen dar. Verwenden
Sie dabei ohne Beweis, dass u(Lys) = 4 gilt.

(345 Punkte)



