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Obwohl es keine Umstdnde macht, sich eine stetige Funktion vorzustellen, die an
gewissen Punkten nicht differenzierbar ist, so erscheint einem der Gedanke an eine
Funktion, die zwar stetig, aber an keiner Stelle differenzierbar ist, ungewohnt oder
befremdlich, was nicht zuletzt daran liegt, dass einem solche Funktionen selten oder
tiberhaupt nicht begegnet sind. Tatsdchlich ist die Annahme, dass stetige Funktionen
zumindest irgendwo differenzierbar sein miissten, zu Lebzeiten von Mathematikern
wie Bolzano oder Weierstrafs in Fachkreisen durchaus als giiltig anerkannt worden.
Dieser Vortrag soll nun einen Einblick in die Klasse eben jener Funktionen gewéhren,
die zwar tiberall stetig, jedoch nirgends differenzierbar sind.

§1 Eine nirgends differenzierbare Funktion

Es soll zunidchst ein Beispiel prdasentiert werden, das in der Tat eine stetige, aber
nirgends differenzierbare Funktionen darstellt. Der Beweis dieser Eigenschaft wird
in eine Richtung weisen, die im zweiten Abschnitt zu einer abstrakten Konstruktion
von ebensolchen Funktionen fithren wird.

(1.1) Beispiel

Sei n € IN. Fiir n — oo konvergiert die Reihe h"*(t) = Y"_, (r!)"!sin ((r!)?t) auf
T = [—mr, ) gleichm&Rig gegen eine Funktion & : T — R, die tiberall stetig, aber
nirgends differenzierbar ist. o

Bevor die Aussage aus Beispiel (1.1) bewiesen wird, wollen wir uns zunéichst ei-
ne Beweisidee zurechtlegen. Dazu ist es niitzlich, den Funktionsgraphen niher zu
betrachten:
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Der Funktionsgraph dndert sich strukturell nicht, wenn man néher in ein Intervall
"hineinzoomt’.

Die Idee fiir den Beweis der nicht-Differenzierbarkeit des Beispiels ist nun, dass
eine Folge {tn}n, die sich einem Punkt t € T ndhert, schneller gegen den Punkt
t konvergiert als die zugehorigen Funktionswerte h(t,) gegen h(t). Es wird sich
zeigen, dass diese Bedingung erfiillt wird, wenn die t, als bestimmte Extremstellen
der Funktion h gewidhlt werden, die sich in der Umgebung jedes Punktes t € T
haufen.

Es sollen nun einige rechnerische Voriiberlegungen getroffen werden, um die Struk-
tur des Beweises klarer aufschreiben zu kénnen.

(1.2) Lemma
i) Yoo, (r)~t <2(n!)" ! firn € N,

ii) |sin (x) —sin(y)| < |x —y| fur alle x,y € R,
iii) Fiir alle K > 3 und x € T gibt es ein y € T mit K~ < |x —y| < 3K~ und
| sin (Kx) — sin (Ky)| > 1. o

Beweis
i) Wegenn +k>n-+12>2firn k € N gilt:

(n!)llﬁz (n+k)~ 2 ;ﬁz (n+1)"1
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ii) Fiir x = y ist die Aussage trivial, fiir x # y folgt sie aus dem Mittelwertsatz:
Fiir x # y existiert ein ¢ € (x,y), so dass gilt:

sin(x) —sin(y) | sin (x) —sin (y)| _
P = cos¢ — x| =|cos ()| <1
| sin (x) —sin (y)| < [x — y|

iii) In den Intervallen I} := (x + K lm, x4+ 3K_17T) und [ := (x — 3K 1, x — K‘ln)
nimmt sin (Kx) jeweils alle Werte zwischen 1 und —1 an. Durch die Bedingung
K > 3 liegt mindestens eins der Intervalle ganz in T, denn fiir x = 0 gilt:

0<Kn<|0—y|=|y|<3K'n<m=yec(-mn) CT,
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Fiir x # 0 wihle man das Intervall [ (—1)s8n(x)+1/ welches durch Verschiebung in
Richtung x erst recht in T enthalten ist.

Deswegen kann man y; und y; aus diesem Intervall finden, fiir die sin (Ky;) =
1 und sin (Ky,) = —1 gelten. Eines dieser y; erfiillt dann nach Konstruktion
Aussage (iii). ]
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Abbildung 5: Grafik zu Lemma (1.2)iii): sin ((2!)?x). Zu x = 0.076 werden in den
auf der x-Achse schwarz unterlegten Intervallen Punkte gesucht, de-
ren Funktionswerte von sin (4 - 0.076) = 0.3 einen Abstand groler oder
gleich 1 haben. Die Extrema in den markierten Intervallen wurden ex-
emplarisch mit der y = 0.3-Linie verbunden und so zwei mogliche
Punkte ausgemacht, die die geforderte Eigenschaft haben.
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Nach diesen Voriiberlegungen kénnen wir uns dem eigentlichen Beweis von Bsp.(1.1)
widmen.

Beweis (von Beispiel (1.1))

Die gleichméfige Konvergenz der Reihe Y7 (r!)~!sin ((r!)?t) gegen eine stetige
Funktion K(t) folgt leicht, wenn man sich klar macht (x), dass r! > r? fiir alle r > 4
erfiillt ist und deswegen (0!)~! + (11)~1 + (21)~1 + (31) "1 + ¥ , 72 eine konver-
gente Majorante darstellt (vgl. Satz (2.1) in [3]).

((*%): 7! > r? < (r — 1)! > r fiir r > 4. Beweis tiber vollstandige Induktion nach r:
TA:r =4: (4-1)! = 6> 4
IV: Gelte die Behauptung fiir ein r > 4.
ISsr — (r+1):

LV.
(r+1D)-Dl'=rl=r-(r—1D! >r-r=r>>r&r>1, was fiir alle r > 4 erfiillt
ist.)

Widmen wir uns nun der Eigenschaft der nicht-Differenzierbarkeit von h an beliebi-

¢ I(0)—h(t)]

gen Punkten t € T. Dazu wollen wir zeigen, dass der Differenzenquotien =N

fiir eine Folge {t,}, — t divergiert.

Wir zerlegen zunichst fiir n € IN die Reihe in drei Teile h(t) = hy(t) + kn(t) + 1n(t)
mit

) () = T8 () " sin (1))

b) ku(t) = (n!)~lsin ((n!)t)

) balt) = £, 1 (1) sin ((11)28).

Dann wollen wir eine Folge {t,}, C T konstruieren, die gegen ein t € T konvergiert.

Sei also t € T, dann wahlen wir fiir jedes n > 3, n € IN ein t, wie in La(1.2)iii)
beschrieben, also so, dass

(n) 72w < |t —ty| < 3(n!)2m

ist und trotzdem
| sin ((n!)?t) —sin ((n!)?t,)]| > 1 gilt.

Dann konnen wir den Zahler des Differenzenquotienten schreiben als:

[h(t) = h(ta)| = Jkn(t) = Kn(tn) + B () = hn(tn) + L (£) = La(tn)]
> |kn(8) = kn(tn)] = [B(8) = B (8) [ = [La(8) = L (£) ]
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Wir wollen nun die einzelnen Differenzen in diesem Betrag abschétzen.

1.

[kn(t) = kn(ta)] = [(n1)~"(sin ((n!)*t) —sin ((n!)?ts))]|
La(1.2)iii)
= ()7 sin ((n!)?t) — sin ((n!)%t,)| Wahsont (n!)~1

n(t) = La(ta)| < Ba(B)] + [La ()]

[ee] (o]

- | Z 1 (r!)_l sin ((r!)zt)| + Z (1’!)_1 sin((r!)ztn)|
r=n-+ r=n+1
Y )T 2 1)) = A+ 1)

() = Bu(ta)l = ] ) ()N (sin (1)) — sin ((r1)?t)))]

< (r!)_l\ sin ((r!)%t) — sin ((r!)Ztn)\

r
La(1.2)ii) n—

< () ()2 — ()%t

A
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Der zweite Term wird anschaulich klein, da die Koeffizienten (r!)~! fiir r > n klein
sind. Der dritte Term wird anschaulich klein, weil die Frequenz (r!)? der Oszillation
im Sinus fiir r < n so klein ist, dass sich h,(t) und hy(t,) zumindest fiir grofere n
nicht stark unterscheiden.



Nirgends diff’bare Funktionen §1 FEine nirgends differenzierbare Funktion

0 ms

0.02-
0.015-
0011

0.0051

00057

Abbildung 6: Die rote Linie zeigt k5(t). Die Funktion oszilliert stark gegentiber h5(t)
(schwarz) und ist betragsmifig grof$ gegentiber I5(t) (blau), weswegen
die Differenz ks(t) — ks(t,) die Differenz h(t) — h(t,) fir geeignete t,
dominiert.

Fasst man die letzten beiden Terme zusammen, so erhilt man:
n!)~1! (4(n +1)71 4 67m’1>

(
()~ ((4+6)n")
(n)~1.30n"! (1)

IA
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Das bedeutet, dass der erste Term im Betrag des Differenzenquotienten grofier ist,
sobald n > 30 ist. Da der Grenzprozess fiir n — co interessiert, kann man also ohne
Einschrankung n > 60 wéhlen und schreiben:

h(8) =h(t)l = [ka(t) = kn(tn) + B (8) = B (En) + L (£) = Ln(£n)]
= [ka() = kn(tn)| = [ (8) = B (£n) | = (B (£) = L (£) ]
|-

h
n>60>30 |kn(t) — kn(tn)| — |hu(t) — iy (tn)]| — [1n(t) — L (t2)|

Sy =y son T (o (1 - %) = (”!2)_1

Insgesamt folgt:

()~ h(t)] 720 () L2 () () e

|t — ty] 2it—t,| —  2-3m(n!)"2 6w ’

womit die Divergenz des Differenzenquotienten fiir eine Folge {¢t,},, die gegen ein
beliebiges t € T konvergiert, gezeigt ist. Folglich ist I in keinem Punkt ¢t € T diffe-
renzierbar.

§2 Die Funktion von Weierstrass und Hardy

Nun wollen wir uns einer analytischen Betrachtung der Art der Fourierreihe aus
Beispiel (1.1) widmen und aus ihrer Struktur die Klasse nirgends differenzierbarer
Funktionen von Weierstrass und Hardy ableiten. Die Eigenheit der Fourierreihe aus
dem Beispiel, dass bestimmte Fourierkoeffizienten gar nicht auftreten, soll uns dabei
den richtigen Weg weisen.

(2.1) Definition (Lakunire Folge)

Sei 0 < A(0) < A(1) < ... eine Folge ganzer Zahlen. Existiert eine Proportionalitéts-
konstante ¢ > 1 und ein Startparameter 0 < N € Ny, so dass A(n + 1) > gA(n) fiir
alle n > N gilt, so nennt man die Folge {A(j)}; lakunar. o
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Zur Eingewohnung an diese Folgenart dienen die nachfolgenden

(2.2) Beispiele

a) A(j) = ¥/ ist fiir b > 2 aus N eine lakunire Folge, denn es gilt
b > 1 fiir alle j € INo.

AGHD) bt
AG) v

b) A(j) = (j!)? ist eine lakunire Folge, denn es gilt AE{;};) — (Gyn® (j+1)>>4

. (71>
tir alle j € IN.

c) A(j) =j(j+1)(j+ 2) ist keine lakunére Folge, denn es gilt fiir j > 0:

(]_;(1])—5]1—;(2]:92_;3_) = ]+73 =1+ % — 1 ﬁi\r( ‘j 1)—> 0o, es gibt also kein g > 1, welches
j+

immer kleiner ist als die Quotienten AG) o

Eine wichtige Eigenschaft lakunarer Folgen ist festgehalten in folgendem

(2.3) Lemma
Sei {A(j)}; eine lakunére Folge mit Proportionalitdtskonstante g und Startparameter
N. Dann gilt fiir alle j > N + 1:

A(j+1) =AG) = cA())
A() —A(—1) = cA(j)
Dabei ist c = min (g — 1, %). o
Beweis
Die erste Ungleichung ist erfiillt, denn nach Definition (2.1) und den Voraussetzun-
gengilt A(j+1) — A(j) > gA(j) — A(j) = (¢ — 1)A(j) > cA(j) nach Wahl von c.
Fir die zweite Ungleichung definieren wir zu jedem j > N + 1 ein k(]) > 0 so,
dass A(j) = gA(j — 1) + k(j) erfullt ist, also wegen A(j) > gA(j —1) als k(j) =
A(j) —gA(j —1). Es gilt:
A(G)—AG—1) > cA(f)
< (g—=DAG —1) +k(j) > cgA(j — 1) + ck(f)
S (@-1-cgA([l—-1)+1—0c)k(j) =20

Letztere Ungleichung ist aber durch ¢ = min (g — 1, %) < % erfiillt, denn es ist

(G—1—cA(j— 1)+ (1— k() > (q—l—%q)w—m( —u)km

q
= (q—l—q+1)/\(]—1)+(1—1+—)k(j)
1, .

10
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Nun wollen wir Fourierreihen erzeugen, deren Fourierkoeffizienten 0 sind, sollten
sie nicht gerade an einer Stelle auftreten, die durch ein Element einer lakundren
Folge angesprochen wird.

(2.4) Definition (Lakunire Fourierreihe)

Es sei {A(j)}; C INg eine lakunédre Folge. Konvergiert Lo largyl + 1ba¢j)l, so nennt
man eine Fourierreihe der Form Z]?"’:O a A(]')ei/\(f)t +b A(]-)e’”‘(j)t eine lakundre Fourier-
reihe. o

Eine Identifikation der Summanden mit den Fourierkoeffizienten erfolgt nun in
der

(2.5) Bemerkung
Die Fourierkoeffizienten einer lakuniren Fourierreihe g(t) = Y72 ja A j)el)‘(] )L A(]-)e_m(] )t
sind augenscheinlich

) ayo +0b firm=A(0) =0

glm) = TANOTIAON ©) _ . o
ar) fur +m = A(j) >0
0 fiir [m| & {A(j)}

Um uns etwas Schreibarbeit zu sparen, fassen wir ein recht offensichtliches Ergebnis
bei der Betrachtung von lakunéren Fourierreihen in einem Korollar zusammen:

(2.6) Korollar
Istg(t) = Y72 a A(]-)e”‘(j ‘4 b /\(j)e’i/\(j )t eine lakunire Fourierreihe, so konvergiert sie
gleichméfiig auf T und ist dort stetig. o

Beweis

Da nach Definition einer lakunéren Fourierreihe 372 [a,(;)| + [b(j)| < oo ist, liegt
bereits eine konvergente Majorante fiir die Fourierreihe vor. Satz (2.1) in [3] liefert
dann den Beweis. 0

Lakunidre Fourierreihen haben die Eigenschaft aus Beispiel (1.1), immer grofiere
Liicken zwischen ihren Fourierkoeffizienten aufzuweisen. Das nachfolgende Lem-
ma wird zusammen mit dieser Eigenschaft den Schliissel zur Konstruktion nirgends
differenzierbarer Funktionen bilden, da es das Wachstumsverhalten (bzw. Abkling-
verhalten) der Fourierkoeffizienten derartiger Reihen beschreibt.

11
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(2.7) Lemma

Sei g : T — C eine stetige Funktion, deren Fourierreihe gleichmifiig gegen sie
konvergiert und n € IN. Ist §(r) = 0 fir 0 # |r —m| < 2n, so gilt firr den m-ten
Fourierkoeffizienten:

TERE

A - - n?
gm) < 2 (nl sup [£7g(0)] + 2 | g(t)dt). o
T

Ein Beweis dieses Lemmas wird im letzten Abschnitt dieser Ausarbeitung erfol-
gen.
Der nédchste Satz liefert nun die Konstruktionsanleitung fiir nirgends differenzierba-
re Funktionen.
(2.8) Satz ‘
Es sei g(t) := 24 A(j)e’/\(])t +b A(]-)e_l)‘(])t eine lakundre Fourierreihe. Dann gilt:

(i) Ist g(0) = ¢’(0) = 0, so folgen A(j)a, ) — 0 und A(j)by(j) — O fiir j — .

(ii) (i) trifft bereits zu, wenn g nur in 0 differenzierbar ist.

(iii) (i) trifft bereits zu, wenn g an einem (einzigen) beliebigen Punkt differenzierbar

ist. o
Beweis
(i) Fiir 6 > 0 ist t~1g(t) auf T\ [~J, ] stetig. Fiir t — 0 wird der Quotient zu:
- t) —8(0)
lo(f) — 8(
tg(t) 0

Dies ist der Differenzenquotient fiir die Ableitung von g(f) bei t = 0 und
er konvergiert nach Voraussetzung gegen 0 < co. Damit ist +~1g(t) auf ganz
[—7, 1] D T stetig. Diese Eigenschaft wird etwas spéter gebraucht.

Da g¢(t) als lakunidre Fourierreihe stetig ist, kann Lemma (2.7) angewandt wer-
den.

Bevor wir dies tun, wollen wir noch einige Uberlegungen zu n aus der Formel
von Lemma (2.7) anstellen um die Grofle der Liicken zwischen den Fourierko-
effizienten von ¢ zu beschreiben.

Da n offenbar kleiner oder gleich der Gesamtanzahl von Nachbarfourierkoeffi-
zienten eines Fourierkoeffizienten m ist, die gleich 0 sind, ist dies im Falle der

Wahl N(j) = |RRAEDAGAN-AGA) 1 | eeY (= > D > 0 fiir

fur alle j > max (N + 1, m) mit m so, dass cA(j) > 5 erfiillt ist, auch erfillt. N

12
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beschreibt den Startparameter der lakunaren Folge {A(j) };.

Die Bedingung cA(j) > 5 ist dabei erfiillbar, da {A(j)}; als streng monoton
wachsende Folge ganzer Zahlen unbeschrénkt ist.

Der Grund dafiir ist die Tatsache, dass §(A(j) +1) = ... = §(A(j+1)—1) =
0 nach der Definition der lakundren Fourierreihen gilt und somit zwischen
$(A(j)) und g(A(j+ 1)) gerade A(j + 1) — A(j) — 1 Fourierkoeffizienten den
Wert 0 haben, wie es in der Voraussetzung zu Lemma (2.7) gefordert ist.

Fiir jedes ¢ > 0 gibt es aulerdem wegen der Unbeschranktheit der A(j) zu jeder
Konstanten 7° [} [g(t)|dt ein | € N, so dass N(j) ~17® [ |g(t)|dt < e/2 fiir alle
j > ] erfiillt ist.

Da t~1g(t) stetig auf T ist und nach Voraussetzung ¢(0) = ¢’(0) = 0 gilt, gibt
es zudem fiir jedes ¢ > 0 ein ko € IN, so dass sup,_yj)-1/4 it 1o ()| < e/4mt
fir alle j > ko gilt, denn N(j)~!/# konvergiert fiir j — oo gegen 0.

Sei also ¢ > 0, dann gilt nach obigen Uberlegungen fiir j > max (N +1,m, ], ko)
nach Lemma (2.7):

N2
ot (NG sup [t Y2 g(t)dt)

KOG <
[H<N(j)~1/4 T
N A _ N(j) !
= INGEAG)] < 27| sup g+ N | g(t)dt)
|t <N(j)~1/4 T
4 € N(j)l/
< ot | gt / g(£)|dt

_ ¢ N—1._3 <&, 8
= Z+N() nT/|g<t)|dt_2+2 :

Das Produkt N(j)¢(A(j)) konvergiert also fiir j — oo gegen 0. Nach Definition
von N(j) gilt dann auch

“Ds0)| = § piimg| -

INGDIEAGNI =

Der Beweis fiir ’/\( bag) ‘ ist unter Berticksichtigung von Bemerkung (2.5) vol-
lig analog, womit die Behauptung gezeigt ist.

13



Nirgends diff’bare Funktionen §2 Die Funktion von Weierstrass und Hardy

(i) Definiere die Funktion f(t) = g(t) — g(0) — £’(0) sin(t). Diese unterscheidet
sich in ihren Fourierkoeffizienten nur bei f(0) und f(=+1) von der Funktion
g(t), so dass auch f konvergiert, wenn ¢ konvergiert. f ist also stetig, wenn -
wie in der Voraussetzung - ¢ stetig ist.

Nach Konstruktion gilt auSerdem f(0) = g(0) — ¢(0) = 0 und f'(0) = ¢’(0) —
g'(0)cos(0) = 0, also ist Teil (i) anwendbar und liefert A(j)a,; — 0 und
A(j)by(jy — 0 fitr j — oo. Da sich f und g wie eingangs erwéhnt nur in den Fou-
rierkoeffizienten —1,0, 1 unterscheiden, ist somit die Aussage fiir g(t) gezeigt,
welches bei 0 nur differenzierbar ist, aber keine Bedingungen an ¢(0) und ¢’(0)
aufweist.

(iii) Sei tgp € T der Punkt, an dem g(t) differenzierbar ist. Definiere f(t) = g((t+
t0)modT ) Dann gilt:

£ = 8((t+ to)modr) Zm N0 Imedt b 5 e =AU 0 ot
=Y (0D (e AR
=0

f(t) ist also eine lakundre Fourierreihe, deren Fourierkoeffizienten betrags-
gleich zu denen von g(t) sind. Nach Konstruktion ist f auflerdem in 0 dif-
ferenzierbar mit f/(0) = ¢'(0 + ty) = ¢'(tp). Somit ist Teil (ii) anwendbar und
liefert wegen der Betragsgleichheit der Fourierkoeffizienten das Ergebnis aus

(i).

O]

Dies fiihrt zu dem Umkehrschluss, dass eine Funktion, bei der die Konvergenz in
Satz (2.8)i) nicht erfiillt ist, nirgends differenzierbar sein kann.

(2.9) Lemma

Seig(t) :== YiZoaye ZOLEE byje” iA())t eine lakunire Fourierreihe derart, dass A(j)a, AG)
oder A(j)b, ;) nicht gegen 0 konvergieren. Dann ist g(t) eine stetige, aber nirgends
differenzierbare Funktion.

Beweis

Gébe es ein t € T, in dem g(t) differenzierbar wére, so folgte aus Satz (2.8)iii), dass
A(j)ayy und A(j)by(;) gegen 0 konvergieren, was ein Widerspruch zur Vorausset-
zung ist. [

14
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Dadurch erhalten wir schlieflich die Quintessenz dieser Ausarbeitung:

(2.10) Beispiel (Eine Klasse nirgends differenzierbarer Funktionen)
Ist b > 2 eine ganze Zahl und 0 < a < 1, so definiert f(x) = Y ;> 1 b~ cos(b"x) =
Yo a "cos(b"x), 1 < a < b, eine stetige, nirgends differenzierbare Funktion. o

Beweis

Nach Beispiel (2.2)i) ist {b" }, eine lakunére Folge.
Offenbar ist f(x) dann eine lakunére Fourierreihe mit a)(,) = by(,) = b™"*/2 und
der Majoranten ) ;> b~ =Y , (b*)™" =1/(b*—1) < oo.

Weiterhin gilt

b 1 (1—a)n

=_b — o0

2 2 ’

)L(I’Z)IZA(H) = b

da1—a > 0 ist und deswegen eine Zahl grofer als 1 zur n-ten Potenz genommen
wird.

Insgesamt sind also die Voraussetzungen von Lemma (2.9) erfiillt und f(x) somit
eine stetige, aber nirgends differenzierbare Funktion. O

(2.11) Bemerkung

Beispiel (2.2)ii) ist genau die lakundre Folge aus dem Beispiel im ersten Abschnitt
dieser Ausarbeitung und die zugehorige lakunére Fourierreihe hat die Koeffizienten
arj) = —byj) = (G717 (20). (GH71(N? = (j!) divergiert fiir j gegen co. Auch diese
Funktion gehort also zur hier hergeleiteten Klasse. o

§3 Der Beweis von Lemma (2.7)

Der noch offene Beweis von Lemma (2.7) erfolgt in mehreren Schritten und ent-
hélt einige technische Abschidtzungen. Um zu diesen Abschdtzungen zu gelangen,
flihren wir zunéchst einen weiteren Kern ein.

(3.1) Definition (Jackson-Kern)

Seien n € N und ¢t € T, dann definiert L,(t) = A,'K,(t)? den Jackson-Kern n-ten
Grades. Dabei ist K, (t) der bekannte Fejér-Kern und A, eine Normierungskonstante,
so dass 5= [ La(t)dt = 1 erfiillt ist. o

Durch seine Verwandtschaft zum Fejér-Kern lassen sich Abschédtzungen fiir den
Jackson-Kern herleiten.
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Nirgends diff’bare Funktionen §3 Der Beweis von Lemma (2.7)

(3.2) Korollar
Sei n € IN, dann gelten:

i) Ky(t) < —Z—s fiir t # 0

(n+1)t2
ii) 5 [ Kn(£)2dt = Y0, Ka(r)? > 4
1
iii) Ay, =1+ 713((2” ”:1))
iv) 0 < L,(t) <2m*n 3t~ 4 fiirt #0 o
Beweis

i) Zuniachst soll gezeigt werden, dass fiir t € [—71, 7] die Beziehung t? < 7% sin? (%)
gilt:

t* < m?sin? G) & 0 < ?sin? G) — £
t t
& 0 < (mTsin <§> —t) (msin <§> +t)

-~

<0, te[-m,0], >0, te[0,7]

Bleibt zu zeigen, dass f(t) = msin (t/2) — t fir t € [—7,0] kleiner als 0 und fiir
t € [0, it] groBer als O ist:
Offenbar gilt f(—mt) = f(0) = f(7r) = 0 und auflerdem

1 _ Tt >0 auf [—m,0]
f = 4 (2) {SO auf [0, 7]

Dabher ist f(t) auf dem Intervall [—7t,0] konvex und auf [0, 7] konkav, also klei-
ner/grofier als die lineare Interpolation der Funktion zwischen den Intervallen-
den:

F(t) < f(=m)+ T f(0) = 0 fur t € [0

t —t
f(t) > Ef(0)+n7f(n) =0 fur t € [0, 77
Damit ist die Ungleichung > < 72 sin’ () gezeigt.

Fiir t # 0 lasst sich diese Ungleichung umschreiben zu sz% < 7;—22 Dies setzten
2

wir in den Ausdruck fiir den Fejér-Kern ein und erhalten abschliefiend fiir t # 0

2
1 sin ("T“f) 1 1Y 1 R
Ka(t) = (n+1) ( sin (4) ) = (n+1) (sin (%)) = n+1e
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Nirgends diff’bare Funktionen

§3 Der Beweis von Lemma (2.7)

ii) Sein € N, es gilt:

tdt

n
27‘[57,75 — Z Kn(t)z

1/ 2 L v (1= T1—s]) i)
L k2 = & (ilrs
27 T 27 r,s—z—nT (1’1 + 1)2
_ 1 i (nt1—[r)(n+1—]s|)
o2, = (n+1)2

iii) Sei n € N, dann gilt:

T r=—n

n

n+1-—r

2 n
2r r
= 142 — ) =142 1—
+ E( n1 > + r; N R P

2 nn+1)

BT E

s(n(n+1)2n+1)) =1+

r=—n

1 s (1
E/K”(t) =2 ( n+1

2

2 &,
T +(n+1)2r;r

n(2n+1)
3(n+1)

Der Zusammenhang (*x), Y'_; 72 = 1/6 - n(n + 1)(2n + 1), soll iiber vollstan-

dige Induktion nach n gezeigt werden. Dazu:

LA:n=1Y_r”=1=1/6-1-(1+1)-(2+1)

L.V.: Gelte die Behauptung fiir ein n € IN.
[S:n—n+1

n+1 n

Y = )Py Y
r=1

r=1

( 6
1
6

17
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Nirgends diff’bare Funktionen §3 Der Beweis von Lemma (2.7)

iv) 0 < L,(t) ist klar, da A, und K, (t) beide positiv sind. Fiir t # 0 gilt:

_ +1 ot
Lo(f) = ATIK, (1)< n
n(t) n Kn(t)" < (n+1)+ In@n+1) (n+ 1)
4 4
_ T 1 S271 denn

B+ 12+ n2n+1)(n+1) ~ 3t

1 2
(n—|—1)2+§n(2n—|—1)(n+1) = ¥+’ 4 n+1>

Mit diesen Beziehungen soll nun zunidchst eine Abschédtzung fiir den 0-ten Fou-
rierkoeffizienten einer Funktion getroffen werden, wenn die nichsten 2n Nachbarn
dieses Koeffizienten 0 sind, da dies bei den benutzten, lakuniren Fourierreihen of-
fenbar der Fall ist.

(3.3) Satz
Sei f : T — C eine stetige Funktion, deren Fourierreihe gleichméfiig gegen sie

konvergiert und gelte f(r) = 0 fiir 0 # |r| < 2n. Dann lasst sich der 0-te Fourierko-
effizient von f schreiben als

0) = o [ fO)Lae)at o

T

Beweis
Sei n € IN. Offenbar gilt fiir L, (¢) die Darstellung

2n )
La(t) = A'Ku()* =20 Y Le™ mit

r=—2n

& (n+ 1=k (n+1—|r—Kk|
b= Z(n-i—l )( n+1 '

k=—n
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Damit lasst sich der 0-te Fourierkoeffizient von f schreiben als:

% / F(OLa(t)dt = / Y A(rertayt ZZ e dt

T r=—00 s=—2n

(*;*) i Z ]’c‘(r 1l _/ 7+S tdt

r=—00s=—2n

00 2n
R D N (G T S

r=—00s5s=-2n s=—2n

= f(0)A, o = £(0), denn

o f n+1—|r|\ [n+1—|0—7|
0 =\ n+i n+1

1 n+1—|r| 2 vgl. Kor.(3.2)iii)
=y (ML) e e,
n+1

r=—n

(% % *): Die Vertauschung von Summation und Integration ist nach Voraussetzung
moglich, da Y22 f(r) exp (irt) gleichmaRig gegen f(t) konvergiert und T ein In-
tervall endlicher Lange ist.

O

Damit folgt unmittelbar die Abschitzung
(3.4) Lemma
Fiir f wie in Satz (3.3) folgt |f(0)| < I; + I, + I3 mit

LI = 2 ot FOILa(B)dE < 0 Lsupy oo [F1£(8)]

2 b= & [ pyens LF(OLa(Odt < 27830 supy v £ (8),

8. I = g [y-1acyy [f(D)ILa(t)dt < 27*n=2 [ |f(t)|dt o
Beweis
Zunéchst gilt mit der Dreiecksungleichung'

e Jy FOLa(Dd] < ok fi [FOILat)
D1e Auftellung dleses Ausdrucks in die drei Summanden ist trivial. Fiir diese gilt:
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1.
1 1
ho= 5o [ IFOILdt < sup [FB)5- [ La(nat
T It <n—1 T
\t\<n—1 [t|<n—1
< sup | f(B)l5- / L
H<n-1 1 1” 27 ) "
< sup | f(0] =" sup [ f()
[t <n—1 [t|<n—1
2.
b= [ f@Larss [ IfwRet
27 " T 2n
nl<|t|<n=1/4 n-l<|t|<n-1/4
< 2n % sup ) / 1t~
n-1<|t|<n=1/4 nl<|t|<n—1/4
1 n71/4
< 27173 sup |t_1f(t)|(——|t|_2) <2mn=3 sup [t7Lf(t)|n?
|| <n-1/4 2 n-1 It <n-1/4
= 2°n~t sup [tTLf(1)]
‘t‘§n71/4
3.
b= oo [ If@Lma <2t [
21 - 27
n—1/4<|t| n—1/4<|t|
1
< 273 sup t—42— / £ (8)]dt
_1/4<|f‘ 7T 71/4<‘t‘
1
< oA, 3 —1/4 / 42 /
< 27hn (n Ol =202 [|f()lar O
T
Diese Abschitzungen fiihren schliefilich zu folgendem
(3.5) Korollar
Fiir f wie in Satz (3.3) gilt die Abschédtzung
? 4 -1 -1 n?
FOI < 27 (0 sup [0+ [IFat ] o
|t|§n71/4 T
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Beweis

Fiir n~! SUP|f|<py-1/4 [t71f(t)| = oo ist die Abschitzung trivialerweise erfiillt. Sei des-
halb n~! SUP |y <py-1/4 [t=1f(1)] < 0.

Mit den Abschitzungen aus (3.4) folgt:

FOI < nt sup [0 +22n ! sup [ ()] + 2t [ 1)l

-1 —1/4
[t|<n |t|<n T

< a7 sup (B 42700 sup |t1f(t)]+27r4n2% [ 17(0)la
T

[t|<n—1/4 [t|<n—1/4

= (2t sup ()] + 2t 2 (ol

|t|<n—1/4
2t [ n sup  |ETLf() /\f )|dt O
|t|§n71/4

Damit konnen wir schliefslich Lemma (2.7) beweisen, das wir hier nochmals auffiih-
ren wollen:

(3.6) Lemma

Sei g : T — C eine stetige Funktion, deren Fourierreihe gleichmifiig gegen sie
konvergiert und n € IN. Ist §(r) = 0 fir 0 # |r —m| < 2n, so gilt fir den m-ten
Fourierkoeffizienten:

. _ _ n-2
§(m)| < 2nr* (” Uosup Jt 1g(f)+§/8(t)dt)- o
T

|t|§n—1/4

IN

Beweis

Seien m,n € N, so dass §(r) = 0 fir alle r € N mit 0 # |r —m| < 2n erfullt
ist. Dann definiere f(t) = Y2 _ f(r)e™ mit f(r) := ¢(r 4+ m). Offenbar gilt nach
Konstruktion f(r) = 0 fiir 0 # |r| < 2n. Weiterhin gilt:

o]

f6)y = ¥ f(ne" = Z g(r +m)e

r=—00 r=—00

— Z gA(r+m)ei(r+m)te—imt _ g(t)e—imt

r=—0o0

Wegen der Stetigkeit von g ist also auch f stetig und Y32 _, f(r)e’ konvergiert
wegen |f(t)| = |g(t)| auch gleichm&fig gegen f.
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Nirgends diff’bare Funktionen § Literatur

Korollar (3.5) ist also anwendbar und liefert:

[1]
2]
3]

[4]
[5]

g(m)| = |f(0)] < 2r* (nl sup tlf(t)+E/f(t)dt)

tj<n-1/4

_ _ n2
= 27t (n Uosup |t 1g(t)+E/g(t)dt) O

tj<n-1/4
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