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Andrea Klinkenberg

In dem ersten Teil des Vortrags wird sich bei der Untersuchung von beliebig oft dif-
ferenzierbaren Funktionen herausstellen, dass nicht jede dieser Funktionen in der
Umgebung eines gegebenen Punktes durch eine Taylor-Reihe dargestellt werden
kann. Der Weierstrafi’sche Approximationssatz zeigt jedoch, dass stetige Funktio-
nen in einem beliebigen kompakten Intervall durch ein Polynom beliebig gut ap-
proximiert werden kénnen. Mit diesem Satz wird sich der zweite Teil des Vortrags
beschéftigen.

§1 Taylorreihendarstellung

— Einleitung —

In diesem Abschnitt geht es darum, zu untersuchen, ob jede beliebig oft differen-
zierbare Funktion f als Taylor-Reihe dargestellt werden kann. Motiviert wird diese
Untersuchung z.B. durch die Darstellung der Exponentialfunktion.

Zuvor wird jedoch noch einiges Wichtige zu der aus Analysis I bereits bekannten
Taylor-Reihe aufgefiihrt.

(1.1) Satz (Taylor’sche Formel mit Restglied)
Seien I ein Intervall, n € N, f € C"(I) und a € I. Dann gibt es eine Funktion
Ryuq: 1 — R, sodass

Rua(x) = M(x —a)".

Man nennt

n=1 £(k)(,
ng}f k|( )(X—El)k

das (n — 1)te Taylorpolynom von f zum Entwicklungspunkt a. o
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(1.2) Definition (Taylor-Reihe)
Sei I C R ein Intervall, a € [ und f € C*(I). Dann heif3t

o (k)
Tra(e) = ¥ T o)t
k=0 ’

die TAYLOR-Reihe von f mit Entwicklungspunkt a. o

(1.3) Bemerkung
1. Der Konvergenzradius der Taylor-Reihe ist nicht notwendig > 0.

2. Falls die Taylor-Reihe konvergiert, konvergiert sie nicht notwendig gegen f(x).

3. Die Taylor-Reihe konvergiert genau fiir diejenigen x € I gegen f(x), fiir die
das Restglied R, 4(x) — 0 fiir n — oo.

4. Falls f : C — C eine analytische Funktion ist, kann f in einem beliebigen In-
tervall um einen beliebigen Punkt durch eine Potenzreihe dargestellt werden.c

Nun zu einem Beispiel:

(1.4) Beispiel
Die Exponentialfunktion f : C — C

flx) =e¢'

besitzt die Ableitungen
() = e

Ausgewertet an der Stelle x = 0 ergibt sich
f0) = £1(0) = .. = f(0) = 1.

Damit ergibt sich als Entwicklung

2 x"

X X
T T e el i R
n!

f)=e =143+

Demzufolge hat die Taylor-Reihe der Exponentialfunktion die Form

Es wird sich jedoch herausstellen, dass dies nicht immer mdglich ist.
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— Gegenbeispiel zur Talyorreihenentwicklung —

Um ein Gegenbeispiel zu konstruieren, wird zunéchst folgendes Lemma gezeigt:

(1.5) Lemma
Sei
f(x) =) a,x" Vx| <e (e>0 fest)
n=0
eine Potenzreihe von f mit Entwicklungspunkt 0. Dann sind die Koeffizienten a,
durch f eindeutig bestimmt:

Damit ist die Potenzreihe die Taylor-Reihe von f. o

Beweis
Nach Definition ist

o0
Zarxr
r=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > €. Deshalb kann in diesem Konvergenz-
radius gliedweise differenziert werden (nach Analysis I). Aufgrund dessen kann nun
£(m(0) einfach ausgerechnet werden.

Dazu:

fr) =Y
r=0

fl(x) = iarrx’_l

f'(x) = iarr(r —1)x" 2
r=2

f(”)(x) = iarr(r —1)..(r—n+1)x"""V[x]<e
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Setzt man nun x = 0 in f(")(x) ein, so erhilt man
Zarrr—l (r—m+1)07"V|x|<e

Es gibt jedoch nur einen Exponenten w, bei dem der Ausdruck 0% nicht Null ist.
Das ist der Exponent w = 0. Demnach fallen alle Summanden weg, fiir die (r — n)
nicht 0 ist. Es verbleibt also lediglich der Summand mit r = n. Insgesamt erhélt man
daher den Ausdruck

fM0)=ay-n-(n—1)-...-3-2-1-0°

f(0)

—— f(n)(O) = ﬂnn! < a; = T 0

Nun kann das Gegenbeispiel konstruiert werden:
(1.6) Beispiel
Definiere
1
e 2 ,x#0

h:R—TR, h(x) =
0 ,x=20

Behauptung: Diese Funktion ist auf ganz R beliebig oft differenzierbar, ldsst sich
aber fiir kein € > 0 in eine Form wie in Lemma 1.5 bringen, also

o
=Y ax" Vx| <e
r=0

o
Beweis
1. Schritt:
Zu zeigen: & ist beliebig oft differenzierbar fiir x # 0 und h(") (x) = Qr(Le %, wobei
Q; ein Polynom ist.
Dies wird nun per Induktion iiber r bewiesen:

1
(IA): 7 = 0: KO (x) = Qo(L)e™ 2 ist wahr mit Qy(t) =1, t € R.
(IV): Die Behauptung gelte fiir alle n < r.
(IS):r —r+1.
1

Nach Induktionsvoraussetzung ist h(")(x) = Qr(1)e 2. Dies ist differenzierbar,

da die Exponentialfunktion differenzierbar ist, Polynome differenzierbar sind, die
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Funktion f(x) = 2 fiir x # 0 differenzierbar sowie das Produkt und die Verkettung

— x
differenzierbarer Funktionen ist differenzierbar.

R(r+1) (x) _ (h(r))/

1, s ol 1 %
=32 F(=)e x +2§Qr(;)e *
_1 ;1 /1
=e Xz(——er(—H‘ngr(;))

1, 1 .
= Qr+1(;)e 2, mit Qp11(f) = _tzQ;(t) + 2t3Qr(t)/ te R,
Da Q, 1 ein Polynom ist, gilt die Behauptung fiir r + 1.
Mit dem Induktionsprinzip gilt die Behauptung fiir alle r € IN und damit ist &
beliebig oft differenzierbar fiir x # 0.

2. Schritt:
Zu zeigen: h ist beliebig oft differenzierbar in 0 mit 1) (0) = 0.
Dies wird nun per Induktion tiber r bewiesen:
(IA): r = 0: h(9)(0) = 0 ist wahr nach Definition.
(IV): Die Behauptung gelte fiir alle n < r.
1S):r - r+1
h) (x) —h(0) STy Qr(%)e‘fz -0

x—0 X

= %Qr(%)e_xz — 0, firx — 0

X

Da % — oo, flir x — 0,e7* — 0 flir x — co und sich das Wachstum der Exponential-

funktion gegeniiber dem Wachstum jedes Polynoms durchsetzt, geht %Qr(%)efxi2 —
0 fiir x — 0. Damit gilt die Behauptung fiir r + 1.

Mit dem Induktionsprinzip folgt die Behauptung fiir alle r € IN und damit ist &
beliebig oft differenzierbar fiir x = 0.

Aus 1 und 2 folgt, dass h(x) fiir alle x € R beliebig oft differenzierbar ist.

3. Schritt:
Angenommen

h(x) =) ax" V|x| <e(e>0fest).
r=0
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Dann ist nach Lemma 1.5
h((0) Schritt 2

7! 0

ar:

und demzufolge
h(x)=Y ax =Y 0-x"=0 Vx| <e.
r=0 r=0
Dies ist aber ein Widerspruch zu
1 Def

h(x)=e 2 #0 Vx#0. O

Also ist es nicht immer moglich eine beliebig oft differenzierbare Funktion als Taylor-
Reihe in der Umgebung eines bestimmten gegebenen Punktes darzustellen.

§2 Weierstrafi’scher Approximationssatz

— Satz von Weierstrafl —

Wie in Abschnitt 1 gezeigt, lasst sich nicht jede beliebig oft differenzierbare Funktion
als Taylor-Reihe darstellen. Weierstrafs zeigte jedoch folgendes Theorem, welches in
der Praxis oft als Ersatz dienen kann, um stetige Funktionen in beliebigen kompak-
ten Intervallen darzustellen.

(2.1) Satz (Weierstraf3)

Sei f : [a,b] — C eine stetige Funktion. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein Polynom P

mat:
sup [P(t) — f(£)| < e.
te(a,b] O

Um diesen Satz zu zeigen, wird dieser erstmal auf eine einfachere Aussage zurtick-
gefiihrt, welche anschlieflend bewiesen wird.

— Reduktion auf einfachere Aussage —

(2.2) Satz
Sei f : [0,1] — C eine stetige Funktion. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein Polynom P

mit:
sup [P(1) — f(1)| <e.
te0,1] <o
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Beweis (Satz 2.1 folgt aus Satz 2.2)
Sei f : [a,b] — C eine stetige Funktion und € > 0. Definiere

g:[0,1] - C
mit
8(s) = fla+s(b—a)).
g ist stetig und nach Satz 2.2 gibt es ein Polynom Q mit

sup |Q(s) - g(s)] < e.

s€[0,1]
Setze
t—a
P = Q=)
Dann ist P ein Polynom und
sup |f(t) = P(t)] = sup |f(a+s(b—a))—Pla+s(b—a))l
te(a,b] se0,1]

(1),3) (2)
=" sup [g(s) —Q(s)| <e
s€0,1]

Der Satz von Weierstraf3 wird nun auf zwei verschiedene Arten bewiesen.

— 1. Beweis —

(1)

()

()

Um diesen Beweis zu zeigen benétigen wir folgenden bereits bekannten Satz, der

hier nochmal aufgefiihrt wird:

(2.3) Satz

Sei f : T — C eine stetige Funktion und € > 0. Dann gibt es ein trigonometrisches

Polynom P mit:

sup|P(t) — f(#)] < e.
teT
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Beweis (Satz 2.2)
Sei f : [0,1] — C eine stetige Funktion und sei € > 0. Definiere

g:T—C
mit
g(t) = f(I¢). 1t <1, 4)
g(t) = f(1), [t} > 1. ©)

g ist stetig.

n
Nach Satz 2.3 gibt es fiir ein n > 1 ein trigonomestrisches Polynom P(t) = Z are'"t

r=—n
so, dass:
n » €
suplg(t) — . are™] < 5. ©)
teT r=—n
In den Intervallgrenzen [-R,R] konvergiert
i (is)"
= K
gleichméfig gegen e fiir m — co.
Fiir jedes —n < r < n gibt es daher ein m(r) so, dass gilt:
mo) (jrr)k €
L e < t <1, m(t : 7
L S e M st mO EN @
Setze
no ) ()
P(t)zzarz T (8)
r=—n k=0 k!
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P ist ein Polynom und

sup [P()—F(B)] £ sup [P(t) —g(t)]

te[0,1] te[0,1]
n
— sup |P(t) Z aet + Z a,e'"t
te[0,1] r=—n r=—n
(A-Ungl) n
< sup (|P(t) — Y ae™|+] Z e’
te[0,1] r=—n r=—n
®) n m(r n ) n )
= a, — Y a4+ )] ae -
tE[Ol r=—n k=0 r=—n r=—n

n ”W) (irt)k

eI L ae™ —g(1)])

telo, 1} r=—n k—o : r=—n
(A-Iéngl) m(r) (i t)k Zrt t
B fil[;pﬂ r—Z—:n |ar Z;O k! ‘ ‘ - ’T—Z—:nare g( )‘)
mir) zrt : n :
= sup ( 2 |a]| Z — e+ ) ae —
te[0,1] r=—n k=0 r=—n
m(r
p sup ( Z ||| Z(:) (irt) — ") + g
te[0,1] r=—n k=0
@) €
= r_Z_:,J al 4n+2)|ar|+1‘+§
1 a,€ €
= Z 4 | + —
= (An+2)]a +17 0 2
& + €
< rZJ 4n + 2) 2
n
— r;nm%z)+g,dan21,e>0
B (2n+1)e €
B (4n+2) 2
B (4ne + 2¢ + 4ne + 2¢)
B (8n +4)
B e(8n+4)
B (8n+4)
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— 2. Beweis —

Fiir den 2. Beweis werden zundchst zwei Lemmata eingefiihrt.

(2.4) Lemma
Sei
f:T—=C

eine stetige Funktion und
f(t) = f(—t) fur alle t € T.

Fiir alle € > 0 existiert n > 1 und ag, a4, ..., a, € C so, dass

sup|f(t) — i arcos(rt)| < e.

teT r=0 &

Beweis
Zuerst wird gezeigt, dass fiir den Fourierkoeffizienten gilt:

27
foy = o [Fwear
0

(Periodizitit)

7T
1 —irt
—7T

7T
(F(H)=F(-t)) 1 / _irt
= — —t dt
5 | f(=be
—7T
—7T

. 8=- 1 ;
(sub:s t) —E/f(s)e”sds

= %/f(s)eirsds
- e

10
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Demnach gilt:

on(f,t) = i Mf(r)em, (s. Kérner Lemma (1.4))

A
_ 7 C n+1—|r| it n +1—|r| .
_f(o)+r22_n o] +; 1 (e
F n+1 —1’ A _ n n n
r=1 r=1
_f( ) Ll_rf(?’)COs(rt) da COS(Z) 1(612+e iZ)
B r=1 n+1 ’ 2

n
= Y _acos(rt) mit

r=0
ag = f(0)
n+1—1i,. .. .
a; —Zn—Hf(z) fur allei > 0

Da f : T — C nach Definition eine stetige Funktion ist, konvergiert oy, (f, t) gleich-
maBig gegen f(f) fir n — oo (s. Kérner Lemma (2.3(ii)). O

(2.5) Lemma
Es gibt ein relles Polynom T, vom Grad n mit fithrendem Koeffizienten 1, wenn
n = 0 und fithrendem Koeffizienten 2”1, wenn n > 1, so dass gilt:

cos(nf) = T, (cos(0)), [0 € T]. o
Beweis
Dies wird nun per Induktion tiber n bewiesen:
(IA)
Fiir n=0:
cos(0) =1 = To(cos(9)), To(t) =1Vt e R
Fir n=1:

cos(0) = Ty(cos(0)), Th(t) =tVt € R

11
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(IV) Fiir alle n < m gelte cos(nf) = T,(cos(0)), [0 € T], m > 2.

(IS) Fir m = n:

cos(mf) = cos(mb) + cos((m —2)8) — cos((m —2)0)
= cos(mb+6 —0)+ cos(mf —20+6—0)—cos((m—2)0)
= cos((m—1)040)+ cos((m—1)0 —6) — cos((m —2)6)
*) (m—1)0+60+(m—1)0—6 (m—1)04+6—(m—1)0+6 |
= 2cos( 5 )cos( 5 ) —cos((m —2)6
= 2-cos((m—1)0)-cos(0) — cos((m—2)0)
1)

=" 2-Tyu_1(cos(0)) - cos(0) — Ty,,—2(cos(0))
= Tw(cos(0)), mit Ty, (t) = 2tTy,—1(t) — Try—2(1)
(*) cos(a) + cos(B) = 2cos(“EE)cos(“5E)
Der fithrende Koeffizient stimmt, da T,,_1(¢) den fiihrenden Koeffizienten 2”2 hat
und t Grad m — 1. Durch multiplizieren mit 2t hat das Polynom T}, den Grad m und

den fiithrenden Koeffizienten 2" ~!. Damit gilt die Behauptung fiir n = m.
Mit dem Induktionsprinzip folgt die Behauptung fiir alle n € IN. O]

Beweis (Satz 2.2)
Sei f : [0,1] — C eine stetige Funktion und € > 0. Definiere

g:T—C
mit
g(t) = f(|cos(t)|) fur alle t € T. )

g ist stetig und g(t) = g(—t) fur allet € T.
Dies gilt, denn:

1. g ist wohldefiniert.

Beweis
0<|cos(t)] <1VteR

= g(t) = f(|cos(t)])
g(t+27k) = f([cos(t +27tk)[) = f(|cos(t)]) = g(t)

= g ist 27r-periodisch
=g¢: T—C O

12
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2. g ist stetig.

Beweis

klar, da f und |cos(t)| stetig sind — Verkettung ist stetig. O
3. g(t) =g(—t) furallet € T.

Beweis

8(—t) = f(lcos(=t)|) = f(lcos(t)]) = g(t) N

Nach Lemma 2.4 gibt es ein n > 1 und ag, a4, ..., 4, € C mit

sup|g(t) Z aycos(rt)| < e. (10)
teT r=0

Da nach Lemma 2.5 Polynome T;,i < i < n existieren, so dass

n
— Y arcos(rt) = Z a,T,(cos(t)) Vt € T (11)
= f(|cos(t) Z a;Tr(cos(t)) Vt € T (12)
gilt

sup |f(x) —P(x)| = sup |f(x Z a,Tr(x)| mit P(x Zar ) (nach(xx))

x€[0,1] x€[0,1]

< sup |f(|cos(t) ZarTr cos(
0<t<rm

= sup |g(t) ZarTr cos(

0<t<m
) sup |g(t) Zarcos (rt)|
0<t<m
10)
< sup|g(t) Zarcos rt)| Qe

teT r=0

13
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() P(x) = i a,x" = i a,T,(x) mit
r=0 r=0

a, = a,-2" '=a,- bn1

_ n—2 _
1l = Ap_1-2"""+ay-byop=0a,_1-by_11+a, by

n
/
a; = Y ai-by_ip
=i

l' .
Ti(x) = Y b xx*, bjp =271
k=0

— Aquivalenzen —

Es wurde also Satz 2.2 iiber das Lemma 2.4 bewiesen. Dass dies auch umgekehrt
moglich ist, dass man Lemma 2.4 also tiber Satz 2.2 beweisen kann, wird nun in
dem folgenden Beweis gezeigt:

Beweis
Sei f : T — C eine stetige Funktion, f(t) = f(—t) fur allet € T und € > 0.
Zu f : T — C stetig betrachte g : [0,1] — C mit

g(t) = f(arccos(t)),

dabei arccos : [0,1] — [0, 7t].
g ist stetig, da f und arccos stetig sind.
Nach Satz 2.2 gibt es also ein Polynom P mit

sup |P(t) —g(t)] <e
t€[0,1]

Falls f zusatzlich f(t) = f(—t) erfiillt, so gilt

sup [f(t) = P(cos(t))] < €

Das ist klar nach Konstruktion von P, was fiir t € [0, 7r] klar ist und es folgt fiir
t € [—m, 0] aus

(f und cos gerade)

sup [f(t) — P(cos(t))] = sup |f(—t) — P(cos(—t))[ <e.

teT teT

14
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Schlieflich ist
n
P(cos(t)) =Y _ arcos(t)".
r=0
Bleibt nun noch folgendes zu zeigen:
r
cos(t)" =) _ byeos(It) (13)
1=0

mit geeigneten Koeffizienten b;. O

Beweis (zu (13))
Mit den Potenzen von Winkelfunktionen

(Z) cos((n — 2k)x) (14)

folgt

r=0
# Doty k(e

Also existiert b;, | € INg so, dass

P(cos(t)) = Ii bi(cos(lt)).
=0

Somit wurde die Aquivalenz zwischen Satz 2.2 und Lemma 2.4 bewiesen. Eine wei-
tere Aquivalenz, die man zeigen kann, ist die zwischen Lemma 2.4 und Satz 2.3.

Beweis (Lemma 2.4 = Satz 2.3)
Sei f : T — C eine stetige Funktion und € > 0. Definiere

f(H ,0<t<m

glzT%C,gl(t):{f(_t) , —t<t<O0.

15
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Daraus folgt, dass g7 stetig ist, 27t-periodisch und g1 (t) = g1(—t) fur alle t € T.
Des Weiteren definiere

f(t) ,-—n<t<0

$2:T—C, gt) = {f(—t) o<t<nm

Daraus folgt, dass ¢» stetig ist, 27t-periodisch und g»(t) = g2(—t) fiir alle ¢t € T.
Nach Satz 2.4 existiert ein Polynom P mit

n

sowie a4y, ...,a, und by, ..., b, € C mit

sup |g1(t) Zarcos (rt)] < eund (15)
teT
sup |¢2(t) Zb cos(rt)] < e (16)
teT
Da
f(t) = %(gl(t) + go(—t)) fur alle t € [0, 7] und (17)
1
f(y) = E(gl(_t) + g (t)) fur alle t € [—,0]. (18)
ist

n

sup [£(1) = 5 Y- (ar+ by )cos(r0)

te[—m,0] r=0
18 1 1 &
© sup |=(g1(—t) +g(t)) — = Z aycos(—rt) — = Z brcos(rt)]|
te[—m0] 2 2=
(A-Ungl) 1 1
< 5 s{.ugo} |g1(— Z aycos(—rt)| + 5 tes[ugm |92 (t) Z bycos(rt)|
(15216) € n € .
2 2 7

16
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Analog ergibt sich folgendes fiir:

n

sup [£(6) 3 Y- (a + by)eos(rt)|

te[0,7] r=0
(17) 1 1
= sup |§(g1( )+ g2(—1)) — 3 Z aycos(rt) Z b,cos(—
te[0, 7] =
(A-Ungl) 1 1
< E;};};} |g1(t) Zarcos rt)|+§ sup |go(— Zb cos(
r=0 te[0,m]
(15216) € n € .
2 2 7
O
Nun zur Riickrichtung:
Beweis (Satz 2.3 = Lemma 2.4)
Sei f : T — C eine stetige Funktion, f(t) = f(—tf) fur allet € T und € > 0.
Da f(t) = f(—t) muss auch P(t) = P(—t) gelten.
Nach Satz 2.3 existiert ein trigonometrisches Polynom P mit
n ) n
P(t) = Y ae™ =Y a;(cos(rt) +isin(rt)) und
r=—n r=—n
n
P(—t) = Y a;(cos(rt) +isin(rt)) # P(t), wenn sin(rt) # 0.
r=—n
Daraus folgt, dass
Z arcos(rt) Z bycos(rt) mit
r=—n r=0
by :=apund b; := 2a; fur alle1 <i < n.
Also ist
n
sup |P(t) — f(t)] = sup | )_ breos(rt) — f(t)| <e.
teT teT =0
O

17
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Da Satz 2.2 eine Reduktion von Satz 2.1 ist und gezeigt worden ist, dass Lemma 2.4
dquivalent ist zu Satz 2.3 sowie Satz 2.2 zu Lemma 2.4, ist auch Satz 2.3 dquivalent
zu Satz 2.1, d.h. also, dass die stetigen Funktionen f : [a,b] — C genauso gut durch
Polynome approximiert werden konnen wie die stetigen Funktionen f : T — C
durch trigonometrische Polynome.

18
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