Fourierreihen und Funktionentheorie
Vortrag zum Seminar Fourieranalysis, 27.11.2007

Corinna Schaaf

Bisher haben wir Fourierreihen, die auf dem Torus T = {x e R: —n < x < 7t}
definiert sind, betrachtet.

Es ist jedoch auch moglich, Fourierreihen auf der Kreislinie 0D = {exp(it), t € T}
der Kreisscheibe D = {z € C : |z| < 1} zu betrachten.

Im folgenden Vortrag sollen Fourier-Reihen in diesem Kontext behandelt werden.

§1 Der Poisson-Kern

In diesem Abschnitt wird der Poisson-Kern definiert und einige seiner grundlegen-
den Eigenschaften gezeigt. Der Poisson-Kern wird fiir den Beweis der zentralen
Aussage dieses Vortrags benotigt.

(1.1) Definition (Poisson-Kern)
Sei 0 € T, 0 <r < 1. Dann definieren wir die Funktion

P(0) := i ri"l . exp(ind).

n=—oo <&

Diese Funktion nennen wir Poisson-Kern.

(1.2) Lemma
Sei P, der Poisson-Kern wie in Definition (1.1), 6 € Tund 0 <r < 1.
Dann gilt:

1—1r2

P.(0) =
r(0) 1—2r-cos(0) +r2 o
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Beweis

P (0) = i rI"l exp (inf)

n=—oo

—1 00
= ) rl"lexp(inf) +1 + Y r"exp(inb)

n=—oo n=1

= Y r"exp(—inf) +1+ Y r"exp(ind)

n=1 n=1
- foeti) _rexp(if) |
1 —rexp(—if) +1+ 1 —rexp(if) (geom. Reihe)

(rexp(=if) —r*) + (1 —rexp(—if)) — rexp(if +1*) + (rexp(if) — %)
1 —rexp(—i0) — rexp(if) + r2

1—172
1 —2rcos(0) + r2

Der Poisson-Kern hat drei wichtige Eigenschaften:

(1.3) Lemma
Gegeben sei der Poisson-Kern wie oben. Dann gilt:

a) P,(0) >0fiurallef €T, 0<r<1

b) P(0) 5 0firr 11, 6eT\[-5,0]

Q) - [P(0)dd=1 fir0<r<1. o
T
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Beweis
a)
1— 2
F(9) ~~~1—2rcos(8) + r2
(12)
1) 1-r>0, fur0<r<1
2)  1-—2rcos(8) +r?
= cos?(0) + sin?(0) — 2r cos(6) + r?
= (cos(f) — r)? + sin?()
>0, firo<r<1
= P(0) >0
b)

1. Fall 0 ¢€[—Z Z]\[-4,0]:

1—2rcos(f) +r* = (1—rcos(8))?+ r*sin?()
> (1 —rcos(6))?
> (1— |rcos(6)])?
> (1 —|cos(6)])?
0 < P(60) a)
1— 2
Sl P 572 Lemma 1.2)
< 1—7r
(1-— ]cong)])2
< 1—r
— (1—Jcos(s)])?
ghm, 0 furr11
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2. Fall 0 ¢ [—mnm\[-5, 5]

1 —2rcos(f) +7r*> > (1 —rcos(6))?

0 < PJ(6)

B 1— 2

1 —2rcos(0) + 12

< 1—1?
(1 —cos(0))?

1—1?

< e

~— 1—cos(h)
1—1?

<

l_ 1

%0 furr T1

Aus dem 1. und 2. Fall folgt die Behauptung.

%/Pr(y)dy Z 57 [ 8E—y)P(y)dy
T

T
(% / g<x>exp<z'nx>dx) rlexp(int)

—q I j
27_C1r/exp( mx)dx) rMlexp(int)

(. J/

=0,falls n#0

I
1 agk:

I
—_

0

Um ein ‘Springen’” zwischen den Beweisen zu verhindern, wird hier schon die
Voriiberlegung aus (2.2) als giiltig angenommen. Summe und Integral kénnen

hier vertauscht werden, da Y. g(x)r"lexp(—in(x —t)) gerade nach der Vor-
n=—oco

tiberlegung in (2.2) gleichméfiig konvergiert und das Integral iiber ein abgeschlos-
senes Intervall, T, gebildet wird.
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§2 Funktionen auf dem Einheitskreis

Die folgenden Sétze dienen der Vorbereitung der weiteren Vortrdge. Dabei ist be-
sonders der Satz (2.3) wichtig fiir den Vortrag zum Thema , Losung des Dirichlet-
Problems mittels Fourier-Reihen”.

(2.1) Satz
Sei f : 0D — C stetig. Setze g(6) = f(exp(if)) und a, = ¢(n), dann gilt:

a) Y a,-rl"l-exp(inf) konvergiert gleichmagRig fiir alle 0 < r < 1.

n=—oo

b) E ay - " exp(inf) — f(exp(if)) = g(0) fiir alle 6 fiir r T 1. o

n=—oo

Dieser Satz sagt aus, dass f(exp(if)) der gleichmifige Grenzwert fiir v T 1 von einer

auf D definierten Funktion Y. a, -r!"l - exp(ind) ist.
n=—oo

Um diesen Satz zu beweisen, gentigt es, folgendes, einfacheres Ergebnis zu bewei-
sen:

(2.2) Satz
Wenn ¢ : T — C stetig ist, dann gilt:

[ee]

a) Y ¢(n)-rinl-exp(int) konvergiert gleichmagig fiir alle t fiir alle 0 < r < 1.

b) OZO; g(n) - rl"l - exp(int) gl g(t) fur alle t fur r 7 1.

Beweis

Zunidchst beweisen wir die Aussage des Satzes (2.1). Dazu nehmen wir an, dass Satz
(2.2) gilt:

Setze g(0) = f(exp(if)) und a, = ¢(n) (also gerade wie in Satz (2.1) gegeben) in die
Reihen aus (2.2) ein. Man erhélt sofort (2.1).
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Es bleibt also nun noch zu zeigen, dass der Satz (2.2) giiltig ist.

Beweis
a) Da g stetig auf T = [—7, 1) ist und beschrankt durch |g(t)| < M gilt:

g(n)| = %/g(t)-exp(—int)dt\
T

IN

o [18(0) - exp(—int)|at

1 T
EM/ldt
T

= M

IN

und damit

‘§(n)r‘”|exp(int)’ < Mrll,

= ¥

n—=—0o0

g(n)r|”|exp(int)‘§ % Mrln!

n—=—oo

Wir betrachten nun die Reihe Y. Mrl"l:

n=—oo
i Myl =M-<ir”+ir”—1>
n=—0o0 n=0 n=0

1—r 1-—v
1+7r
= M-
1—7r

< 0o, dﬂ1’<1 ]

1 1
= M- ( + — 1) (geometrische Reihe)

o0
Somit konvegiert Y. §¢(n)r"lexp(int) nach dem Weierstrafschen Majoranten-Kriterium

n—=——0o0

(vgl. Krieg, Analysis 11, 1, 1,10).

Wir setzen % g(n)ritlexp(int) = Py(g,t)

n—=—0o0

Zu zeigen ist nun noch, dass das P,(g, t) gegen g(t) konvergiert. Um dies zu zeigen,
machen wir zunéchst folgende Voriiberlegung:
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Da g stetig auf T und beschrdnkt durch |g(x)] < M Vx € T ist, gilt fir N(2) >
N(1) > 0 und P(2) > P(1) > 0:

N(2) N(1)
) g(x)rlexp(—in (x —t)) — Y. g(x)rMexp(—in (x —t))
n=—P(2) n=—P(1)
—P(1)-1 N(2)
= Z g(x)r'”lexp(—i n(x—t))+ g(x)r'”lexp(—i n(x—t))
n=—P(2) n=N(1)+1
—P(1)-1 N(2)
< Z ‘g(x)r‘”'exp(—i n(x— t))‘ + Z ’g(x)r'”‘exp(—i n(x— t))‘
n=—"P(2) n=N(1)+1
—P(1)-1 N(2)
= Y. g jexp(—in (x—0)+ Y Ig(x)| || lexp(—in (x —t))]
n=—P(2) n=N(1)+1
—P(1)-1 N(2)
< Yo M Y Myl
n=—"P(2) n=N(1)+1
—P(1)-1 N(2)
S M ( Z r‘n| _|_ 2 r‘n|)
n=—P(2) n=N(1)+1
P(2) N(2)
< M- ( "+ ")
n=P(1)+1 n=N(1)+1
P(2) P(1) N(2) N(1)
= M(Zrn_zrn+zrn_zrn)
n=0 n=0 n=0 n=0
1— rP(2)+1 1— rP(l)Jrl 1— rN(Z)Jrl 1— rN(l)+l
\:/, M- 1-r  1-—r 1—7r B 1—7r )
geom.Reihe
= M- - = (=P = (=P (1= NO) — (1N
— M r (_rp(2)+rp(l) _rN(2)+rN(1))
1—r

fiir N(1),P(1) — oo, da r<1 ist.
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§2 Funktionen auf dem Einheitskreis

Wir wissen also, dass E g(x)rlMlexp(—in(x — t)) gleichmaRig konvergiert nach

n—=—0o0

dem Cauchy’schen Konvergenzkriterium.
Mit Hilfe dieses Ergebnisses konnen wir nun P, (g, f) umschreiben:

polle-
nioo 27 / g(x)rexp(in(t — x))dx
% / . iig (x)r"lexp(in(t — x))dx
%78(95) ni@”'ﬂp(in(t —x))dx
%78(96)3(1? — x)dx
%T/g(t — )P (y)dy

T

(zi/g(x)exp(—inx)dx) r|”|exp(int) ¢(n) eingesetzt
T
1

Y glm. konv., [ iiber endl. Intervall

Def. Poisson-Kern

Subst. t-x=y
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Des Weiteren wissen wir noch:

1. gist Riemann-integrierbar auf dem abgeschlossenen Intervall [—7t, 7], und so-
mit beschrankt:

1g(y)] < M fureinM € Rund firalley € T

2. Nach Voraussetzung ist g stetig in y € T. Nach Definition der Stetigkeit muss
also fiir alle € > 0 (mindestens) ein é(y, €) existiert mit

f(y) — f(t)| < § furalley € T mit |y —t| < 6.
3. Wir wissen aus Lemma (1.3 a), dass

[ |P(0)|do = [ P.(6)d6 < [ P.(6)do
0e[—6,0] 0e[—4,6] T

4. Aus der gleichméfiigen Konvergenz des Poisson-Kerns auflerhalb des Inter-
valls [—J, d] folgt bei einem festen J, dass gilt:

1P(0)] < g5 furalle§ & [—5,0] und r T 1.
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Nun zeigen wir die Behauptung (2.2) b):

|Pr(g,t) — g(t)]

<I/\

A—Unglg.

o [ 8t =p)Py)dy — g(6) 1
T

(1.3) c

- T/ $(t— y)PHy)dy — 8() - 5 T/ P(y)dy

% /g(t —y)P(y)dy — % /g(t)Pr(y)dy
T T

o [ (&0t —y) — 5(0) P (w)ay
T

% / (8(t—y) — g(t)) Pr(y)dy
yE[—d,0]
tlae [ =y - g0)R )y

10
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1

< _ — —
S s [ oy -s@lR)dy
A—Unglg. yE[—d,0] <§V|y|<o

tom [ (st =w)]+ g0 1P ) dy

—_— =

y¢[—0,0] <M <M
1e 2M
< - -
< 55 |Pr(y)ldy + 5 / [P (y) | dy
A—Unglg.,(1),(2) y€e[-4,] yé[—6,0]
< 5y [ Bl [
< 227 rIEY T3 am™
(3).(4) . YEl-44] y¢[—4,0]
<1, (13)
€ €
= itax | W
y&[=0,0]
<iz [ ds=3
€ €
< -+ =— = U > .
< 2—|—2 € firallen > N(e)

Somit ist gezeigt, dass § g(n) - 1"l - exp(int) fur alle t fiir r T 1 gleichmaRig gegen
n=—co

g(t) konvergiert.

Im folgenden Satz werden drei wichtige Eigenschaften einer Funktion f mit f : 0D —
C gezeigt.

11
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(2.3) Satz
Sei f : 9D — C stetig. Setze ¢(0) = f(exp(if)) und a, = ¢(n) (also gerade wie in
(2.1)), dann gilt:

a) fi(z) =23+ Zlan -z" und
n=

folz) =%+ Y a_, 2"
n=1
sind wohldefinierte analytische Funktionen auf D := {z € C : |z| < 1}.
b) Wenn wir
F(z) = fi(z) + fa(z*) firz € D
F(z) = f(z) fir z € 9D
setzen, dann ist F eine wohldefinierte, stetige Funktion auf der abgeschlossenen

Kreisscheibe D = DUJD = {z € C: |z| < 1}.

c) Ist f reellwertig, so ist auch F reellwertig.

Beweis
a) Aus Analysis I (IV, 4.4) ist bekannt:
Ist w # 0 € C, so dass die Folge (a,w"),>0 beschrankt ist, dann konvergiert die

Reihe Y n'a,z",1¢€ Z fiir alle z € C mit |z| < |w|

n=1
Setzen wir nun w = 1 und | = 0, dann gilt mit:
o0 [0,]
lan| = |¢(n)] <M, dass ¥ na,z" = ¥ a,z" absolut konvergiert fiir |z| < 1.
n=1 n=1

Mit Cauchy-Hadamard konnen die Konvergenzradien von f; und f, berechnet

werden:
1

lim sup
n — oo {/|ayl

1

R =

_
" &0 {/1g(n)]

1

limsup
n— oo vM

=1

12
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b)

Daraus folgt, dass die beiden Funktionen fi(z), f2(z) einen Konvergenzradius
von mindestens 1 haben. Da eine Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenzradius
analytisch ist, ist die Behauptung gezeigt.

F ist stetig fiir alle z mit |z| < 1.
Es bleibt zu zeigen: F ist stetig in zyp mit zg € 9D, also mit |zp| = 1:

F(rexp(if)) = %o 4 Y anr"exp(inb) + %04 Y a_prexp(—ind)

2 n=1 2 n=1
> n . Im .
= ) ar"exp(ing) i—:_/ flexp(if))
h=—c (2.1),b)

= F(exp(if)), furr 11

Es bleibt noch der Stetigkeitsbeweis mit dem ¢, §-Kriterium:

Fiir ein € > 0 existiert ein 41 (e) > 0 und ein d,(€) > 0, so dass gilt:

|f(exp(i0)) — f(exp(ibo))| < 5 fiir |0 — 6o < &1
und
|E(r exp(if)) — Fexp(if))| < § fir 1 —d, <r <1

Dann gilt fiir |6 — 6p| < &y und 1-0r <7 < 1:

_|_

NI ™
N ™

> |F(rexp(i0) — F(exp(i6))| + |f(exp(i6)) — f(exp(i6o))]

2 |Fexplio) E(exp(io) + flexp(io)) —f(exp(if)
A—Unglg. =0, da auf E)E)rF(z):f(z) gilt

= |F(rexp(if)) — f(exp(ibo))]

= |F(rexp(if)) — Fexp(ith))|

13
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min{é1(e) a(€), 3 }
2

=Fiir zy = exp(ibp), |z0 — w| < und |w| <1 gilt:

|F(z) — F(z0)| < €. O

Also ist F stetig auf D = {z : |z| < 1}.

§(—n) = 5z [ g(t) exp(int) dt = (%j{g(f) exp(—int) dt) =&(n)*

Nun betrachten wir:

F(z) = f1(2) + f2(z7)

o] (o]
Dy Y a2+ L a ()
n=1 n=1

= a0+ L a2+ ﬁl a_n(z")"

= 4o+ n:g(n)z” + Elg(—n)(Z”)*
—ag+ nilg(n)z" + nilg(n)*(z”)*
= a0+ £ 22" + £ (@0n()"
= a0+ L [§()2" +(§(n) ()"
= F(z) eR )
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