Punktweise Konvergenz stiickweise glatter Funktionen
Vortrag zum Seminar zur Fourieranalysis, 23.10.2007

Margarete Tenhaak

Im letzten Vortrag wurde die Fourier-Reihe einer 27r-periodischen Funktion defi-
niert. Fourier behauptete, dass die Fourier-Reihe einer periodischen Funktion f im-
mer gegen die Funktion f konvergiert. Doch diese Behauptung ist keineswegs offen-
sichtlich und rief damals groflen Unglauben hervor. In diesem Vortrag wollen wir
zeigen, dass Fouriers Vermutung richtig ist, wenn wir einige sinnvolle Bedingungen
an die Funktion f stellen.

§1 Vorbereitungen

Im folgenden Abschnitt werden einige grundlegende Definitionen eingefiihrt.

(1.1) Definition (stiickweise stetig)
Sei —c0 < a < b < co. Eine Funktion f heifst stiickweise stetig auf dem abgeschlosse-
nen Intervall [a, b], falls gilt:

a) f ist stetig auf [a, b] aufler in endlich vielen Punkten x7, ..., xi.

b) In jedem dieser Punkte xj, ..., x; existiert der rechtsseitige und der linksseitige
Grenzwert von f.

flaj=) = lim f(xj—h)und f(x;+) = lim f(x;+h)
(Die Existenz der Grenzwerte f(xj4) bedeutet, dass sie einen endlichen Wert
haben. +oo ist also fiir die Grenzwerte nicht erlaubt.)

Die Menge der stiickweise stetigen Funktionen auf [a,b] wird mit PC(a,b) bezeich-
net. o

Der Begriff aus (1.1) fithrt uns zu einer weiteren Definition:

(1.2) Definition (stiickweise glatt)
Wir nennen eine Funktion f stiickweise glatt auf [a,b] wenn f und die erste Ableitung
f' von f beide stiickweise stetig auf [a, ] sind, d.h. genau dann wenn

a) f € PC(a,b);
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b) f’existiert und ist stetig auf (a,b) auBler in endlich vielen Punkten x1, ..., Xk, worin
alle Punkte enthalten sind in denen f unstetig ist; auflerdem existieren die einsei-
tigen Grenzwerte f'(x;—) und f(x;+), insbesondere existieren also auch f’(a+)
und f'(b—).

Die Menge der stiickweise glatten Funktionen bezeichnen wir mit PS(a,b). ©
Anschaulich ausgedriickt, ist der Graph einer stiickweise glatten Funktion eine glat-

te Kurve mit nur endlich vielen Sprungstellen (Unstetigkeitsstellen von f) und nur
endlich vielen Ecken (an denen f’ unstetig ist).

Die folgende Abbildung zeigt eine stiickweise glatte Funktion (oben) und eine Funk-
tion, die nicht stiickweise glatt ist (unten):
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stiickweise glatte Funktion
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nicht stiickweise glatte Funktion

Nun kommen wir zur letzten Definition:

(1.3) Definition

Eine Funktion, die auf ganz R definiert ist, heift stiickweise stetig bzw. stiickweise
Qlatt auf R, falls dies fiir jedes abgeschlossene Intervall [a,b] gilt. Die Menge der
stiickweise stetigen bzw. glatten Funktionen auf R bezeichnen wir mit PC(R) bzw.
PS(R). o

Dies bedeutet, dass f und f’ auf ganz R unendlich viele Unstetigkeitsstellen haben
konnen, aber nur endlich viele in jedem abgeschlossenen Intervall.
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§2 Konvergenz-Theorem

Wir kehren nun zuriick zur Betrachtung der Fourier-Reihe einer 27r-periodischen
Funktion f(t). Im letzten Vortrag wurde die Fourier-Reihe von f wie folgt definiert:

gk

Ao+ ) (Aycos(rt) + B, sin(rt)) Z f(r)e' (1)

1 r=

N —

r

wobei gilt

Ar:%/f(t)cos(rt)dt und Br:%/f(t)sin(rt)dt

>

7T

_ i —irt

= / dt. @)
—7T

Wie bereits bekannt, ist die Summe jeder unendlichen Reihe definiert als der Grenz-
wert ihrer Partialsummen. Wir bezeichnen die N-te Partialsumme der Fourier-Reihe
von f mit Sy(f,t) und wollen zeigen, dass Sy(f,t) fir N — oo gegen die Funktion
f konvergiert. Es ist also

N
Sn(f,t) = —A0+ Z (A; cos(rt) + By sin(rt)) Z r)ert. 3)
Einsetzen von (2) liefert
N 21 ) )
Sn(fih) = L (g7 [ flx)e"dx) e
VI
= % y ff(x)e”(t_x)dx
N
= % y ff(x)e”(x_t)dx
r=—N-—7
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Die letzte Umformung erhilt man durch Ersetzen von r durch -r. Die Summe wird
dabei nicht verdandert, weil » von —N bis N summiert wird. Jetzt wollen wird noch
s := x — t substituieren und verwenden das Lemma tiber periodische Funktionen
aus dem letzten Vortrag

N T+t

SN(f, t) = % r_z_:N f f(f + s)ei?Sds
1 7N 77§[+t irs
= Erzszfj;r f(t+s)eds .

Zur besseren Ubersicht fithren wir die Bezeichnung

Dn(s) == Y €™ (4)

ein. Man nennt Dy (s) den N-ten Dirichlet Kern. Mit dieser Bezeichnung lasst sich die
N-te Partialsumme also darstellen als

7T

Sn(f,t) = [ Flt+5)Dx(s)ds (5)

—TT

Im Folgenden wollen wir die Eigenschaften des Dirichlet Kern genauer betrachten
und driicken ihn dazu zunéichst einfacher aus.

_ LN is aNsy _ L iNs S irs
DN(S)_Zne (1+e*+..+e )_27'(6 rgl)e
Offentlich lasst er sich als endliche geometrische Reihe ausdriicken.

Weil YK _jx" = (X1 —1)/(x — 1) fiir alle x # 1, erhalten wir fiir s # 0

P2N+1)s _ 1 1 ei(N+1)s _ ,—iNs

1 i
S T T ©
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Erweitern von Zihler und Nenner mit e 5/2 fiihrt zur einer anschaulichen Darstel-
lung

Duts) = 1P (N +1)s| —exp [<i(N+1)s| 1 gin(N+1)s o
S) = — = =
N 2r exp(ids) — exp(—ils) 27 sinis

Der Graph des Nten Dirichlet Kerns ist also eine schnell oszillierende Welle y; =
sin((N + 3)s). Durch den Faktor y, = +5- sin™!(}s) wird die Amplitude der Schwin-

gung eingegrenzt. Die folgende Abbildung zeigt den Dirichlet Kern und seine Ein-
hiillende =51 csc 1s fiir verschiedene N auf dem Intervall —7r < s < 7.

Dirichlet Kern Ds(s) und Einhiillende + - sin~!(1s)
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Dirichlet Kern Dj5(s) und Einhiillende jzz sin~1(1s)

1
|
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Dirichlet Kern Dys(s) und Einhiillende +5- sin~!(3s)

N—oo

Aus diesem Graph lésst sich bereits eine Idee fiir den Beweis, dass Sy (f,t) — f(t)
ablesen: In der Integralform (5) von Sy (f, t) wird durch die scharfe Spitze von Dy (s)
bei s = 0 der Wert von f(t) herausgegriffen. Die schnelle Oszillation von Dy (s) fiir
s # 0 eliminiert den Rest des Integrals, weil sich der negative und der positive Anteil
gegenseitig aufheben.

Bevor wir nun zum eigentlichen Beweis kommen, brauchen wir noch eine Eigen-
schaft von Dy.

(2.1) Lemma
Fiir jedes N € IN gilt
0 T 1
/ Dy (£)dt = /DN(t)dt =5
-7 0
Beweis
Nach (4) gilt
N
Dy(t) = = ¥ e
r=—N
— %—i‘% 21%(ezrt+e—zrt)
r=
11
= 5-+ -~ L cos(rt)
r=1

Damit ist also

T 7T

t 1 & sin(rt) 1
D - - — —_— = — .

/ n(t)dt [27r * n; r 2

0 = 0
Und natiirlich ebenso fiir das Integral von —7t bis 0. O

Nun kommen wir schliefllich zum wesentlichen Konvergenz-Theorem. Es besagt,
dass die Fourier-Reihe einer Funktion f € PS(R) punktweise gegen f konvergiert,
wenn wir f an den Unstetigkeitsstellen als Mittelwert des rechtsseitigen und links-
seitigen Grenzwertes definieren.
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(2.2) Satz (Konvergenz-Theorem)
Ist f eine 27r-periodische Funktion und stiickweise glatt auf R und Sy (f) ist wie in
(5 definiert, dann ist

lim Sy(f,t) = 5 [f(t=) + f(t+)]

N—o0

fiir jedes t. Insbesondere ist also

Aim Sn(f.t) = f(t) °
tir jedes t in dem f stetig ist.
Beweis
Aus Lemma 2.1 wissen wir
1 / 1 i
Sf(t=) = f(t=) [ Dx(s)ds und S f(t+) = f(t+) [ D(s)ds -
—7T 0
Einsetzen der obigen Gleichungen und (5) liefert
SN(f, 1) — 5 LF(t=) + f(t+)] ®
T 0 T
- /f(t +5)Dn(s)ds — f(t—) / D, (s)ds —f(t+)/DN(s)ds
“n -7 0
0 T
— [ f(t+5) = f(t=)]Dnls)ds + [ [f(t+5) = f(t+)] Dx(s)ds .
n 0

Wir wollen nun zeigen, dass dieser Ausdruck fiir jedes feste ¢ gegen Null konver-
giert, falls N — oo. Dazu setzen wir (6) fiir Dy(s) ein und erhalten
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SN (f,£) — 5 [F(t) = F(t+)]
= o [ )N = Ny, ©)
o [

wobei die Funktion g(s) definiert ist als

f(t+s) = f(t+)

ets — 1

flt+s) = f(t=)

els —1

fir —m<s <0, fur0O<s <.

Die Funktion g verhitl sich gutartig auf [4, b] und ist genauso glatt wie die Funktion
f, aufler in der Nahe von s = 0 (wo der Nenner ¢ — 1 verschwindet). Wir wenden
nun 'Hospital auf s = 0 an

_ I / /
lim g(s) = lim f(t+s) f(t+) I im / (H—S) _/ (t+)
s—0+ s—0+ e’ —1 s—0+ 1€’ 1

Analog folgt, dass g(s) sich dem endlichen Grenzwert f’(t—)/i ndhert, wenn s von
links gegen Null luft. Daher ist g also auf [—, 7| stickweise stetig. Nach dem Ko-
rollar zur Besselschen Ungleichung lduft dann der Fourier Koeffizient

7T

§r) = 5 [ gls)e ds

—7T

fiir r — too gegen Null. Da der Ausdruck (9) nichts anderes ist als §(—(N +1)) —
¢(N), verschwindet er fiir N — oo; damit konvergiert also auch (8) gegen Null fiir
N — oo und es folgt die Behauptung.

Betrachten wir nun einige Beispiel aus dem letzten Vortrag.

10
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(2.3) Beispiel
Zunichst hatten wir die Dreiecksschwingung

f(t) = |t fir —w<t<m

betrachtet.

05N,
S
/041 \
Vs B

NSNS

\\/ \_//

: D : 7

Dreiecksschwingung o

Die Fourier-Reihe von f wurde berechnet zu

T 4 & cos((2r —1)t)
E_Erz (2r—1)2 -

=1

Durch Betrachtung der Graphen der Partialsummen dieser Reihe konnten wir ver-
muten, dass die Fourierreihe von f gegen f konvergiert. Da f tiberall stetig und
stiickweise glatt ist, 1463t sich das Konvergenz-Theorem anwenden. Somit bestatigt
sich also unsere Vermutung

w4 & cos((2r—1)t)
- — — = [t| fur — t < .
5 ”g 2 1) t| fir —m<t<m

Setzt man t = 0 ein, so erhalten wir damit den Grenzwert der Reihe

11



Punktweise Konvergenz stiickweise glatter Funktionen = §2 Konvergenz-Theorem

i;—1+1+l+l+ -
= (2r —1)2 925" 49 8

(2.4) Beispiel
Weiter war die Sdgezahnfunktion g definiert durch

gty=t fuir —w<t<m .

Sagezahnfunktion o

Und die Fourier-Reihe von g lautet

o (_1)r+1

sin(rt) .

r=1 r
g ist sttickweise glatt und stetig aufler an den Stellen t = k7t fiir ungerade k. Die ein-
seitigen Grenzwerte von g an diesen Stellen sind g(km—) = 7 und g(kn+) = —m,
also 1 [g(kt—) + g(km+)] = 0. Damit konvergiert die Fourier-Reihe also an allen

Punkten gegen g aufSer bei t = k7t fiir ungerade k. Dort konvergiert sie gegen Null.
Es ist also

)r—l—l

- to.
Z smrt)—ifur —n<t< .

}’:

12
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Setzt man nun t = 7 ein und verwendet, dass sin(%”) alternierend 1 und —1 ist,

falls k ungerade, und 0 ist, falls k gerade, so folgt

= (=) 1 T
H)=1—=+-—= = —.
r; . sin(rt) stz 1
(2.5) Beispiel
Beh:
e
~n2 6
Beweis

Wir betrachten die Funktion

f(ty=1t fir —w<t<m

und berechnen die zugehorige Fourier-Reihe. Fiir n = 0 erhalten wir fiir den kon-
stanten Term

'\'v
—
o
N—
I
N
.:1|H
[
S
-
N
_
—

Die Fourier-Koeffizienten fiir n # 0 ergeben sich zu

13
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n .
= [ tre Mgt
—TT

T

'S’IH

71ntt2 2t8 int zefint
in3

—7T

mn 2 —inm Zinn_‘_zfinn Zein”—2€7i"ﬂ
+ n? in3

S’IH

= —sm nr) —1—42 cos(nrm) — msin(nﬂ)
—_——
=0
22 cos(nr)
201y

Damit lautet die Fourier-Reihe von f

n=—oo

L flmert = ¥ F(-1yen

= Y %(_1)11 [eint_l_e—int} +¢o
n=1 —
=2 cos(nt)

= Y %(—1)”(:08(111‘) +%2

n=1

Da die Funktion f stetig ist, folgt aus dem Konvergenz-Theorem

(—1)" cos(nt) +%:f(t) -

14

§2 Konvergenz-Theorem
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Einsetzen von t = 7 liefert die Behauptung

o 2
& ¥ &H(-1)cos(nm) +7% = n?
n=1
v o4 )y o )
< X nz( ) 3 = T
n=1 ]
= 4 2 2
S Lot = 7
n=1
< 1 2
s )Y -7 = L
n=1

Aus dem Konvergenz-Theorem ldsst sich eine einfache Identidtsaussage fiir stiick-
weise glatte Funktionen herleiten.

(2.6) Korollar
Sind f und g 27r-periodische und stiickweise glatte Funktionen und f und g haben
die gleichen Fourier-Koeffizienten, dann gilt f = g.

Beweis
f und g sind beide die Summe der gleichen Fourier-Reihe. O
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