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Punktweise Konvergenz von Fourierreihen
Vortrag zum Seminar zur Fourieranalysis, 08.01.2008

Simone Steinmetzer

Das Ziel dieses Vortrages ist die Betrachtung der punktweisen Konvergenz von Fou-
rierreihen, sowohl fiir stetige, als auch fiir nicht stetige Funktionen.

Wir wollen Konvergenzkriterien fiir Fourierreihen entwickeln, die zu einer grofieren
Klasse von Funktionen gehoren, als die bisher betrachteten.

Zu diesem Zweck werden wir zunédchst eine neue Summe einfiihren, mit deren Hil-
fe wir ein neues Konvergenzkriterium fiir die Fouriersummen stetiger Funktionen
erarbeiten konnen.

AnschliefSend werden wir uns mir dem Konvergenzverhalten an den Sprungstellen
nicht stetiger Funktionen befassen. Dazu werden wir die Sdgezahnfunktion betrach-
ten.

§1 Die De La Vallée Poussin-Summe

In diesem Kapitel werden Kriterien fiir die Konvergenz von Fourierreihen erarbeitet.
Wir beginnen damit eine neue Summe einzufiihren, die zwischen der Fouriersumme
Su(f,t) und der Fejérsumme o, (f,t) angesiedelt werden kann.

Diese Summe wurde erstmals von einem belgischen Mathematiker namens Charles-
Jean Gustave Nicolas de La Vallée Poussin (1866-1962) eingefiihrt.

— Erinnerung —

Wir wollen zunéchst noch einmal an die Definitionen der Fouriersumme S, (f,t) und
der Fejérsumme o, (f,t), die aus den vorherigen Vortrdgen bereits bekannt sind, er-
innern.

(1.1) Bemerkung
Im Folgenden sei der Torus T stets identifiziert mit der , Kreislinie”
T=R/2nZ = {r+2rk;k € Z,0 <r < 27}. o

(1.2) Bemerkung
a) Essei f : T — C Riemann-integrierbar. Dann ist die Fouriersumme

Su(f,t) = Y F(r)explirt)

r=—n
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b)

mit den Fourierkoeffizienten

7T

fr) = 5= [ Ftyexpl(—irtyas

—7T

die n-te Partialsumme der Fourierreihe von f an der Stelle t € T.

Die Fejérsumme oy, (f, t) ist definiert durch das Cesaro-Mittel:
1 n
In =0 +1 ];) 5

wobei die s;, 1 < j < n die Folgeglieder einer Folge (Sn)n>0 mit s, € C fiir alle
n € Ny sind.
Mit dem Fejér-Kern

“on+1-—1|r
Ku() = ) —n+1| |

r=—n

exp (irt)

und Teil a) ergibt sich die Fejérsumme als Mittelwert der Partialsummen S;(f,t),
j=0...m

1

n-i—l].

)= g B0 = 1 ) explin).

n+1

r=—n o

— Die De La Vallée Poussin-Summe —

Die vorangegangene Bemerkung fiihrt auf folgende neue

(1.3) Definition (De La Vallée Poussin-Summe)
Wir definieren die Summe nach de La Vallée Poussin durch

wobei m > n > 0 gilt und f Riemann-integrierbar ist.

Gum(f 1) = - (4 V(£ £) = (n+ Dol £, 1))

m
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(1.4) Bemerkung
Durch Einsetzen der Fejérsummen o, (f, t) und oy, (f, t) erhdlt man:

i) = ﬁ((mﬂwm(f,t)—<n+1>an<f,t>>
agh 1 <(m +1) _fm ML) explin
—<n+1>r_i_n%‘1‘r'f<r>exp<irt>>
S ( 3 1= IDfr) explir) = 3 (1 1= () exp(z'rt>>
= = <Z<m 1= ) explirt) + 3 (m 1= )f(r) explint)
+i+ n4 1 Dfr)epirt) + 1~ 1= () exp(irt>>
= = (Zw F1= D) epirt) + 3 m 1 A expli)

+ i (m+1—1r|—n—1+ |r|)f(r) exp(irt))

r=—n

—n—1 m
= . ( Y. (m+1—|r])f(r)exp(irt) + ) (m+1—]|r|)f(r)exp(irt)

m-—n r=—m r=n-+1

+ i (m — n)f(r) exp(irt))

12a) Erm1—r] : i +1—|r| ; :
n2 )3 anMf(”) exp(irt) + Su(f, ) + ) anMf(r) exp(irt).
r=-—m r=n+1
o

Die Definition der De La Vallée Poussin-Summe ldsst sich anhand des folgenden
Bildes verdeutlichen:
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Abbildung 1: Die De La Vallée Poussin-Summe.

— Konvergenzeigenschaften —

Die De La Vallée Poussin-Summe nutzt die guten Konvergenzeigenschaften der Fe-
jérsumme:

(1.5) Lemma (Konvergenzeigenschaften der De La Vallée Poussin-Summe)

a) Sei f : T — C Riemann-integrierbar und stetig in t, dann gilt fiir jede feste ganze
Zahl k :

n—oo

Ukn,(k+1)n(f/ t) - f(t)
b) Ist f stetig auf T, so gilt

n—odo

Ukn,(k—i—l)n(fl ) - f/ gleiChméBig'

Wir erinnern uns an den Satz von Fejér, der fiir den Beweis von Nutzen ist:



Punktweise Konvergenz von Fourierreihen  §1 Die De La Vallée Poussin-Summe

(1.6) Satz (Fejér)
a) Sei f : T — C Riemann-integrierbar und stetig in t, dann folgt fiir die Fejérsum-

me: I
on(f,t) — f(b).
b) Ist f stetig auf T, so gilt

n—oo

on(f,) — f, gleichmiBig.

([1], Part 1.2, Theorem (2.3)). o
Nun zum

Beweis (von Lemma 1.5)

a)
(1.3) 1
Okn, (ks 1y (fr 1) = (kD —kn ((k+1)n+1)ogg)n(f, 1) — (kn‘|’1)‘7kn(frt)]
= Lt Do () - (kn+1>akn<f,t>]
1 1
= o D)) ) gl
\\\’0’ (1. >>“\f<>1 \\’0’ (16)a) \f(1)
=k 1)f(8) —kf (1) = f(1).
b)
(1.3) 1
Oen, (ks 1y (f7 ) = F )n —kn ((k+1)”+1)‘7(k+1)n(fr')—(k”+1)<7kn(fz’)]

| G4+ 1)y () — R+ Do, ->]

Dn| (1 ) Gl ) ) dlf)

| S— -4
X0 @ebging XY as)ginf

n—)OO

— (k+1)f —kf = f, gleichmiBig.
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Zu*:

An diesen Stellen ist es von Bedeutung, dass die Funktion f nach Voraussetzung

Riemann-integrierbar und damit beschrankt (Teil a)) bzw. gleichméaflig beschrankt

(Teil b)) ist. Deshalb kann, anschaulich gesprochen, ein Grenzwert von ,,0 - co” nicht
n—00 n—oo

auftreten und es gilt —O'k_H (f,t) =50 f(t) bzw. Lo, (f,t) =5 0-f(t),
tiir Teil a) und Entsprechendes analog fiir Teil b). O

Zur Vorbereitung des neuen Konvergenzkriteriums bendtigen wir ein weiteres Lem-
ma, doch vorweg eine kurze

(1.7) Bemerkung
Die Aussage f(r) = O(|r| 1) bedeutet:
Es existiert eine Konstante A, so dass |f(r)| < Alr|~! fir r # 0. o

(1.8) Lemma
Sei f : T — C Riemann-integrierbar und f(r) = O(|r|™1), also |f(r)| < Alr|™! fur
r # 0, dann gilt:

1k, (k1) (f, 1) = Sm(f, )| < 24K

furallet € T und kn < m < (k+ 1)n (k,m,n positive ganze Zahlen, A eine Konstan-
te). o

Dies bedeutet:

Ist |f(r)| fir kn < |r| < (k+ 1)n nicht zu grof, so unterscheidet sich die De La
Vallée Poussin-Summe 0y, (1), (f, t) nicht sehr von der Fouriersumme S, (f, ), falls
kn < m < (k+1)n. Die Korrekthelt dieser Aussage ist jedoch abhdngig von der
Grof3e von k.
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Beweis

|Oen, (k+1)n (f,t) = Sm(f 1)

) | U kD41, L M P |
N r—_(;ﬂ)n (k+1)n —kn f(r)exp(zrt)—kr_gﬂ (k+1)n —kn f(r) exp(irt)

+Skn(f 1) = Sm(f,8)

(k+1)n

—kn—1 . . - .
(12)a) Y. kntntl |r|f(r) exp(irt) + ) kntntl Mf(r) exp (irt)
—(k+1)n n r=kn-+1 n
kn
+ Y f(r)exp(irt) Z f(r)exp(irt)
r=—kn r=—m
—kn—1 i R (k+1)n . .
knm Y kntnt+1- | f(r)exp(irt) + ) kntnt1-r f(r)exp(irt)
=—(k+1)n~ Il, 4 r=kn-+1- Il,
€(0,1]fiir alle r €(0,1]fiir alle r
kn+1 m .
— Z f(r)exp(irt) — Z f(r)exp(irt) '
I=—m | t:kn+1 ,
" e Feexplir) "R £ expinn
—kn—1 R (k+1)n .
< Y. 1-f(r)exp(irt)+ Y. 1-f(r)exp(irt)
=—(k+1)n r=kn+1
A-Ugl. —kn—1 (k+1)n
< Y. fmexp(irt)| + Y |f(r)exp(irt)
=—(k+1)n r= kn+1

= Y If(n] (dalexp(irt)| =1)

kn<|r|<(k+1)n

(k+1)n .
<2 Y Ar' (n.Vor,da|f(r)| < Alr| ")
r=kn+1
<2[(k+1)n—(kn+1)+1] Aﬁ (da % fur die untere Grenze am Grofiten wird)
=n
< 2Ani (jeder Summand gegen untere Grenze abgeschitzt und L < 1
- kn Y 88 & kn+1 — kn
=2Ak™ L.
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Aus Lemma (1.5) und Lemma (1.8) erhalten wir nun unser neues Konvergenzkrite-
rium fiir die Fouriersumme:

(1.9) Satz (Konvergenzkriterium)
Sei f : T — C Riemann-integrierbar und f(r) = O(%) fiir r — oo, dann gilt:

a) Ist f stetig in t, so folgt

Su(f,1) = f(b).
b) Ist f stetig auf T, so folgt
Su(f,) =5 f, gleichmifRig. o

Beweis

a) Wir wollen Lemma (1.5)a) und Lemma (1.8) verwenden.
Dazu wihlen wir zu einem gegebenen € > 0 eine (ganze) Zahl k,
so dass k > 1+ 4Ae~! erfiillt ist und

A1 +1<k=4d4Ae <k dAkl <e o 24k < g

gilt.
Nach Lemma (1.5)a) konnen wir nun ein ng > k finden, so dass

€
|Ukn (k+1)n (f t) f(t)' < E fur alle n > nop.

Dies ist gerade die Definition der punktweisen Konvergenz (vgl. 4], Kapitel VIII,
§1, Definition (1.1)).
Um Lemma (1.8) verwenden zu kénnen nehmen wir m > kng an, so dass

(k+1)n>m>kn firein n>ng

gilt. Damit erhalten wir:

Su(fot) = f(O)] = [Su(frt) + Okn, (kr1)n (fr ) = Ooen, k1) (f£ £) — £ ()]
A-Ugl.

< O gern (o) = FO]+[Sm(f 1) = O ei)n(f/ )]
(1-5)Va) (1.8)V
<5 < 2Ak1

€ -1 .
< 5 + 2Ak (nach Konstruktion)
<
< €

Somit folgt S, (f,t) "—> f(t), also die punktweise Konvergenz.
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b) Da f stetig auf ganz T ist, gilt der obige Beweis fiir alle t € T, das heifst t ist
unabhéngig von Epsilon und der Beweis kann analog zu a) gefiihrt werden:
Wir verwenden Lemma (1.5)b) und Lemma (1.8).
Dazu wihlen wir wieder zu einem gegebenen € > 0 eine (ganze) Zahl k,
so dass k > 1+ 4Ae ! erfiillt ist.
Nach Lemma (1.5)b) konnen wir nun ein ny > k finden, so dass

6 e
|Ten, (k1) (/) — 1 < 5 fiir alle n > ny.

Dies ist gerade die Definition der gleichméfigen Konvergenz (vgl. [4], Kapitel
VIII, §1, Definition (1.1)).
Um Lemma (1.8) verwenden zu kénnen nehmen wir m > kng an, so dass

(k+1)n>m>kn firein n>ng

gilt. Damit erhalten wir:

Su(f-) = f1 = 1Su(fr) + Ten (k)0 (F ) = hen, (1) () — £
A-Ugl.
< lakn,(k+1)n(f/ ) - fl +\|Sm (f/ ) - Ukn,(k—l—l)n(f/ )l

N~ ~~

(15)b) (18)
<5 < 2Ak-1
< g + @£ i (nach Konstruktion)
<3
< €.
Somit folgt S, (f,-) ™ f, also die gleichméBige Konvergenz. O

Nun haben wir ein Konvergenzkriterium erarbeitet, das als Voraussetzung fiir die
Konvergenz der Fouriersumme neben der Stetigkeit nur die Riemann-integrierbarkeit
von f und die Beschranktheit der Fourierkoeffizienten benétigt. Die Absolutreihe
der Fourierkoeffizienten muss nicht konvergieren (vgl.[6], Satz (2.1) oder [1], Part
1.9, Theorem (9.1)).

Mit Hilfe unseres neuen Konvergenzkriteriums, Satz (1.9), konnen wir nun einen
weiteren, verbesserten Beweis fiir folgenden Satz geben:

11
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(1.10) Satz
Sei f : T — C stetig auf ganz T und f habe an allen, bis auf endlich vielen Stellen
eine stetige, beschrdankte Ableitung.

Dann folgt:
Su(f,) =5 f, gleichmiRig
(vgl. [1], Part 1.9, Theorem (9.6) oder auch [6], Satz (2.6)). o

Fiir den Beweis dieses Satzes bendtigen wir folgendes

(1.11) Lemma

Sei f : T — C (n — 1)-mal stetig differenzierbar und sei f (n=1) differenzierbar mit
einer stetigen Ableitung an allen, bis auf endlich vielen Stellen xy,x3...x,. Dann
gilt:

Falls |f"(t)| < M fiir alle t # x1,x3 ... Xy, so folgt fir alle r # 0:

f(r)] < Mr|"
(vgl. [1], Part 1.9, Lemma (9.5) oder auch [6], Lemma (2.5)). o

Nun zum

Beweis (von Satz 1.10)

Da f an allen, bis auf endlich vielen Stellen eine stetige, beschriankte Ableitung hat,
sind die Voraussetzungen von Lemma (1.11) schon erfiillt.

Aus |f(r)| < M|r|~" mit einer Konstanten M und 1 = 1 folgert man

f(r) = O(|r|™1) (nach Bemerkung (1.7)).

Also folgt die Behauptung sofort aus Satz (1.9). [

Im néchsten Kapitel ist weiterhin folgender Satz von Nutzen:

(1.12) Satz (Punktweise Konvergenz der Fouriersumme)

Sei f : T — C stetig und habe an allen, bis auf endlich vielen Stellen eine stetige,
beschrénkte Ableitung.

Dann existiert lim;—,y— f(¢) und lim;_, f(¢) fir alle x € T und

Su(f ) — iz ) limie /()

Ist f stetig in X, so erhalten wir:

Sm(f ) == f(x). o

12
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§2 Das Gibbs-Wilbraham-Phinomen

In diesem Kapitel wird das Gibbs-Wilbraham-Phdnomen behandelt.

— Exkurs: Das Michelson-Interferometer —

Albert Abraham Michelson (1852-1931) entwickelte um 1883 das Michelson-Interfero-
meter, welches eine Weiterentwicklung von Maschinen war, die aus Fourierreihen
periodische Funktionen und umgekehrt aus periodischen Funktionen Fourierreihen
programmieren konnten.

Michelson testete sein Interferometer, indem er die ersten 80 Fourierkoeffizienten
der Sdgezahnfunktion i (h(x) = x [x # 7|, h(m) = 0) eingab (vgl. Definition (2.2)
und Abbildung 6). Zu seiner Uberraschung konstruierte die Maschine keine exakte
Sagezahnfunktion. Statt dessen waren nahe jeder Unstetigkeitsstelle der Funktion
Sy (h,-) sogenannte Uberschwinger zu sehen, wie sie in Abbildung 2 und Abbildung
3 dargestellt sind.

<- Uberschwinger

<~ Uberschwinger

Abbildung 2: Partielle Fouriersumme y = S, (h, t) der Sdgezahnfunktion.

13
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'
—
1

[
[

e SN T gy
I

Abbildung 3: Partielle Fouriersumme y = S, (I, t) der Sigezahnfunktion und (exak-
te) Sdgezahnfunktion.

Der Ausschluss mechanischer Defekte und Berechnung von Hand bestagtigten die-
ses Phanomen (vgl. Abbildung 4).

Fine Vergroflerung der Variable n bewirkte eine Bewegung der Uberschwinger zu
den Unstetigkeitsstellen hin, ihre (absolute) Hohe (17 oder 18 % tiber dem korrekten
Absolutwert) blieb jedoch erhalten.

Wie konnen wir diese Beobachtungen nun mit Satz (1.12) vereinbaren?

Diese Frage beantwortet uns das Gibbs-Phdnomen, benannt nach dem amerikani-
schen Physiker Josiah Willard Gibbs und dem englischen Mathematiker Wilbraham.
Als Gibbs-Phanomen oder ,Ringing” wird das fiir Fourierreihen typische Verhalten
in der Umgebung von Sprungstellen bezeichnet (vgl. [5]).

Entwickelt man eine Fourierreihe aus einer unstetigen Funktion, so ergeben sich an
den Unstetigkeitsstellen sogenannte Uber- (und Unterschwinger), deren Hoéhe sich
auch dann nicht verringert, wenn man versucht die Funktion noch besser zu appro-
ximieren, d.h. die Variable n zu erhéhen (vgl. Anhang A).

Der Grund dafiir ist, dass die Fouriersumme S, an den Unstetigkeitsstellen nicht

14
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mehr gleichméfiig, sondern nur noch punktweise konvergiert (vgl. Satz (1.12)).
Gibbs machte deshalb darauf aufmerksam, dass der Grenzwertbegriff Missverstand-
nisse bergen konnte.

Seiner Meinung nach lag die Schwierigkeit darin, den ,Grenzwert der Graphen”
und den , Graph des Grenzwertes” einer partiellen Fouriersumme zu unterscheiden
(vgl. Beispiel (2.1) und Abbildung 5).

Gibbs stellte also fest, dass anschaulich gesprochen die punktweise Konvergenz, z.B.
von S, (h,t) — h(t), nicht bedeutet, dass der Graph der Funktion S,, dem Graphen
des Grenzwertes 1 dhnlicher wird fiir wachsendes n, obwohl die Uberschwinger sich
dann den Unstetigkeitsstellen ndhern, also die Approximation der gegebenen Funk-
tion verbessert wird.

(Im Gegensatz dazu bedeutet gleichmiflige Konvergenz sehr wohl, dass z.B. fiir
gn — § der Graph von g, dem Graphen von g immer dhnlicher wird fiir wachsen-
des n.)

y=35,(1)

S
SRR <

Fig. 17.3. The Gibbs phenomenon.

Abbildung 4: Das Gibbs-Wilbraham-Phédnomen fiir eine beliebige, stiickweise defi-
nierte bzw. stiickweise stetige Funktion.

15
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Dazu ein

(2.1) Beispiel (The witch’s hats’)
Es sei die Funktion f, definiert durch

fulx) = n?(1—nlx —n71|) fir0<x<2n,ncN,
0 sonst. o
16 n
141 ) _
1 y=f_n(x) fur verschiedene Werte von n
121

12 14 16 18 2

Abbildung 5: The witch’s hats” (Hexenhiite).

16
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Dann konvergiert f, punktweise gegen 0 (,,Grenzwert der Graphen”), aber der Graph
von f, ist nicht die Gerade 0 (,,Graph des Grenzwertes”), wie Abbildung 5 zeigt.

— Das Gibbs-Wilbraham-Phinomen —

Im Folgenden werden wir uns darauf beschrianken, die Existenz des Gibbs-Wilbraham-
Phédnomens zu demonstrieren.

Wir wollen zunédchst die im letzten Abschnitt bereits erwdhnte Sagezahnfunktion
einfiihren.

(2.2) Definition (Die Sdgezahnfunktion)
Die Sagezahnfunktion wird definiert durch & : T — C mit

hix):=x fir —nm<x<m,

h(m) := 0.

Die 3 Y
Sdgezahnfunktion

y=h(x)

Abbildung 6: Die Sdgezahnfunktion (exakt).

17
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§2 Das Gibbs-Wilbraham-Phdnomen

(2.3) Satz

Sei h die Sdgezahnfunktion aus Definition (2.2), dann gilt:

Su(h, 7T — %) S An und

Sp(h, —m+ %) — —Am  fiirn — co, wobei

A=

Beweis

92}

in(x)

SN

dx >1,17.
X

Bereits im ersten Vortrag haben wir gesehen, dass

Su(h,x) = Z(—l)”l%sin(rx) (fir alle x) gilt

(vgl. [2],Ch.2,Table 1,5.26).

Damit erhilt man:

7T

r

> (-1 2 sin(r(x — )

n

i
[y

(—1)r+1§sin(rn—r%))

‘
\l":l
—_

‘
I S
—_

1=
—
—_
~—
N
~
+
I
»
=
=
—~
~
~—

<
Il
—_

7=
<IN
97]
-
]
—~
=~
|
~—

<
Il
—_

N
1=
B!
SR
3=
9]
&
=3
~

2
|

—
X
0
=A

7.[ . .
OQ2/ Smxdx = ﬂ%/_smxdx = ATt.
/ X 7T

1)

()

3)
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Analog folgert man:

S+ 5) = Y1 2 singr -+ T
- i(—l)’“%sin(r——rﬂ))

I
7=
—
—_
~—
-
+
—_
I N
—
|
»
=
]
—~
=~
3

|
-

I
~—
N

(4)

‘
I

(5)

Il
|
- —_
III“’ 2
—_
—~
|
—_
S—
<
+ =
—_
| N
—~
|
—
N—
<
+
R
[}
L.
]
—~
h
N—

r=1
n
2
= — Y Zsin(r D)
r=1 r n
Ll n rm
= 2V I Zgin(=
r; n <r71 sin( n )> ©)
7.[ . 2 7T .
noop —2/ S gy = —n—/%dx — _An. @)
X T X
0 0 _
=A
Zu (4):
Da der Sinus eine ungerade Funktion ist, gilt: sin(—x) = — sin(x) fiir alle x € R.
Zu (1) und (5):
Nach den Additionstheoremen fiir sin gilt:
sin(rm — rz) = sin(rm) cos(rz) — cos(rm) sin(rz)
n —— n —— n

=0 =(-1y

Zu (2) und (6):
Erweiterung fiir die Anwendung Riemannscher Treppenfunktionen.
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Zu (3) und (7):

Die Konvergenz erhilt man aus der Approximation des Integrals durch Treppen-
funktionen zusammen mit den Eigenschaften, dass % wohldefiniert, beschrankt
und stetig auf [0, 77] ist, denn man kann S¥ in x = 0 stetig durch 1 ergénzen.

Dazu wihle als Approximation fiir das r-te Intervall die:

e untere Treppenfunktion: ¢ = (;Z)sin((r —1)%)

e obere Treppenfunktion: ¢ = (;-)sin(rZ)

auf den Intervallen [(r —1)%,r%], r =1,..,n,n € N.

Da f(x) := % auf [0, 7] stetig und damit Riemann-integrierbar ist, folgt mit der
Definition des Riemannintegrals ([4], Kapitel VII, §1, Definition (1.10)):

b b* b
[ fax = [ fxax = [ rax

Nach ([4], Kapitel VII, §1, Definition (1.4) und Definition (1.7)) erhélt man:

n

b b
/f(x)dx = inf{/gb(x)dx;f(x) < 9(x), pTreppenfunktion} < ) % (%) sin <r%>

r=1

r7t

T / " n T
/f(x)dx = sup{/cp(x)dx,'gb(x) < f(x), ¢Treppenfunktion} > ; " (—) sin ((r — 1);)

und somit die Gleichheit der beiden Treppenfunktionen.

Also folgt
n
ZZE<£sin — ) —>2/%dx und
n\rmr

n
—227—T isin(ﬂ — =2 %dx fur n — oo.
n
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Somit bleibt noch zu zeigen, dass

T

’ )
—/smxdx > 1,17,
s X

0
Es gilt nach Analysis I:
00 (2r+1)
sinx _ Lreo(—1) G _ D S R O SR A
x X = (2r+1)! 31 5 7t

Damit folgt:

o (—1) 22t n

"—EO 2r+1)(2r+1)
(—1) 2+
2r+ )2 +1)
(—1) 2+
2r+1)(2r £ 1)!
(_1)r7.[2r+1
(2r +1)2(2r)!

—
©
x‘:
=

N

|
O\:l
agk:
~— |

N
—
+ =
R
N— I\J
— N

!
0

I
e

!—O

ﬂ
I
o

I
¢

ﬁ
Il
o

I
¢

N
Il
o

Zu *:
Summation und Integration diirfen nach [4] Kapitel VIII, §2, Korollar (2.7) vertauscht
werden, denn es gilt:

Als Potenzreihe besitzt % den Konvergenzradius R = o > 0, denn nach

3] Kapitel TV, §4, Korollar (4.9) divergiert die Folge (v/7!),>1 bestimmt gegen
unendlich und damit auch die Folge ({/(2r +1)!),>1 > (V/r!),>1.

Mit dem Satz von Cauchy-Hadamard ([3] Kapitel IV, §4, Korollar (4.8)), angewandt

auf a, := %, erhdlt man daraus den Konvergenzradius R = co.

Somit konvergiert die Potenzreihe Eﬁio(—l)r(zf—i)! absolut gleichmédfig auf [0 —
1,0+ r] fiir jedes 0 < r < R nach [4], Kapitel VIII, §1, Satz (1.11).
Also diirfen Summation und Integration vertauscht werden.
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Es ergibt sich folgende Idee:

Man nimmt das oben berechnete Integral |, und zieht betragsmaflig die ersten n
Summanden ab. Dann setzt man den ersten Summanden ein und erhélt einen Wert,
der grofler ist als die verbleibende Summe. Nun kann gegen diesen Wert abgeschatzt
werden. Durch Einsetzen verschiedener Werte in die Abschédtzung erhdlt man das
gesuchte Ergebnis.

7T sinx

s
2 [sinx o (—1)
Z 22y -2y
no/ x r;O(Zr+1)2(2r)!
_ |2 v Y f 1>f
| & (2r+1)2(2 = (2r +1)2(2r)!
n Zr( 1)r 00 2r( 1)r n 7.[21'(_1)7'
= 2 —_— -y
r‘;) 2r +1)2 Z (2r +1)2(2r)! = (2r +1)2(2r)!
00 7.[21’( 1)r
= 2 A S/
r_;rl (2r +1)2(2r)!
1 27T2n+2

nach Einsetzen des ersten Summanden.

(2n+ 3)2(2n +2)!

Nun ist noch folgendes zu zeigen:

Behauptung:
an 7T2r+2
IR R O @)@t s e (2r 4 3)5(2r +2)
& - (2r+1)22r)! < (2r +3)%(2r +2)!
& - (2r +1)3(2r)! < (2r +3)2(2r +2)(2r +1)(2r)!
& o (2r+1) < (2r+3)*(2r +2)

Da m < 4istund 2r +1 < 2r 4 2 fiir alle r € N gilt, ist die Gleichung offensichtlich
erfiillt und die Behauptung richtig.
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Damit ist gezeigt, dass die absoluten Werte der Reihenglieder monoton fallend sind,
denn betragsmafiig ist fiir jedes Reihenglied sein Folgeglied kleiner.

Weiterhin alterniert die Folge der Reihenglieder.

Insgesamt bedeutet dies, dass betragsmafsig die Summe der folgenden Reihenglie-
der kleiner oder gleich dem ersten Reihenglied ist.

Die zu zeigende Ungleichung folgt also durch Einsetzen von r = n + 1.

Durch die Wahl von n = 4 in obiger Formel und Berechnung mit einem Taschen-
rechner erhilt man nun die gesuchte Ungleichung % fon Si%dx >1,17. O

Somit fanden Wilbraham und Gibbs heraus, dass die Fourierreihe der Sagezahn-
funktion nicht, wie man vermuten konnte, gegen —7 bzw. 71, sondern gegen — A7
bzw. Am konvergiert.

Die Zahl G := 1,1789... wird auch als Gibbs-Konstante bezeichnet. Sie gibt die
Hohe des Uberschwingers in einer Richtung an. Aus ihr lésst sich der prozentuale
Fehler von rund 18 % in der Sprunghohe berechnen (vgl [5]).
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§4 Anhang A

Es werden die Graphen der partiellen Fouriersumme y = S, (h, t) der Sigezahnfunk-
tion, fiir verschiedene Werte von n, im Vergleich zueinander dargestellt.

Wird die Variable n erhoht, so bewegen sich die Uberschwinger zu den unstetig-
keitsstellen hin, ihre Hohe bleibt jedoch erhalten.

-3

Abbildung 7: n=3

Abbildung 8: n=5
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§4 Anhang A

Abbildung 9: n=10

Abbildung 10: n=15
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