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Diese Ausarbeitung beschiftigt sich mit der Konvergenz von Fourier-Reihen. Hier-
zu werden im ersten Abschnitt einige Vorbemerkungen behandelt. Im zweiten Ab-
schnitt werden ein einfaches Kriterium fiir die Konvergenz und die Ableitungen
von Fourier-Reihen bearbeitet. Im letzten Abschnitt wird zum Abschluss noch auf
Abschitzungen von Fourier-Reihen eingegangen.
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§1 Vorbemerkungen

Im Verlaufe der Ausarbeitung werden teilweise Bezeichnungen, Definitionen und
Séatze benutzt, die schon im Laufe des Seminares eingefiihrt wurden, oder aus der
Analysis stammen. Die wichtigsten, die hier verwendet werden, sind hier kurz zu-
sammengefasst.

(1.1) Bezeichnungen 27
Sei f : T — C eine RIEM AN N-integrierbare Funktion und f(r) = ;- /f(t) exp (—irt)dt.
0
Dann ist
n A
Su(f,t) =) fexp (irt) o

r=—n

die n-te Partialsumme von der zu f gehorigen FOURIER-Reihe an der Stelle t € T.

(1.2) Satz
Seien f,g : T — C stetige Funktionen und f(r) = §(r) fiir alle r € Z.

= f=g,dh. f(t) = g(t) fur alle t € T.

Beweis
siehe [Kor], Kapitel 2, Satz 2.4, Seite 9. ]

(1.3) Definition
Man nennt die Funktionenfolge (f),>1 auf D C C gleichmifig konvergent gegen
die Funktion f : D — C, wenn es zu jedem € > 0 ein N = N(¢) € N gibt, so dass

|fu(x) — f(x)] < e fir allen > N und alle x € D.

1
Hierfiir schreibt man kurz f, & f.
In diesem Fall heifit f die Grenzfunktion von (fy,),>1.

Wichtig ist, dass, im Gegensatz zur punktweisen Konvergenz, das N nicht von x
abhéngt. o
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(1.4) Satz (Cauchy-Kriterium fiir Reihen)
Eine Reihe )7 ; a; konvergiert genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein n, € IN
gibt, so dass

m
Y

k=n

< € fur alle m > n > ny.

Beweis
siehe [Kri05], Kap. IV, Satz(1.8), Seite 68 0J

(1.5) Satz (WEIERSTRASSsches Majorantenkriterium)
Gegeben sei eine Funktionenreihe Y ;7 ; fr(x) auf D. Wenn es eine Folge (My)g>1
reeller Zahlen gibt, so dass

\fk(x)] < My fur alle x € D, k € N und Z M <€,
k=1

dann konvergiert die Funktionenreihe ) ;7 ; fr(x) gleichméaBig und absolut gleich-
maflig auf D.

Beweis
siehe [Kri06], Kap. VIII, Satz(1.10), Seite 184 ]
(1.6) Satz
Ist F periodisch mit Periode P, dann ist | ;er F(t)dt unabhingig von a, also
a+P a+P a
/ F(t)dt = / F(f)dt — /F(t)dt. o
a 0 0
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§2 Konvergenz-Kriterien von Fourier-Reihen

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit Kriterien fiir die Konvergenz von Fourier-Reihen.
Hierzu werden zuerst absolut summierbare Fourier-Reihen und anschliefiend Eigen-
schaften der Ableitung behandelt.

Um die wichtigen Sitze (2.1) und (2.4) beweisen zu konnen, sind zudem noch wei-
tere Sdtze notwendig.

Eine der beiden wichtigen Aussagen befindet sich im folgenden Satz:

(2.1) Satz )

Sei f : T — C stetig. Wenn ) _ ‘ f (r)’ konvergiert, konvergiert S,(f,t) — f(t)
r=—o00

gleichmaflig auf T fiir n — oo. ©

Dies bedeutet, dass eine Fourier-Reihe auf T gleichméfig gegen f konvergiert, wenn
die absolute Summation der Fourier-Koeffizienten konvergiert.
Der Beweis hierfiir wird aus dem nédchsten Satz gefolgert.

(2.2) Satz " "

Angenommen Y |a;| konvergiert fiir n — oco. Dann konvergiert Y a,exp(irt)
r=—n r=—n

gleichméfig auf T fiir n — oo gegen ein g(t), wobei ¢ : T — C stetig und ¢(r) = a,
tur alle r € Z.

Beweis
Da Y} _, |a;| konvergiert, folgt nach dem Cauchy-Kriterium fiir Reihen(Satz 1.4),
dass es zu jedem € > 0 ein ny(e) € IN gibt, so dass

—n m
Z |a,| + Z lay| = Z la;| < € fur alle m > n > ny(e) gilt.
r=mn

r=—m n<|r|<m

Hieraus folgt, dass

A—Ungl. lexp irt|<1

Y. aexp(irt)| < Y. Jarexp (irt)] < Y. larl<e

n<|r|<m n<|r|<m n<|r|<m
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fur alle t € Tund m > n > ng(e) gilt.
Nach dem WEIERSTRASSschen Majorantenkriterium (Satz 1.5) (mit
fr(x) = axexp (ikt) + a_rexp (—ikt) und My = |ag| + \a k|) und der Definition fiir

gleichméflige Konvergenz (Definition 1.3) konvergiert Z a, exp(irt) nun gleichma-
r=—n

Big auf T fiir n — oo gegen eine Funktion g(t).

Nach einem Korollar aus der Analysis II[Kri06](Kapitel 8, Korollar 3.4(a), Seite 192)

folgt aufgrund der gleichméfiigen Konvergenz, dass die gefundene Grenzfunktion

¢(t) ebenfalls stetig ist.

Jetzt ist noch zu zeigen, dass §(r) = a, fur alle r € Z gilt. Um dies zu zeigen
bendtigen wir die folgenden Bemerkungen:

n
(i) Da Y ayexp (irt) 8, ¢(t) konvergiert, folgt, dass auch

r=—n
n
() arexp (irt)) exp (—ikt) i < (t) exp (—ikt) mit |exp (—ikt)| € [—1;1] gleich-
r=—n
maflig konvergiert, fiir n — oo.
1 , -
(if) E/exp (i(r — k)t = {3 1=
T
1 1 1
r=k: 2nT/exp( i(r—k)t)dt 27_C1r/exp0dt‘ 7o X . 27_(27'( 1

r # k: Setzes =r—k # 0.

N %/exp (i(r — k)t)dt = %/exp (ist)dt = %(GXP (iSf)%) .
T

— ZL(cos (s71) 4 isin (s7r) — cos (—s7) —isin (—s7))

= 51(cos (s7) — coszo—an) =0 B

NV
=0, da cos ungerade

Sei nun

® Z ars— /exp i(r—k)t)dt

r=—n T
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217_[/ Z ar exp irt) exp (—ikt)dt 4, —/g )exp (—ikt)dt = §(k), n — oo
T 1 .
—g()
= §(k) = ay, fur alle k € Z. O

Durch diesen Satz lasst sich der Satz (2.1) nun beweisen.

Beweis Satz (2.1):

’ f(r ) konvergiert, folgt nach (2.2), dass

r=—00

Z f(r)exp(irt)

r=—n

gleichmiBig gegen eine stetige Funktion ¢(t) mit g : T — C und ¢(r) = f(r) fur alle
r € Z konvergiert. Nach (1.2) impliziert diese Aussage allerdings, dass f = g sein
muss.

glm

Su(f 1) == f(b).

Wir erhalten durch Satz (2.1) ein recht einfaches Kriterium, welches garantiert, dass
eine Fourier-Reihe einer Funktion gegen diese gleichmiflig konvergiert.

Als néchstes werden die Ableitungen von Fourier-Reihen betrachtet:

(2.3) Satz

Seien (fy)n>1: T — C stetig differenzierbare Funktionen und (f},),>1 ihre Ableitun-
gen. Angenommen f, konvergiert gleichmiig gegen f und f,, gleichméBig gegen g
auf T fiir n — oo.

Dann ist f stetig differenzierbar und g die Ableitung von f.

Beweis

Dieser Satz wurde bereits in der Analysis II(vgl. [Kri06], Kapitel VIII) bewiesen. Die
Differenzierbarkeit folgt dort aus Satz (2.9), S.189 und die Stetigkeit aus Korollar
(3.4), S.192. O
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(2.4) Satz %)
Sei f : T — C eine stetige Funktion. Wenn Z |7 ‘ f (r)‘ konvergiert, folgt, dass f

r=—00

n
differenzierbar ist und ) _ ir f(r) exp (irt) gleichmiRig gegen f’(t) konvergiert fiir

r=—n

n — oo.

Beweis n

Sei f, = Su(f, ). Da fur ‘f(r)‘ < |r| )f(r)‘ [r # 0] folgt, dass ) f(r)‘konvergiert,

r=—n

1
woraus wiederum folgt, dass f, Lt f gleichmafig konvergiert.
n

Auf der anderen Seite ist f;(t) = Y ir f(r) exp (irt). Nach Satz (2.2) konvergiert

r=—n

fn gl—m> g gleichmafiig. Nach Satz (2.3) ist dieses g genau die Ableitung von f. U

Eine weitere wichtige Eigenschaft wird im folgenden Lemma beschrieben:

(2.5) Lemma

Sei f : T — C eine (n — 1)-mal stetig differenzierbare Funktion und f"~! dif-
ferenzierbar mit stetiger Ableitung aufier an einer endlichen Anzahl an Punkten
X1,X2, 00y X1

Fur ‘f(”)(t)’ < M, Vt # x1,x3, ..., X, folgt, dass ‘f(r)‘ < M|r|7",Vr #0.

Beweis
Mit partieller Integration erhalten wir:

7T

flr) = %/f(t)exp(—irt)dt

—7T

£0 % {f(t)@}—n +ﬁ_/f’(t)exp(—i1’t)dt

[ S/
-~

=0, da exp (—irm)=exp (irm)

- ﬁ /f/(t) exp (—irt)dt

Wird das Integrieren n-mal wiederholt, erhédlt man
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f(r) = (i;)n_” /f(”)(t) exp (—irt)dt, so dass

(ir) / Mdt =

gilt. OJ

(ir) "

27T

t) exp —zrt)) dt <

f(r <

271 27

Fiir die Stellen xq, x2, ..., X, wo f (1) nicht stetig differenzierbar ist, wird das Integral
in mehrere Teilintegrale aufgesplittet, die (nach [Kri06] Kapitel VII, Satz(3.13)(b),
Seite 176) existieren. o

Aus diesem Lemma kann nun folgender Satz hergeleitet werden.

(2.6) Satz
Sei f : T — C eine zweifach stetig differenzierbare Funktion. Dann konvergiert

Su(f,t) gleichmaBig gegen f.
Beweis

Nach Lemma (2.5) ist ‘f(r ’ < Mr~2[r # 0], mit M = sup ‘f ‘ < 00 Weil ) 72
teT r#0

konvergiert, folgt, dass auch Z ‘ fiir n — oo konvergiert.

r=—n
Sat:gz 1) glm (t)

Dass jede zweifach stetig differenzierbare 27r-periodische Funktion eine gleichmafiig
konvergierende Fourier-Reihe besitzt, konnte zu dem Schluss fiihren, dass die Kon-
vergenz einer Fourier-Reihe leicht festzustellen ist. Es sollte allerdings noch erwéahnt
werden, dass dies nicht die beste Moglichkeit ist und die hier vorgestellten Satze
auch Probleme mit sich bringen kénnen.
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§3 Abschitzung der Konvergenz

In diesem Kapitel wird sich mit der Genauigkeit der Konvergenz von Fourier-Reihen
beschiftigt. Es stellt sich also die Frage, wie grofs ein n gewéahlt werden muss, also
die wievielte Partialsumme von der zu f gehorigen Fourierreihe eine gute Appro-
ximation darstellt. Dies wird zuerst an einem Beispiel gezeigt und anschliefsend in
einem Lemma zusammengefasst.

(3.1) Beispiel
Seih: T — R, mith(x) =m/2—|x],[0 < |x|] < 7.

Dann ist
(i) |h(x) = Su(h,x)| <271/ (n = 1)
(i) h(0) — Su(h,0) > 2771/ (n +2)

Bevor diese Eigenschaften bewiesen werden, sollte zuerst /1(r) bestimmt werden:

7T
Mr) = % [ ey exp (—irt)a
—7T
17 1
_ E/h(t) exp(—zrt)dt—ﬂ/h(t) exp (—irt)dt
0 —7T
1 7T
Satz 1.6
= E/h (exp (irt) 4+ exp (—irt))dt
0
cos ()= T n
it yo—it 1 1
Z _/h cos ( = /(n/Z—t) cos (rt)dt
s T
0 0
T T
r20 1 [ (rt/2—1t) sin rt)] +l/sm (rt) dt (partiell integriert)
7 | 0o 7 r
=0, da sinrm=0,vreZ
7T
B 1 . 1 m [0, r gerade, r#0
- — sin (rt)dt = 3 [—cos (rt)], = {2/(m2) 1 ungerade
0
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Zudem gilt:

7T 0 T
h(0) = %/k(t) exp (0)dt = zln (/ (%+t)dt+/(%t)dt) =0
0

—7T — 7T

,\ )
Daher konvergiert ) /', ‘ (r) ’ und nach Satz(2.1) konvergiert dann auch S, (h, x) =— LA

h(x) gleichmé&gig auf T. Die Eigenschaften (i) und (ii) lassen sich nun nachweisen.

Beweis
(i) Da Sy (h, x) g, (x) fiir n — oo, folgt:

A—Ungl. R
|h(x) — Sy (h Z ryexp (irx)| < Y. h(r)‘: Yo 2/(mr?)
r|>n+ |r|>n+1 \r\2n+1,d
7’1ll’lg€?’ﬂ€
Mit
Z r 2 = Z Zr*ZSZr Z r—1
|r|2n+1,d r>n+1, ; r>n r>n
r ungerade r ungerade
_ 1 e
= ) (r=1) ' =r )™ (n-1)

r>n

folgt, dass |h(x) — Sy (h,x)| <277 1/(n —1).

(ii) Es gilt, dass S, (h,0) = ) 2/ (71), wobei alle Terme positiv sind, da S, (h,0) —

Ir|<n,
r ungerade
h(0) konvergiert, h(0) — S,(h,0) = ) 2/(mr?)
l’r‘uznilgjr%z’de
Wegen
r2= Y 2r2> Y 2> Y (r(r+1))
[r|>n+1, r>n+1, r>n+2 r>n+2
r ungerade r ungerade
Teleskop—
— Z (7,—1 o (7, + 1)—1) summe (Tl +2)_1
r>n+2
folgt, dass h(0) — S, (h,0) > 271/ (n +2). O

Fiir n = 6 ergibt sich beispielsweise |h(x) — Sg(h, x)| < 2t71/5 ~ 0,12 und h(0) —
Se(h,0) > 217 1/8 = 0,08. In diesem Fall erhalt man also schon bei der sechsten

10
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Partialsumme eine recht gute Approximation. Eine solch gute Abschdtzung erhilt
man allerdings nicht bei jeder Funktion. Graphisch betrachtet, sieht der Abstand
zwischen den Funktionen wie folgt aus:

0I5

05w

.25

='1rx

025 025w L 075w

A 257

0.5

pifz - Ixl
dpin(-1¥cos{x)+2~{-1)cos{In)+25~(-1 }cp&fgaﬁ}

Allgemeiner formuliert, kann man folgendes Lemma zur Abschédtzung auffiihren:

(3.2) Lemma
Fiir eine gegebene, fallende Folge 41, dy, ..., 6, mit 6, — 0 fiir n — co kdnnen wir eine
stetige Funktion ¢ : T — C finden mit folgenden Eigenschaften:

@) Su(g ) g(1)
(ii) sup|g(t) — Su(g, t)| > 0, ¥Yn > 0.
teT

Beweis
Setze a, = 0 fiir alle r < —1, ap = dp und a, = 6, — ,_1 fiir r > 1. Dann gilt:

11
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n n

Y. lar| =80+ ) (61— 8) = 200 — 8x < 28

r=—n r=1

n
fir alle n > 1 und Y |a,| konvergiert fiir n — oco. Nach Satz (2.2) folgt, dass

r=—n

n
Y arexpirt gleichmiBig gegen eine stetige Funktion g(t) konvergiert, mit §(r) =

r=—n

a,. Somit gilt S,,(g, 1) 8, g, aber auch

Sn(8,0)—g(0) =~ ), ar= ), (6-1—0)=0n
r=n+1 r=n+1

12
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