Die Abhingigkeit vom Gitter

Vortrag zum Seminar zur Funktionentheorie, 22.10.2007

Martin Woitalla

In dieser Ausarbeitung wird die Abhédngigkeit der WEIERSTRASSSchen p-Funktion
und der EI1seNsTEIN-Reihen vom Gitter () behandelt. Wir werden sehen, dass man
sich dabei auf Gitter der Form () = Z1 + Z zuriickziehen kann. Sei zun&chst aber
) = Zw + Zw, ein beliebiges Gitter in C.

§1 Homogenitit und Basiswechsel

Die sogenannten EIsENsTEIN-Reihen sind definiert durch

Gr= Y w* furalle k>3
0£we)

Analog zu [K]2.3(3f| definieren wir
ep = p(wr/2) fur k=1,2,3 , wobei ws:=wp+ wy.
Durch
gz(Q) = 60G4(Q) und gg(Q) = 14OG6(Q)

werden die WEIERSTRASS-Invarianten des Gitters () erkldrt. (Im Folgenden werden
wir anstatt g>(Q)) auch kurz g, schreiben, wenn klar ist, um welches Gitter es sich
handelt; analog wird auch fiir andere von () abhidngige Grofien verfahren.) Man
nennt

A(QQ) = g3(Q2) — 27g3(Q0)
die Diskriminante und

j(€) = (1282(€2))°/A(QY)

die absolute Invariante des Gitters (). Es gilt
A = 16(ey — e2)*(ex — e3)*(e3 — e)* # 0.
Mit Q) ist auch AQ) ein Gitter in C fiir 0 # A € C. Damit erhidlt man sofort
ora(Az) = A2-0a(z), GAQ) =AF.G(Q), firalle k>3,

£2(00) = A7t g(0), g(AQ) =A17°-g3(Q), (1)
AAQ) = AT2AQ), j(AQ) =j(0)

1[K] M. Koecher, A. Krieg: Elliptische Funktionen und Modulformen, Springer 2007
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Dies verifiziert man wie folgt:

Wir verwenden die Reihendarstellung der p-Funktion und erhalten

pro(Az) = (A2) 2+ ) (Az-w)?—w™)

0£weA)
=A% 224 Y (Az—Aw) 2= (Aw)7?)
0#we)
=A2z7242072 Y (z-w)P-w?)
0#we
= )szg(z).

Eine dhnliche Rechnung kann man nun zur Uberpriifung der Beziehung fiir die G
durchfiihren

G(AY) = Y wF= Y (Aw)F=2TF Y wF=a7F.GQ).
0FweA) 0£we) 0#wen)

Die anderen Identitdten sind Anwendungen der eben gezeigten Aussagen. Man er-
hélt den

(1.1) Satz
Fiir Gitter Q und Q' sind dquivalent:

(i) Es gibtein 0 # A € C mit AQ) = ().
(i) j(QY) =j(Q). ©
Beweis
(i) = (ii): Die Aussage ist klar mit (1).
(ii) = (i): Sei zunichst j(QY') = j(Q) # 0. Dann gilt
, 1245
Q)= 52,
8 — 2783

woraus weiter g2(Q) # 0,£2(Q’) # 0 und % = A4 fiirein 0 # A € C folgt.
Mit (1) erhdlt man daraus

Q) =A% £(Q) = (7). )
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Weiter folgert man daraus
1292(Q)3 . L 12,(€Y')°
slr - wgar T Gy = gy

B A 12124, ()3
C AT1245(0)3 — 273 (QY)?

Das liefert uns
£(Q) — A2 2783(QY) = ¢3(0) — 27g3(Q0).

Daraus erhilt man weiter

)

23(QY) = £17%- g3(0Q) = +£43(AQ).

Da (2) beim Ubergang A — iA unverédndert bleibt, die letzte Gleichung jedoch ihr
Vorzeichen dndert, kann man also immer die Form

$2(Q) = ¢(AQ) und ¢3(Q) = g3(AQ)

erreichen. Da das Gitter gemifs [K]3.3 Korollar F eindeutig durch die WEIERSTRASS-
Invarianten g, und g3 festgelegt wird, erhilt man Q' = AQ.

Es bleibt noch der Fall

zu betrachten. Dann folgt
2(0)=0 und £(Q)=0.
Da wegen [K]3.4 Korollar C stets A # 0 gilt, folgt
23(QY) =170 ¢3(Q) = ¢3(AQ) fiirein 0# A €C,

und man erhiélt auch hier die Behauptung. [

Ist (w1, wy) eine Basis von (), so schreibt man auch
p(z;wl,wz) = pQ(Z) und Gk(wl,wz) = Gk(Q) fur alle k > 3.

Sind zwei Basen (w1, wy) und (w}, wj) von Q gegeben, so gilt, da p und Gy unab-
hédngig von der Basiswahl sind, stets

o(z; wy, wp) = p(z;wy,wh) und Gr(wy, wa) = G(w), wh) fiir alle k > 3.
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Das Basis-Lemma liefert dariiber hinaus die Beziehung
w! w1 ) a b
Y =u mit U= € GL(2,2),
wy w» c d

w) =awy +bwy, w)=cw;+dw, und a,b,c,d€Z, ad—bc=+1.

also

Da (Aw1, Awy) eine Basis von AQ) bildet, 14sst sich (1) fir 0 # A € C und k > 3 auch
in der Form

p(Az; Ay, Awn) = A2 o(z; w1, w2), Gr(Awy, Awn) = Ak Gy (w1, wy)

schreiben. Als Basis von () sind wj, w; tiber R linear unabhédngig und deshalb gilt
T = Z—; ¢ R. Da mit (wy,wy) auch (—wq,wsy) eine Basis von ) ist, darf man ohne
Einschrankung Im T > 0 annehmen. Betrachtet man die Polarkoordinatendarstel-
lung von wj, also

. ., .
wi=r-e? wy=7r-€e? mit r,’y eRT und ¢,¢ €[0,27),
und setzt diese in T ein, so erhilt man

. olP . ,
T = Lzl-el(q’_q’):%-[cos(q)—q)')—l—i-sin((p—(p’)}

el

und damit Im T > 0 genau dann, wenn sin(¢ — ¢’) > 0 gilt, was genau dann eintritt,
wenn das Dreieck (0, w», w1 ) positiv orientiert ist, wie man sich leicht tiberlegt.

Setzt man nun
o -1
Ai=w, ",

so erhdlt man
p(zwr,wp) = wy - p(z/wy;T,1) und  Gi(wy, wr) = wy - Gy(t,1) ©)

tir alle k > 3. Zur Untersuchung von elliptischen Funktionen darf man daher ohne
wesentliche Einschrankung w, = 1, also

O=Zt+7Z mit Tt H
annehmen. Dabei ist die obere Halbebene H definiert durch

H:={r€C; Im7 > 0}.
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Wegen
= w_ﬂ _awq +bwy w2_1 awy +bwy  at+b
o wé cwy +dwy wz_l cwq+dwy  cT+d
und
Im ' — Im (at+b)(cT+d) m actT +bd + adt +bcT  ad —be m
(cT+d)(cT +d) T + d)? et +d|?

darf man dann aber beim Ubergang von der Basis (7,1) von Q zur Basis (7/,1) von
Q" nur noch Matrizen aus der speziellen linearen Gruppe iiber Z, also

SL(2,Z) := {U € GL(2,Z); detU=1},
zulassen, so dass auch 7’ € H gilt. Setzt man wj, w} in (3) ein, so erhélt man

o(z; Wi, wh) = p(z,awr + bws, cwy + dws)
_ z awy + bw;
- d 2 ‘ 7 11
(ccon +dewz) - p (cw1 +dwy” cwy + dwy )
z/wy at+b 1
ct+d ct+d )

—~~
=

wzz-(CTer)z-go(

Weiter gilt natiirlich
o(z;w1, W) = Wy 2 p(z/wy T, 1).

Die Unabhingigkeit der WEIERSTRASSschen g-Funktion von der Wahl der Basis und
die Bijektivitdt von z — z/w; implizieren schliesslich

0(z; w1, wa) = p(z; W, wy)

und damit

Z at+b _ ) .

Wir betrachten noch das Tupel (¢t +4d) - (t/,1) = (at + b, cT + d) und schreiben
T=(ad—be)t+bd—bd=d-(at+b)—b-(cTt+4d),
1l=ad—bc=a-(ct+d)—c-(at+D)

_1

/ . .
und sehen so, dass (7/,1) eine Basis von

Identitdt zeigt man dann noch

Q) bildet. Vollig analog zur ersten

at+b k .
- - = . > 4.
Gy (cr el 1) (ct+d)* - Gi(t,1) firalle k>4 4)
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§2 Die Fourier-Entwicklung der Eisenstein-Reihen

Aus den obigen Uberlegungen geht hervor, dass man ohne wesentliche Einschrén-
kungen ein Gitter der Form

O=Zt+7Z mit Im7>0, also 7€ H
betrachten darf. Das gibt Anlass zu folgender Notation:

Gr(7) := G(T1,1) = Z (mt + n)_k
(0,0)#(mn)eZXZ

fiir alle geraden k > 4.

Ein wesentliches Hilfsmittel zur Reihendarstellung beinhaltet folgende Verallgemei-
nerung der Sinus-Partialbruchentwicklung:

(2.1) Proposition
Fiir alle T € H und alle ganzen k > 2 gilt

k .
Z (T+n)_k — (k_l)! .Zrk—leZmrT.

nesz

Beweis
Nach dem Satz von der Partialbruchentwicklung des Cotangens?| gilt
mteot(rmz) = ! + i 22 furalle ze C\Z
oz H22—n? ’

wobei diese Reihe auf C\Z lokal gleichmifig konvergiert. Nach dem Satz von WEI-
ERSTRASS darf man also unter der Summe differenzieren. Differentiation der linken
Seite ergibt

i[7Tcot(7rr)] = % [ntan(nr)’l} = —mtan(nt) 2cos(nT) 21

dt )
- (singm) '

2Vergleiche Skript zur Analaysis IV (XXI)(4.2), A. Krieg; Aachen 2007
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Auf der rechten Seite erhilt man

d |1 & 21 1 © 212 _2p?2 _2.27-7T
Pl - S ETESR
1 © 272 4 2p?

= T Loer

n=1

Part.bizerlg. 1 s —1 -1
= e X (e o)

n=1

= — Y (t+n)?

nesz

so dass man zusammenfassend

2
(L) = Z (T—f—n)_z firalle 7€ C mit 1¢2Z
sin(7r7) B

erhélt. Ist nun 7 € IH, so hat man wegen

—2nlm T

‘827'[1"[ — ‘EZmRe NP <1
N——
=1
auch
2 . 2 -\ 2
T B 27ti  onie (—2mmi)
. _ .—_. _— e ﬁ

sin(7tT) 7T — e TuT (1 — e?miT)

Abl. geom. Reihe . i :

geon (_27[1)2 . Z re2TmiIrT
r=1

Damit ist die Behauptung fiir k = 2 bewiesen. Da beide Seiten lokal gleichmafSig in T
konvergieren, folgt der allgemeine Fall, indem man wiederholt nach 7 differenziert

Y (k) (t+n) T = % [Z (T4+n)7F

_d [(—m‘)k 3 g

ncz nez dr | (k—1)! r=1
_ . (_27(i)k - k—1 2mirt
—2nz-(k_1)!~;r-r e .
Division durch (—k) liefert dann
—k— ( 27Ti)k+1 = k 27t
Z(T+ﬂ)k1: 'Zreer,
nesz (k)' r=1
was zu zeigen war. 0
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Die linke Seite ist offenbar periodisch in T mit der Periode 1, die rechte Seite gibt
diesen Sachverhalt in Form einer FOURIER-Reihe wieder.

(2.2) Bemerkung
Die Aussage der Proposition bleibt mit I'(k) statt (k — 1)! fiir beliebiges reelles k > 1
richtig, und wird dann manchmal nach R. LirscHiTz benanntﬂ ©

(2.3) Satz
Fiir alle T € H und alle geraden k > 4 gilt

N 00 .
Gel1) = 20(K) + 2700 i (m) - 27
(k=1 =
mit
{(s):=) m™® firalle s>1 und os(m):= ) d° firalle seR.
m=1 deN,d|m

Obige Fourier-Reihe konvergiert fiir ¢ > 0 in jedem Bereich {t € H;, Im 7 > ¢}
absolut gleichmaflig. Die Gy sind auf H holomorph und erfiillen

Gy (ar~|— b) = (et +d)*- Ge(7) fiir alle (i

b
T d ) € SL(2,2Z).

d

Da die Fourier-Entwicklung einer holomorphen Funktion eindeutig isiﬂ wird nun-
mehr klar, dass die Gy fiir k > 4 gerade nicht identisch verschwinden. Insbesondere
hat man fiir die Abhdngigkeit der Gy vom Gitter den Zusammenhang mit einer
Funktion in einer Variablen. Wegen (3) lassen sich alle im Gitter () = Z1 + Z gewon-
nenen Aussagen {iiber elliptische Funktionen auf beliebige Gitter {ibertragen.

Beweis
Wegen der absoluten Konvergenz der EiseNsTEIN-Reihen, die in [K]1.9(2) gezeigt

3]. Reine Angewandte Mathematik, 105, 127-156 (1889)
“vergleiche Skript zur Analaysis IV (XX)(4.3), A. Krieg; Aachen 2007
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wurde, kann man die Reihe fiir QO = Z1 + Z umordnen und erhilt

Gi(t) = Y wF

0£we)
= ) (mt+n)7*
(0,0)#£(mn)ez
= Y (mr+n)F+ Y (mr+n)7h

n#0,m=0 neZ,m#0
= Y. n k4 ) (mt +n)~*
n##0 neZ,m#0
) -1
= 20(k)+ ) ) (mT+n)"F+ Y. ) (mt +n)7*
m=1neZ m=—oonecs
k gerad > >
= 2+ Y Y mr4n) 4+ Y Y (mr—n) 7k
m=1neZ m=1neZ
= 27(k) +2 Z Z (mT+n)*k
m=1nezZ

Da mt € H fiir m > 0 gilt, lasst sich (2.1) anwenden, so dass wir

G(t) = 2®+2Y Y (mrtn)*

m= 1n€Z
_|_2Z 27—” irk 1 Zmrsr
r=1
rs=m 2C(k) 7'” Z Z gk—1 . p2mimt
! m=1deN,d|m

erhalten. Dabei wurde im letzten Schritt
{reN; 3 seN: rs=mp={reN;, rim}={seN; s|m}

fiir m € IN verwendet. Noch zu behandeln bleibt die lokal gleichméfsige Konvergenz
obiger Reihe. Dazu definieren wir

fm = Z dk—l . eZﬂTZ’mT.

deN,d|m
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Sei ¢ > 0 und Im T > &. Nun hat man

_ k-1 27TimT
|fm| — Z d . ‘e

deN,d|m

— Z dk—l . ‘e2mm-ReT “6—27'[171-11’1’11’
deN,d|m

k-1 —27mm-Im T

< ¥ o

deN,d|m

< mk . e—(27re)m —:a,,.

Weiter bekommt man nun

k
a 1 -
mil (1 + _) e e Mo 2w
m

am

so dass mit dem WEIERSTRASSschen-Majorantenkriterium fiir Funktionenfolgenﬂ und
dem Quotientenkriterium fiir Reihen die absolut gleichméfiige Konvergenz auf

{te H;Im 7 > ¢}

folgt. Mit dem Satz von WEIERSTRASSH folgt dann auch die Holomorphie von T +—
Gk (7). Das Transformationsverhalten ist eine Umformulierung von (4). U

Mit Hilfe der bekannten Formeln/

erhdlt man speziell

167T

i e27rim1’ (5)

m:

Gy(t) = 27(4

4

_ Uus - 27rimr
- = <1+240 ; >

5vergleiche Skript zur Analaysis II (VIII)(1.10), A. Krieg; Aachen 2006
bvergleiche Skript zur Analaysis IV (XVIII)(5.1), A. Krieg; Aachen 2007
7vergleiche Skript zur Analaysis IV (XXI)(4.6), A. Krieg; Aachen 2007

10
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und
2718 64t 2 N
27T6 = 27TimT
= %<1—504-m§105(m)-e :

Bereits 1881 hat A. Hurwitz (1859-1919) in seiner Dissertation (Math. Werke I, 1-
66) gezeigt, dass die algebraischen Gleichungen, denen die Reihen G nach Korollar
[K]3.3D geniigen, Anlass zu zahlentheoretischen Aussagen geben. Wir notieren den
einfachsten Fall als

(2.4) Korollar (Hurwitz-Identitat)
Fiir alle m € IN gilt

o7(m) = o3(m) +120 ) o3(r)os(s).
r,SEN,r+s=m <o

Beweis
Man hat die Identitidt 7Gg = 3G£ gemadf [K] 3.3(4). Dann verwenden wir (5) und

Ga(1) = 22(8) + 2225 3 oy m) - 2,
: m=1

Nun multipliziert man die Summen aus und erhalt

(2m)® ¢

147(8) + 14—+ ) o7(m) - ™" = 7Gy(7) = 3G§(7)
: m=1
2
167—[ - 2m'm'r
2+ 25 1 sl
. 62 8§ o .
_ 12@2( ) _|_4€ 167‘( Z 0.3 27TmT 4 Z Z 0.3 27rz(r+s)r
r=1s=
8 (e's) ) (o) )
= 127%(4) +3—2 (480 Y oa(m)- 2T +2407 Y Y o3(r)os(s) -62”1(’+S)T> :
45 m=1 m=1r+s=m

Ein Koeffizientenvergleich ergibt 77(8) = 6¢%(4) und

11
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2(27)8
7!

7 o7(m) =3 aa (480-(73(m)~|—240'240 ) (73(r)(73(s)).

45 - 45 r+s=m

Die Behauptung folgt nun direkt aus der Primfaktorzerlegung der Koeffizienten,
denn es gilt
3-480 2°-3%2-5
45-45  34.52 7

_ o4 2
bzw. 6!=2%.37.5. ]

(2.5) Bemerkung

Wer wegen der ,Reinheit der Methode” oder aus anderen Griinden die Werte fiir
{(4) und Z(6) nicht als bekannt voraussetzen will, kann diese — und eine lineare
Rekursionsformel fiir die (k) mit k > 4 gerade — aus der Identitit [K]3.3(4) durch
Vergleich der Koeffizienten von ¢ gewinnen. o

§3 Ein alternativer Beweis der Hurwitz-Identitit

Die Hurwrrz-Identitdt ist eine Aussage iiber natiirliche Zahlen und als solche Ge-
genstand der elementaren Zahlentheorie. Es ist jedoch bis heute kein Beweis be-
kannt, der innerhalb der elementaren Zahlentheorie gefiihrt werden kann. Inhalt
dieses Abschnitts ist ein unverdffentlichter Beweis, der von D. ZAGIER und N. Sko-
RUPPA (1978) stammt und mit formalen (oder konvergenten) Potenzreihen mit Koef-
tizienten aus Z arbeitet.

Fiir eine Unbestimmte (oder reelle Variable x mit |x| < 1) setzt man

n

X
E,:=F =
8 n(x) 1—x"
und bemerkt zunachst das
(3.1) Lemma
Y or(n)x" =Y m'F,, firalle x€R,[x| <1 (6)
n=1 m=1 o

12
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Beweis
Wir setzen zunéchst die Definition der o(n) ein und erhalten

[ee]

ilar(n)xnzz Y dx"

n=1deN,d|n

Nun geht man wie im Beweis von Satz (2.3) vor und darf die Summe umschreiben

m o (o] [e ) (o] (e )
YL av= Y Y=Y L),
n=1deN,d|n u=1lv=1 v=1 u=0
| —
P

da P wegen |x| < 1 als geometrische Reihe absolut konvergent in x" ist, so dass man

2 (i (xvyf_1> -y (1) :é (%)

],[:O v=1

und damit die Behauptung erhilt. O
Weiter gilt

Um diese Identitdt zu verifizieren setzt man die Definition der F; auf der rechten

13
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Seite ein. Eine Rechnung liefert uns dann

xm+n xm xn
T I amtn 1—x’”+1—x”+1

x2m+n xm+2n xm+n

— (1 _xm)(l _xm+n) + (1 —x”)(l _mern) + T min

_ (= x4 () (1 M) 4 () (1 - ) (1 - 2
(1 —amtm)(1 —x™)(1—x™)

x2m+n . x2m+2n + xm+2n . x2m+2n + xm+n . x2m+n . xm+2n + x2m+2n
(1 — ) (T — 27)(1— x7)

xm+n (1 _ xm+n)

(1 = xmEn) (1 — xm) (1 — x)

x™ . x"
= = F,F
(1—xm)(1— xn) e

was zu zeigen war.

(3.2) Bemerkung
Die Konstruktion der F, impliziert absolute Konvergenz fiir die Reihe )} >, m - Fy,
denn mit dem Quotientenkriterium fiir Reihen gilt

E m+l (1 _ xm 1 — x™ oo

i1 | _ [ x1>:;xy. ( x)l T x| < 1.

En xm - (1 — xm+1) (1 — xm+1) ©
Mit den Abkiirzungen

Ay = Z mnFy,F,, Bj:= Z mnFyF,,  Cy:= kFy - Z mkEy
m+n=k n—m=k m=1

erhilt man das

14
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(3.3) Lemma
Fiir alle k € IN gilt

k—1 B3 —k
Ay = 2F- ) m(k—m)F, + c E, (8)
m=1
k-1 1)
By = 2Ck+Fc- ) m(m—k)Fy,— Y m(m—k)F,. 9)
m=1 m=k+1 &

Beweis
Wir verwenden (7) und bekommen fiir Ay

2
Ac=Y mnFuF, 2 Y mnFuy(Fu+ Fo+1)
m+n=k m-+n=k

m—+n=k m-+n=k

=F Y mn-Fy+F Y mn-F,+F ). mn
m+n=k m+n=k m+n=k

k-1 k—1
=2F- Y m(k—m)Fy+ F- Y m(k—m)
m=1 m=1
K=k (k—1)k(2k—1)

k-1 (
= 2F; - —m)E — -F
k lem(k m) m + k > 5 k

3k2(k—1) — (k—1)k(2k — 1)
6

k—1
=2F- Y m(k—m)F, + - F
m=1

3k3 — 3k% — 2k3 + 3k — k

k—1
=2F- Y m(k—m)F, + c - F
m=1
k—1 B —k
=2F- Y m(k—m)F, + -F,
m=1

womit die erste Identitdt gezeigt ist. Es bleibt noch (9) zu zeigen. Mit (7) hat man

zunéichst
FnFnik = FnFe — Fyticbie — Fntke

15
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Einsetzen und Umordnen der Summe liefert

Be= Y mnFuF "2 Y m(m 4 k)FyFy

n—m=k m=1

= Z m(m + k) (FnFx — FnyxFe — Fnk)

oo (o]

=Fc ), m(m+k)(Fy — Fpyx) — Y, m(m+k)Fyii

m=1 m=1

= 2kE Z mFy +F Z mz(Fm — k) — mkFy g — Z m(m + k) Fyyk
m=1 m=1 m=1
——_————
20,

—ka i mFm

m=1

=2Cc+ Fe Y m*(Fy — Fyyk) — mkEyyy — mkEyy — Y m(m + k) Fyy
m=1 m=1

=2C+ B Y m(m —k)Fy — m(m + k) Fyy g — Z m(m +k)Fy ik

m=1 m=1

—ch—i-szmm k F., + F Z m kF —Fkme—i—k) Mk

m=1 m=k+1 m=1
- Z (m + k) m+k
m=1
k—1 00 1)
=2Cc+F Y m(m—kF,+ |F Y, m(m—kF,—F Y, (m—k)mF,
m=1 m=k+1 m=k+1
— Y. (m—k)ymFy,
m=k+1

16



Die Abhingigkeit vom Gitter §3 Ein alternativer Beweis der Hurwitz-Identitat

Mit den Beziehungen (8) und (9) gilt

k—1 3
k> —k
Ag+ 2By —4C =2F- Y m(k—m)F, + F +2-2C
m=1
T > o
+2Fk : m (m -2 4Ck
m=1 H/_ m=k+1
—(k—m)
_R ke i m(m — k)F
- 6 k - nmy
m=k+1
so dass wir insgesamt die Identitét
k3 —k >
A+ 2B — 4Cy = F—2 Y, m(m—k)F, (10)
m=k+1
erhalten. Damit folgert man nun
o 2
(Z n3Fn> = Z mn3E, E, = Z %(12m2n2)Pan
n=1 (mmn)eINxIN (mmn)eINxIN
mn
= Y. D) <(m + )4+ (m—n)* —2m* — 2n4> E,F,
(mn)eENxN
1
= 5 Y. mn(m+n) Y4E.Fy + — Z mn ( n)*F,F,
mmneN m nelN
2
BT ngE:N mn(m* + n*)F,F,
_ 4 4
— 21 Y mn(m+n)*F,F, + 122 Y mn(m—n)*E,F,
m+n k | =1m—n=k .
A, B,
+li mn(m )FF—iooznkk‘*FF
12 & . min 12 ntks
=1n—m=k =1neN
(. ~ / %/_/
=(—k)* By =k*-Cy

wobei man bei der letzten Gleichung

{m,n e N} = G{m+n:k}: G{m—n:k}UG{n—m:k}
k=1 k=1 k=1
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Die Abhingigkeit vom Gitter §3 Ein alternativer Beweis der Hurwitz-Identitat

und
{(m,n) e N xIN} = G{(k,n); n € N}
k=1

sowie

Y mn(m*+n*)E,Fy= Y, mnm*E,F,+ Y mnn*F,F,
mmneN m,neN mmneN

verwendet hat. Jetzt benutzt man (10) und erhalt

o 4
kZ:lﬁ Ar + 2B — 4Cy)
0 413 _ 4 o

B A
© 14 © o4 o0

- k= 111{2 6 % -mzk+1m(m—k)Fm

absolute Konvergenz :1 % k36 k Fi — lim lim krzl mik:H % Epk (m — k)
) ki%k36 i fim )2 mmg -

mm(r,m—l) m

B >tk 4
- Zﬁ SR lim Y fim Y, GE b

o 4
= Zk—z Fk_slggo 2 Z s K (m — k),

m=1 k=

J/

-~

(*)

man bekommt also insgesamt

2
- © ki3 —k s m=1,,
3 v K& B mooa
(EnFn> =12 06 B — lim, 2 )3 g k" (m — k). (11)

=1 k=1

Wenn man noch die Summenformel fiir die vierten und fiinften Potenzen verwendet,
namlich
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Die Abhingigkeit vom Gitter §3 Ein alternativer Beweis der Hurwitz-Identitat

”il T 6n° — 15n* +10n% —n
= 30

’E 5o 2n% — 6n° + 5n* — n?
= 12 ’

so erhilt man

m 6m® —15m* +10m3 —m  2m® — 6m® + 5m* — m?

6 30 12

m 12m® — 30m° + 20m* — 2m? — 10m® + 30m° — 25m* + 5m?
= —F,-

6 60
_ my 2m® — 5m* + 3m?
o6 " 60 '

Einsetzen in (11) liefert

2
00 o 1413 _ 00 7 _ B15 3
<2n3Fn> _ k* k ka_sz 5k> + 3k E,
n=1

—12 6 = 360
© 5k7 — 5k> — 3k3 + 5k° — 2Kk”
- E 12
k; 360 k (12)
00 k7 _ k3
= 120

Mit Hilfe von (6) kann man (12) umformen in

2
Y 120 ) o3(r)os(s)x™ = 120(2 n3Fn> Q2k7—k3
m=1 k=1

r+s=m n=1
(o] (o]
= ) oy(m)x™ — Y o3(m)x"
m=1 m=1

Damit ist die HurwiTz-Identitdt gezeigt.
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Die Abhdngigkeit vom Gitter §4 Die Diskriminante

§4 Die Diskriminante

Wie in [K]3.3(2) beziehungsweise 3.4(7) fithrt man
92(7) := 60G4(7), ¢3(T) :=140Ge(7) und A(7):= g3(1) —27¢5(1) (13)

ein. Mit den Resultaten aus (2.3) erhalten wir

4 0
(1) = (217;) <1+24o- 203(m)-e2m'mf>, (14)
m=1
6 00 .
g(1) = %712 (1—504-ElaS(m)-e2”1mT>. (15)

(4.1) Satz
Die Diskriminante A(7) besitzt eine FOUrRIER-Entwicklung der Form

A(t) = (2m)2- Y t(m) e¥TMT fralle T € H, (16)
m=1

mit Koeffizienten 7(m) € Z und t(1) = 1. Die Diskriminante A : H — C ist eine
holomorphe Funktion mit A(t) # O fiir alle T € H und

b

A (Zid) = (ct+d)2A(1) fiir alle (i Z) €SL(2,Z). (17)
Die Bezeichnung der Koeffizienten in (16) mit 7(m) ist eine Tradition, die beiden 7’s
sollten hier kein Anlass zur Konfusion sein. o
Beweis
Mit den Abkiirzungen

A=Y o3(m) ™, B:= Y o5(m)-FMT
m=1 m=1

hat man nach (14) und (15)
3 2
Ar) = ((2—”)4(1 +240 - A)) —27 ((2”)6(1 — 504 - B))

12 216
2 12
(27-()12 3 2 27TIT 27T
= g (I =17 4+3-24005(1) - 777 42 50405(1) - T - )
2 12 ’
- (177-[2)8 [(720 + 1008) . eZmr R ],
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Die Abhdngigkeit vom Gitter §4 Die Diskriminante

und rechts steht eine Potenzreihe in g = e2™T  7um Nachweis, dass hier die Ko-
effizienten in Z liegen, hat man zundchst d® =1, d° fir d € Z, was man durch
Nachrechnen im Restklassenring iy bestdtigt. Wegen

o(m):= Y dF

deN,d|m

folgt daraus o3(m) =1p o5(m) fir alle m € IN. Bezieht man die Kongruenz also
auf die Koeffizienten, so gilt A =1, B. Jetzt rechnet man modulo 1728 = 123 und
bekommt

(1+240A)% — (1 —504B)?
=13 14+3-240A 43 (240A)% 4 (240A)> — 1 +2-504B — (504B)>
=13 122.5A+122.7B+12%-100A% 4 12° - 8000A> — 123 - 147B>
= 122 (5A +7B)
—_————
(5:12q+5-r)+(7-129'+7 1)
=123 0.

Der Nenner kiirzt sich also in allen Koeffizienten heraus. Mit g» und g3 (vergleiche
Satz (2.3)) ist auch A holomorph. Man erhidlt A(t) # 0 aus [K]3.4 Korollar C. Die
Beziehung (17) folgt direkt aus (4) und (13). ]

In folgender Tabelle sind einige Werte der 7(m) aufgelistet.

m T(m) Primfaktorzerlegung
1 1

2 24| - 28 3

3 252 22 32 7

4 —1472 | — 26 23
5 4830 2 3 57 23
6 —6048 | — 2° 33 7

7| —16744 | — 23 7 13 23
8 84480 22 3 5 11

9| —113643 | — 34 23 61
10 | —115920 | — 2* 32 5 7 23
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