Das Additionstheorem der p-Funktion und elliptische
Kurven

Vortrag zum Seminar zur Funktionentheorie, 05.11.2007

Cornelia Wirtz

Ziel dieses Vortrages ist es, das Additionstheorem der Weierstraf’schen g-Funktion
zu beweisen. Im Anschluss daran wird kurz auf elliptische Kurven und Beispiele zu
Rechnungen mit Hilfe des Additionstheorems sowie Beispiele fiir elliptische Kurven
eingegangen.

§1 Das Additionstheorem und Folgerungen

Ziel des ersten Abschnittes ist es, das Additionstheorem der Weierstrafs’schen g-
Funktion zu beweisen. Dazu werden wir eine Funktion konstruieren, mit deren Hilfe
ein erster Beweis des Additionstheorems gegeben werden kann.

— Das Additionstheorem —
Sei () = Zw + Zw; ein beliebiges Gitter in C und p(z) = pa(z) = p(z; wy, wy) die
zugehorige Weierstrafy’sche p-Funktion.

(1.1) Satz (Das Additionstheorem)
Firallez,w €e Cmitz, w,z+w,z —w ¢ Q gilt

/ W 2
(et )+ o) + o) = - (SE L0 W)

Um diesen Satz zu beweisen, benotigen wir folgendes

(1.2) Lemma
Fiir w € C\ 1) ist
1 p'(2) - ¢'(w)
z):= flz;w) = = - (2)
f&) =& =3 e —pw)
eine elliptische Funktion in z mit Parameter w zum Gitter () mit Polen erster Ord-
nung in den Punkten

zeQundz € —w+0 3)
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und Hauptteilen

f(z;w) :—%—p(w)-z—k(?(zz) bei z =0, 4)
f(z;w):z+w+c(w)+(’)(z+w) beiz = —w. (5)
Der Koeffizient ¢(w) wird im Anschluss an den Beweis bestimmt. o

Beweis

Die Funktion f ist als Komposition elliptischer Funktionen eine elliptische Funk-
tion zum Gitter () und holomorph als Verkniipfung holomorpher Funktionen auf
C\(3QU (fw + Q)). Da die Weierstraf’sche p-Funktion Pole in z € () hat und der
Nenner von f fiir z € £w + ) Null wird (p ist eine gerade Funktion), ist f in diesen
Punkten zunichst nicht definiert. Wir betrachten daher lim,_,, f(z; w):

. oy 9(z) - ' (w)
B ) = 5 I o) — plw)
/ PN .
1l o 9@ () z-w
2 v p(z) —p(w) z-w
=1
/ / .
Ll oy Y@ 0w z-w
2 =mw _ z-w p(z) — p(w)
*)@”(w) —1
o' (w)
1, 1
—2 ) )
1 " (w)
2 gl (w)

Da nach Voraussetzung w ¢ %Q, ist ©'(w) # 0 nach [K]Lemma 2.3 A (mit [K] wird
das Buch Elliptische Funktionen und Modulformen von Koecher/Krieg bezeichnet), so-
mit gilt dann % 2 /, ((ZZ:;) € C, wodurch in den Punkten z € w + () hebbare Singularititen
vorliegen (p” hat keinen Pol in w, da die Laurentreihe von " auf jedem Kompak-

tum, das keinen Gitterpunkt enthalt, gleichméfiig konvergiert).

Betrachte nun z € ). Da f eine elliptische Funktion zum Gitter () ist, wird ohne
Beschrankung der Allgemeinheit z = 0 angenommen. Zeige die erste Aussage iiber
die Hauptteile von f, also dass f(z;w) = —1 — p(w) -z + O(z?) bei z = 0 gilt. Dazu
entwickle f(z; w) in eine Laurent-Reihe um z = 0, schreibe also f(z;w) = Y 5., cnz"
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in einer punktierten Umgebung von 0. Nun hat man

i ez = flzw) = % o' (z) — o' (w)

also
3(9'(2) — ¢/ (@) = (p(z) —p(®@)) L en™

Nach dem Konstruktionssatz fiir die p-Funktion gilt p(z) = Z% + O(2?), und durch
gliedweise Differentiation (moglich, da die Laurent-Reihe lokal gleichméafSig konver-
gent ist) erhilt man p'(z) = —22% + O(z). Einsetzen in obige Gleichung liefert

(=255 — o' (W) + 0(2)) = (5 — p(w) + O(2%)) 1 ez,
n=m
also
— % — 30" (W) + 0(2) = cwz" 2 + 12" + (g2 — p(w)ewm)z" + - -,
woraus man durch Koeffizientenvergleich zundchst direkt m = —1 und c_; = —1
sowie cg = 0 erhélt. Weiter folgt die Gleichung 0 = ¢; — p(w)c_1 = ¢1 + p(w), aus
der sich ¢; = —p(w) ergibt. Dies zeigt f(z;w) = —1 — p(w) -z + O(z?) bei z = 0.

Der Laurent-Reihe entnimmt man nun, dass f in z € Q) einen Pol erster Ordnung
hat mit Resy f = —1.

Betrachte nun z € —w + ). Da f eine elliptische Funktion zum Gitter () ist, wird oh-

ne Beschrankung der Allgemeinheit z = —w angenommen. Zeige die zweite Aussa-
ge uiber die Hauptteile von f, also dass f(z; w) = Ziw +c(w) +O(z+w) beiz = —w

gilt. Dazu betrachte den Nenner von f. Nach [K]2.3(5) hat p(z) — p(w) zwei einfa-
che Nullstellen in dem Periodenparallelogramm P, da nach Voraussetzung w ¢ %Q,
also ist z = —w einfache Nullstelle von p(z) — p(w), da p(—w) = p(w) (p ist eine
gerade Funktion). Betrachten wir nun den Zihler von f, so gilt
(z=—-w) (p' ungerade)

o'(2) = '(w) " =" ()~ (w) T TETT ¢ (w) — ¢ (w) = —2¢(w) £0.
Nach [K]Lemma 2.3 A, folgt nun, dass f(z;w) einen Pol erster Ordnung in z = —w
hat, da p(z) — p(w) eine einfache Nullstelle in —w hat und p'(z) — p'(w) keine
Nullstelle in z = —w. Nach obigen Uberlegungen hat f(z; w) in jedem Periodenpar-
allelogramm P nur Pole erster Ordnung und Resy f = —1. Nach [K]Satz 2.2 B gilt
dann

0=) Res.f=Res_of+Resgf =Res_of—1=Res_of =1
cepP



Additionstheorem/elliptische Kurven §1 Das Additionstheorem und Folgerungen

Nun hat man fiir die Laurent-Reihe um z = —w

flzw) = L +c(w) + O(z + w).

z+w O

Wir werden nun den Faktor c(w) bestimmen und einen ersten Beweis des Additi-
onstheorems formulieren:

Beweis
Wir betrachten nun die Funktion

8(2) = (f(zw))* — p(z +w) — p(2) — p(w), w € C\3Q

Die Funktion g ist als Komposition elliptischer Funktionen eine elliptische Funktion
zum Gitter Q). Da f(z; w) nach (1.2) nur einfache Poleinz € Qund z € —w + Q hat,
also (f(z;w))2 nur Pole zweiter Ordnung in z € Q und z € —w + Q und p(z + w)
Pole zweiter Ordnung in z € —w + () hat, sowie p(z) Pole zweiter Ordnung inz € (),
kann g hochstens in z € () und z € —w + () Pole haben. Betrachte daher z € (). Da
g eine elliptische Funktion zum Gitter () ist, geniigt es, z bei 0 zu betrachten. Mit
Hilfe der Laurententwicklung um 0 gilt

8@ = (fmw)’ - p(z+w) — p(z) — p(w)

2
:( L ow) 2+ 0Lz )) —p(z+w)—<;—2+(’)(22))—p(w)
= j—2+p< )= 0(z) + p(w) + p()? 2 ~ p(w) - O
~0(2) - p@)O() + OH) — p(z +w)  plw) ~ 5 ~ OF)
= 0@)  +pw) - p(tw)
——
—0 fur z—0 —0 fur z—0

—0 fuir z—0.

Damit ist ¢ in z = 0 holomorph fortsetzbar mit g(0) = 0.

Betrachte nun z € —w + (). Da g eine elliptische Funktion zum Gitter () ist, geniigt
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es, z bei —w zu betrachten. Mit Hilfe der Laurententwicklung um —w gilt

8(z) = (f(z0))* = p(z +w) - p(z) — p(w)

2
. <_Z+w e w(”w)) ) (ﬁ +0((z+w>2>)
—p(z) — p(w)
e +1 w? " iciwzg +O(1) + (c(w))* + Oz + w) + O((z + w)?) — <z+1—w>2

+0((z+w)?) - p(z) — p(w)
= 0(1) + (c(w))* + Oz + w) + O((z + w)*) + O((z + w)*) — p(z) — p(w)

-~

=0(1)

2¢(w)
z+w
_ 2c(w)
Cz+4w

+0(1).

Da nach obiger Rechnung ¢ keinen Pol in z € () hat und somit hochstens in den
Stellen z € —w + Q) Pole erster Ordnung haben kann, folgt mit [K]Satz 2.2 B, dass
0 = Y.cpResc f = Res_y f gilt, also zchfu) = 0 und damit ¢(w) = 0. Demnach
besitzt ¢ in z = —w eine hebbare Singularitit. Insgesamt folgt damit, dass ¢ auf
dem Periodenparallelogramm P holomorph und somit nach [K]Satz 2.2 A konstant
ist. Weil g in 0 holomorph mit g(0) = 0 fortgesetzt werden kann (siehe oben), folgt

g=0aufwe C\%Q, das heif3t

/ W 2
oz +w) + p(2) + plw) =+ - @Ezg - g(g’))) firalle weC\ 10 (6)

Betrachte nun die bisher ausgeschlossenen Fille w = 7, w € (). Die Funktionen auf

der rechten und linken Seite sind in % definiert und stetig auf ihrem Definitionsbe-
reich, z,w € C mit z,w,z + w,z — w ¢ Q. Die Gleichheit der Funktionen gilt also
auch in 7 aufgrund der Stetigkeit. O]

— Folgerungen aus dem Additionstheorem —

Mit Hilfe des Additionstheorems beweisen wir nun folgendes
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(1.3) Korollar
Fiir z € C\1Q gilt

" 2
o22) =200+ 3 (52 . 7)

Beweis
Da nach Voraussetzung z € C\%Q, folgt mit dem Additionstheorem und der Eigen-
schaft, dass p stetig ist

p(2z) = p(z +2)
= lim p(z 4+ w)

w—z

= —p(z) — lim p(w) + lim ! (

w—z w—z 4

= —p(z) — lim p(w) + lim 1(

w—z w—z 4 w—z _plw)—p
"~ \/_/
—¢(z) —¢(2)

-} (5

Analog kann man mit p(nz) fir n = 3,4, ... verfahren, indem man das Additions-
theorem verwendet. Man kann alle p(nz) als gerade elliptische Funktion rational
durch p(z) ausdriicken. Dazu folgendes

(1.4) Beispiel
Man kann @(2z) rational durch g(z) ausdriicken, denn fiir z € C\3Q gilt

1 144(p(2)* — 24(p(2))? - g2 + (g2)?

p(2z) = —2p(z) +

16 4p2) —gp(z) —gs
und fiir die anderen Fille z € Q) beziehungsweise 2z € Q) gilt p(2z) = p(z+2z) =
©(z) beziehungsweise p(2z) = oo. o
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Beweis
Mit Hilfe von (1.3) und [K]3.3(1) sowie [K]Korollar 3.3 A folgt

(5 2
o(22) =200 + 3 ()

2
B 1 (12( (2)) 82)
= 2O L k)Y sa() 5

::__29(2)4_;£__144(K%Z))4 24(p(2))? 824‘82

16 4(p(2))° — g20(2) — &3 O

Mit Hilfe des Additionstheorems folgt weiterhin folgendes

(1.5) Korollar
Furallez,w € Cmitz,w,z +w,z —w ¢ Q) gilt

¢ (2)p' (w)

V)=o) = T — o) ©

Beweis
Mit Hilfe des Additionstheorems folgt

p(z+w) =—p(z) — p(w) +

und

o' (z) — ¢ (—w) )
z) — M ))

(
o(

da p gerade und @’ ungerade. Betrachtet man nun d1e D1fferenz plz+w)—p(z—w),

olz—w) = ~p(z) ~ () + 5 (
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so gilt

4 (p(z) — p(w)
_ (@) (w)
(p(z) — p(w))? 0

Auch ergibt sich aus dem Additionstheorem folgendes
(1.6) Korollar
Fiir alle z € C mit z,z 4+ % ¢ Q gilt

e19(z) + (e1)? + ezes
p(z) — e '

pz+F) = 9)

Beweis
Nach [K]Lemma 2.3 A gilt fir w = 5, dass o'(w) = ¢'(5+) = 0. Damit folgt fiir
p(z+ %5) = p(z + w) mit dem Additionstheorem sowie [K]Satz 2.3 und ¢'(w) =0
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sowie p(w) = e;

1 @)
T ey
_ 14 (p(z) —e1) (p(2) —e2) (p(2) —e3)
——plz)—er+ o) o :
_ o(z) ey B Ze) (9(2) = ez)z(@(Z) —¢3)
(p(z) —e1)
_ (p(2) —e2) (p(2) —e3)
=—p(z) —e + @(i)—(ﬁ 3
_ (=p(z) —e) (p(z) —e1) + (p(z) — e2) (p(2) —e3)
p(z) —e
_ —(p(2))> + e + (p(2))* — p(2)es — p(z)ea + ezes
p(z) —el
_ e — p(z)es — p(z)ex + eaes
p(z) —e
_ ()’ +p(2) (—es —e2) +eoe3
p(z) —er
_eap(z) + (e1)* + eoes
p(z) —e '
wobei die letzte Gleichheit nach [K]Korollar 3.4 A gegeben ist. O

Durch zyklische Vertauschung von ey, e, 3 erhdlt man analoge Formeln.

(1.7) Bemerkung / /
a) (1.2) entnimmt man die Formel %%% = p(z) — p(z+ w) fur z,w € C mit
z,w,z+w,z—w & Q.

Beweis
Nach (1.2) gilt

flz;w) == = —%—p(w)z+(9(z2) bei z = 0.
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Da f und g stetig differenzierbar sind , erhdlt man durch Differenzieren auf
beiden Seiten

d . 1dg(z)—¢w) 1
2 ) T 3k o) —pw) 2

— p(w) + O(2).

Damit folgt dann mit Hilfe der Laurententwicklung um 0

4 fzw) - pla) +plztw)= LEEE @) ooy oy w)

iz 20z plz) —p(w)
1 1
= - (@) +0() - - O()
+p(z +w)
= 0(z) —p(w)+ plz+w)
—— —_————
—0 fir z—0 —p(w) firr z—0

-~

—0 fir z—0

—0 fur z—0.
Nach (1.2) gilt weiterhin

.w_lp’(z)—gg’(w): L z+w) beiz=—w
f(z )—zp(z)_p(w) o, tOGE+w)b .

Da f und p stetig differenzierbar sind, erhdlt man durch Differenzieren auf bei-
den Seiten

d o _1dg(z)—p'w) _ 1
Ef(z,w) T 2dz p(z) —p(w)  (z+w)? FetO+w),

tiir ein ¢ € C. Mit Hilfe der Laurententwicklung um —w gilt dann

1dg'(z) —p'(w) _

Edz @(Z) — p(Z/U) @(z) + p(z + ZU)

4 flaw) — () + plz +v) =

=~ te Ol — o)
+m + O(Z + w)
=c —p(2) +0(z +w).
——

——p(—w)=c fir z——w

10
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b)

Damit ist gezeigt, dass 1 ;Z% — (z) + p(z + w) eine elliptische Funktion

(als Komposition elliptischer Funktionen) ohne Pole ist (nach (1.2) hat f(z;w)
nur Poleinz € Qund z € —w+ O und p(z) nur Pole in z € (), also kann
dz (z;w) — p(z) + p(z + w) nur Pole in z € O oder z € —w + Q) haben, welche
jedoch nach obiger Rechnung nicht vorhanden sind), und somit nach [K]Satz
2.2 A konstant. Die obige Rechnung zeigt

1d p'(z) — p'(w)
2dz p(z) — p(w)
Daraus folgt die Behauptung. O

—p(z)+pz+w)=0.

Mit (1.2) kann man elliptische Funktionen konstruieren, die an zwei vorgegebe-
nen Punkten eines Periodenparallelogramms je einen Pol erster Ordnung haben.

Nach dem Additionstheorem und der Differentialgleichung ist ©'(z) - p’'(w) ein
Polynom in p(z), p(w) und p(z + w). Man erhélt ein algebraisches Additionstheorem
fiir p, das heifit es existiert ein Polynom 0 # P € C[X,Y, Z] mit

P(p(z), p(w), p(z+w)) =0 firalle z,w € C
mit z, w,z + w,z — w ¢ Q). Explizit erhdlt man
P(X,Y,Z) = (4(X+Y +Z)(X = Y)? = (4X° = $2X — g3) — (4Y° — g2 — g3))°
—4(4X° — X — g3)(4Y° — Y — g3).

Beweis
Nach dem Additionstheorem und [K]3.3 (die zweite Differentialgleichung) gilt

"(2) — o (w 2
)

2

S 4(p(z+w) + p(z) + p(w)) (p(z) — p(w))
= (¢'(2))* = 2¢'(2) 9 (w) + (¢ (w))?
S 4(p(z+w) + p(z) + p(w)) (p(z) — p(w))?
= 4(p(2))° - 920(2) — g5 — 20/ (2)0' (W) + 4(p(w))* — g2p(w) — g3
& 4(p(z+w) + p(2) + p(w)) (9(2) — p()* = 4(p(2))° + g20(2) + 83
—4(p(w))’ + gap(w) + g3
= —2¢'(z)p' (w).

11
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Quadriert man nun die Gleichung auf beiden Seiten, so wird die rechte Seite zu

4(p'(2)* (' ())* = 4(4(p(2))° — 820(2) — 83) (4(p(w))* — g2 (w) — g3)-

Setzt man nun X = p(z),Y = p(w) und Z = p(z + w), so erhdlt man fiir die
Gleichung

AXH+Y+Z)(X=Y)? —4X3 + X + g3 — 4Y3 + Y + ¢3)?
= 4(4X° — 92X — g3)(4Y° — g2Y — g3).
Damit folgt fiir das Polynom P
P(X,Y,Z) = (4(X + Y+ Z)(X — Y)2 — 4X3 + ©X + g3 — 4V + oY + g3)?
—4(4X3 — X — g3)(4Y° — g2Y — ¢3).

Daraus folgt die Behauptung. O

Weierstraf} hat in seinen Vorlesungen die folgende Umkehrung bewiesen

(1.8) Satz

Erfiillt eine meromorphe Funktion f auf C ein algebraisches Additionstheorem,
dann ist f entweder

a) eine rationale Funktion oder
b) eine rationale Funktion in e?™** mit geeignetem 0 # a € C oder

c) eine elliptische Funktion zu einem geeigneten Gitter. ©

Einen Beweis findet man zum Beispiel bei W. F. Osgood oder H. Hancock.

§2 Elliptische Kurven

In diesem Unterabschnitt geht es um elliptische Kurven und deren Eigenschaften.

12
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— Bijektion auf die elliptische Kurve —

(2.1) Definition
Die Teilmenge

E:=E(Q) := {(X,Y) € C xC; Y2:4X3—g2X—g3} (10)

von C x C heifst die (affine) elliptische Kurve zu Q). o

Wir haben bereits die Faktorgruppe
C/QO={z+Q; zeC} (11)

kennen gelernt. Die Weierstrafy’sche p-Funktion erlaubt eine Parametrisierung der
elliptischen Kurve (10) durch die Faktorgruppe (11).

(2.2) Lemma
Die Abbildung

®: (C/ON{O} = E(Q), P(z+9Q):=(p(2),¢'(2)), (12)
ist eine Bijektion. o
Beweis

Die zweite Differentialgleichung nach [K]3.3 ((p/(z))? = 4(p(2))? — g20(z) — ¢3)
zeigt zunidchst, dass das Bild von ® in [E enthalten ist, denn mit X = p(z) und
Y = ¢(z) folgt fiir ein beliebiges, aber festes z € C, dass (X,Y) € E, da Y? =
(0'(2))? = 4(p(z))® — 220(z) — g3 = 4X3 — X — ¢3. Somit gilt &(z + Q) C E(Q).
Da jedem Wert aus (C/Q)\ {Q)} genau ein Wert aus E(Q)) zugeordnet wird und
jeder Restklassenvertreter denselben Funktionswert hat (p(z + w) = p(z) fir alle
w € ), ist die Abbildung wohldefiniert.

Um die Surjektivitdt der Abbildung zu beweisen, wihle man zu (X,Y) € E nach
[K][Lemma 2.3 B ein z € C mit p(z) = X. Dann gilt

Y2 =4X° — X — g3 = 4(p(2))° — g20(2) — 83 = (¢'(2))%,

wodurch Y = +¢'(z), also Y = ©/(z) oder Y = —¢'(z) = ¢'(—z2), folgt, da ¢’ eine
ungerade Funktion ist. Ersetzt man nun gegebenenfalls z durch —z, so folgt neben
o(z) = X (= p(—z), da p eine gerade Funktion ist) auch ¢'(z) = Y. Damit liegt
(X,Y) im Bild von ® und die Surjektivitit ist gezeigt.

13
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Um die Injektivitit der Abbildung zu beweisen, seien z1,z; € C\Q) gegeben mit
(p(21), 9'(21)) = (p(22), ¢ (22)). Dann gilt
p(21),0'(z1)) = (p(22), 9'(22))
& p(z1) = p(z2) und ¢'(z1) = ¢'(z2).

Sei nun zuerst @'(z1) # 0. Nach [K]Lemma 2.3 A folgt, dass z; # & fiiralle w €
QO mit 4§ ¢ O, also insbesondere p(z1) # e1,e,e3 ist. Da 0 # ©'(z1) = p'(22), ist
auch zp # 4, also p(z7) # e1, e, e3. Nun gilt

p(z1) = p(z2)
& p(z2) —p(z) =0

& p(z) —w=0,

wobei ©(z) — w, als Funktion von z; aufgefasst, nach [K]2.3(5) (und obigen Voraus-
setzungen) zwei einfache Nullstellen im Periodenparallelogramm P hat, das heifst,
es existieren genau zwei verschiedene Punkte u,v € P mit p(u) = p(v) = w. Wir
wissen aber, dass z; eine Nullstelle von p(z;) — w ist. Wir kénnen daher ohne Ein-
schrankung u = z; € P wihlen. Da ebenfalls z; eine Losung der Gleichung ist, gilt
entweder z; = z; (mod (), oder z; = v (mod )). Nun nehmen wir an, dass z, = v
(mod ). Dann gilt nach [K]Lemma 2.3 B, dass u +v € () & u € —v + (), also dass
tir ein w € Q) gilt:

p'(u) = o' (—v+w) = p'(—0v) = —p'(v) # ¢'(v),

da ¢’ eine ungerade Funktion ist und ¢'(v) # 0. Dies ist aber ein Widerspruch zu
o' (u) = p'(z1) = p'(z2) = p'(v+ w) = E'(v) fiir ein w € O. Die Annahme war also
talsch und es gilt z; = z; (mod ).

Sei nun p’(z1) = 0. Nach [K]Lemma 2.3 A folgt, dass z; = %f mit wy € Q, F ¢
O, k = 1,2,3. Nach [K]2.3(4) hat ©(z2) —er = p(22) — ©(z1), als Funktion von z,
aufgefasst, genau eine (doppelte) Nullstelle in P, also gilt z; = z; (mod (). Damit
folgt insgesamt, dass ® injektiv ist. Aus der Injektivitat und Surjektivitat folgt nun
die Bijektivitdt von ® und damit die Behauptung. [

Neben E = [E(Q) betrachten wir den Abschluss

E:=E(Q):=EU{0} mit O := (c0,0), (13)

14
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und setzen die Abbildung @ fort zu einer Bijektion

(0(2),¢(2)), furz¢Q

(14)
O, fur z € Q.

®:C/Q—E(Q),®(z+Q) := {
Mit Hilfe der bijektiven Abbildung ® kann man nun die Gruppenstruktur von C /()
auf die Menge E iibertragen, denn fiir P, Q € [E wird eine Addition erklirt durch

P+Q:=d(@ 1(P)+ o 1(Q)), (15)

wobei die Addition in C/Q durch (u+ Q) + (v+ Q) = (u+ v) + Q) gegeben ist.
Damit erhalten wir folgenden

(2.3) Satz

Mit der Verkniipfung (15) wird E(Q)) zu einer abelschen Gruppe mit O als neutra-
lem Element. Die Abbildung @ : C/Q — E(Q) ist ein Isomorphismus der Grup-
pen. Fiir z € P ist das Inverse —(p(z), ¢'(z)) gegeben durch (p(—z),¢'(—2z)) =
(p(z), —9'(z)), und fiir alle u,v € C mit u,v,u + v ¢ Q hat man

(p(u), 9" (u)) + (p(0),¢'(v) = (p(u+0),0'(u+0)). (16)
<

Beweis

Wir zeigen zuniéchst, dass das Inverse von (p(z), p'(z)) durch (p(—z), ¢'(—z)) ge-
geben ist. Mit Hilfe der in (15) erkldrten Addition und der schon bekannten Additon
in C/Q) gilt

(9(2),9'(2) + (p(=2), 9'(=2)) =

&

(@ ((p(2), 9 (2))) + 27 ((p(—2), ' (—2))))

=0.

Um die Giiltigkeit der Gleichung (16) zu zeigen, seien (p(u), ' (1)), (p(v), ' (v)) €
E. Dann gilt mit der in (15) erkldrten Addition und der schon bekannten Additon in
Cc/Q

(p(u), @' (u)) + (p(0), ¢ (v)) = P

(@' ((p(u), ' (u))) + 2~ ((p(0), ' (2))))
u+Q+(v+0Q))
(u+0)+Q)

o
P

(p(u+0), 9 (u+0)).

15



Additionstheorem/elliptische Kurven §2 Elliptische Kurven

Damit haben wir auflerdem gezeigt, dass
O((u+Q)+ (v+Q)) =D((u+v) +Q)
= (p(u +0),¢'(u +0))
= (p(u), () + (p(v), ©'(0))
=O(u+ Q) + (v +Q)

gilt. Wir haben also nachgewiesen, dass ® ein Homomorphismus ist, welcher nach
(2.2) bijektiv, also ein Isomorphismus, ist.

Wir wollen nun noch die Eigenschaften einer abelschen Gruppe nachweisen

(AG) Fiir A,B,C € E(Q) gilt, da @ und ®~! Homomorphismen sind,
(A+B)+C =@ ' (®(® 1(A)+ P (B))) + > 1(C))

(@71 (@(@7H(A)) + (@7!(B))) + @ 7H(C))

O(®(A+B)+27(C))

P((@71(A) +@71(B)) + @71(C))

=o(o!

= d(

= ®(

(A) + ( '(B)+@71(C)))
O (A + @ HB+0Q))
O 1(A) + & H(D(@!(B)) + (@ (C))))
= (@ 1(A) + D (<I>(<1>’1(B) +71(0))))
=A+ (B+C).

(NE) Das neutrale Element in E(Q) ist durch O gegeben, denn
A+0=0(d 1 (A)+21(0))
———

=0
= (@ 71(4))
=A,
und
O+A=d(d1(0)+d1(A))
—a
=o(@1(A))
= A.
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(IE) Das inverse Element in E(Q) ist durch —A := ®(—®~1(A)) gegeben, denn
A+(-A)=A+d(—d1(A))

— DO 1(A) + &L (D(~d1(A)))

— B(®1(4) - B1(4))

=d(0)

=0.

(KG) Fiir A,B € E(Q) gilt
A+B=®(® 1(A)+ 2 1(B))

= o(® Y(B) + P 1(A))
=B+ A. =

Damit ist aber noch nicht gekldrt, wie man die Summe (15) fiir P,Q € E (man
beachte, dass nun der Punkt O rausgenommen ist) berechnet. Nach dem Additions-
theorem kann man wegen (16) zumindest die erste Komponente des Punktes P + Q
durch die Komponenten von P und Q ausdriicken. Im ndchsten Vortrag werden auf
geometrische Weise explizite Formeln fiir die Komponenten von P + Q hergeleitet.
Man erhilt dadurch unter anderem einen neuen Beweis des Additionstheorems.

Zum Abschluss dieses Paragraphen formulieren wir noch folgende

(2.4) Bemerkung

a) Die Ausnahmerolle des Punktes O = (o0, ) entfillt, wenn man die elliptische
Kurve projektiv beschreibt: Es bezeichne P, (C) den zweidimensionalen projekti-
ven Raum tiber C. Dann gibt es eine kanonische surjektive Abbildung

m: (CxCxC)\{0} —Pr(C)
mit
n(X,Y,Z2)=n(X,Y,7") = (X,Y,Z) =a(X,Y',Z') firein 0 # a € C.
Damit ist die projektive elliptische Kurve zu Q) definiert durch
PE := PE(Q) := {n(x, Y,Z); Y2Z=4X3— ,X7% g3z3} .

Offenbar wird durch (X,Y) — 7(X,Y,1) eine Injektion E — PE definiert und
der Punkt O erscheint als 77(0,1,0). Ndheres dazu werden wir in den Vortriagen
4-7 kennen lernen.

17
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b) Fasst man C/() als Riemannsche Flache auf und betrachtet man E als Kurve im
IP»(C), so definert (14) eine biholomorphe Abbildung. o

§3 Beispiele

In diesem Unterabschnitt geht es zum einen um Beispiele von elliptischen Kurven,
zum anderen um die Anwendung des Additionstheorems an konkreten Aufgaben.

— Beispiele —

(3.1) Beispiele

a) Wir wollen nun den reellen Teil von [E betrachten. Ist () konjugationsstabil, das
heift Q = ), dann sind g2 und g3 nach [K]Satz 3.5 reell und man kann den
reellen Anteil von [E zeichnen. Je nachdem ob 4X3 — ¢, X — g3 drei oder eine
reelle Nullstelle hat, erhidlt man zwei verschiedene Arten von Bildern.

Betrachte zunichst den Fall, dass 4X° — ¢,X — g3 eine reelle Nullstelle hat. Sei
a € R die reelle Nullstelle von 4X3 — ¢, X — ¢3, dann gilt

4X% — ¢2X — g3 < O fur alle X < a,

da 4X3 — ¢, X — g3 fiir X gegen —oo gegen —oo geht (hochster Exponent ist unge-
rade) und kein weiterer Vorzeichenwechsel stattfinden kann, weil 4X° — ¢, X — g3
als Polynom stetig ist. Weiterhin gilt

4X% — ¢ X — g3 > 0 fur alle X > g,

da 4X® — ¢ X — g3 fiir X gegen oo gegen oo geht (hochster Exponent ist un-
gerade). Damit wissen wir, dass fiir 4X° — g,X — g3 < 0 die Gleichung Y? =
4X3 — ¢>X — g3 keine reelle Losung fiir Y hat. Fiir 4X3 — o X — ¢3 > 0 gilt dage-
gen Y = +,/4X3 — ¢, X — g3. Es existieren also fiir alle X > a zwei reelle Werte
Y, wodurch sich folgendes Bild ergibt:
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Betrachte nun den Fall, dass 4X® — ¢ X — g3 drei reelle Nullstellen hat. Seien
a,b,c € Rmita < b < c die reellen Nullstellen von 4X3 — g2 X — g3, dann gilt

4X3 — X — g3 < 0 fiir alle X < g,

da 4X3 — g» X — g3 fiir X gegen —oo gegen —oo geht (hochster Exponent ist unge-
rade) und kein weiterer Vorzeichenwechsel stattfinden kann, da 4X° — DX —g3
als Polynom stetig ist. Weiterhin gilt

4X% — ¢X — g3 > Oftrallea < X < b,

da ein Vorzeichenwechsel von Minus nach Plus stattfinden muss. Es folgt dann,
dass

4X3 — gX —g3 < Ofiiralleb < X <,
da wieder ein Vorzeichenwechsel stattfinden muss, diesmal von Plus nach Minus.
Als letztes ergibt sich dann

4X% — ¢2X — g3 > O ftr alle X > ¢,

da 4X3 — ¢,X — g3 fiir X gegen oo gegen oo geht (hochster Exponent ist un-
gerade). Daraus folgt insgesamt, dass fiir 4X° — goX — ¢3 < 0 die Gleichung
Y2 =4X3 — 22X — g3 keine reelle Losung fiir Y hat. Fiir 4X3 — X —g3 > 0 gilt
dagegen Y = +./4X5 — ¢» X — ¢3. Es existieren also fiirallea < X < bund X > ¢
zwei reelle Werte Y, wodurch sich folgendes Bild ergibt:
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b) Als zweites Beispiel betrachten wir eine sogenannte Fermat-Kurve. Wahlt man
) gemafs [K]Korollar 4.4 mit g = 0,93 = 12?_ = 1728 also p'? = 4> — 1728,

dann folgt aus [K]Bemerkung 4.5, dass () = (Zp + Z). In diesem Fall ist
. : f
die Abbildung
724+Y 72-Y
e — —
f:E=F (XY)— (UYV), U:= 5% , V= 5%

eine Bijektion von
E {(X Y)eCxC; Y?>=4X3-1728 X # o}
auf die Fermat-Kurve
F = {(u,V) cCxC; u3+v3:1}.
Die Umkehrabbildung wird dabei gegeben durch

12 U—v
Y =72 .
TR U+V

FFLF=F,U,V)— (X,Y) mit X :=

Beweis
Es gilt (U, V) € F fiir alle (X,Y) € E, denn mit Y? = 4X3 — 1728 gilt

<72 + Y) N (72 — Y) (5184 +144Y + Y?)(72+Y)
12X 12X 1728X3
N (5184 — 144Y + Y?)(72 - Y)
1728X3
746496 + 432Y2
B 1728X3
746496 + 432(4X3 — 1728)
N 1728X3

=1

20



Additionstheorem/elliptische Kurven §3 Beispiele

Mit dieser Rechnung und der Tatsache, dass jedem Tupel (X, Y) ein eindeutiges
Tupel (U, V) zugeordnet wird, ist die Abbildung wohldefiniert. Wir wollen nun
noch zeigen, dass die Abbildung bijektiv ist.
Um die Injektivitit zu zeigen, seien (U, V), (U, V') € F mit (U,V) = (U, V')
gegeben. Fiir Y # +£72 gilt dann
724+Y 72-Y\ (724+Y 72-Y
12X 7 12X )\ 12X' 7 12X’
o 72+Y  724Y un 72-Y 72-Y
12X 12X 12X 12X
S (724 Y)X = (724 Y)Xund (72 - V)X = (72 - Y X
X' 724y und X 72-Y
X  724Y X 72-Y
= (724+Y)(72-Y) = (72-Y")(72+Y)
& 722472 —72Y - YY' =722 —72Y 4+ 72Y — YY'

sY =Y.

(u,v) = U,V & (

Falls Y = —72 ist, gilt

72+Y
U, V)= (U, V') = 0= 12+X, oY = —72(=Y)
und falls Y = 72 ist, gilt
72 -Y'
(u,v)y=(U,bvh)=0= 5% sY =72(=Y)

Mit Y =Y’ folgt fiir Y # £72:

72+Y 724Y 72-Y 72—
= und

uv) =, v _ _ =
(U, V) = ) Tox = 1% X 12X

also
1 1

——=—— s X=X,
12X 12X/

u,v)=Uu,v') =
Fir Y =Y = +72 folgt

24Y 724Y 72-Y T72-Y

U v) = (U, v’ _ d _ ,
(W)= (U, V) & =5 = Toxr wd o = o5
also 144 144
V=U, V)= —=—eX=X.
(V) =(UV) = 5% = 1% <
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Damit ist die Injektivitdt der Abbildung gezeigt.

Um die Surjektivitdt nachzuweisen sei nun (U, V) € F beliebig. Wihle (X,Y) =

(%,72%), was moglich ist, da U + V # 0 gelten muss, da sonst V = —U

und damit U3 + V3 = 0 im Widerspruch zu (U, V) € F gelten wiirde, dann gilt

U—v U—v
UV 72472U=V 7y _p U=V
f(XY) = f(%/n—wrv) = ( T B

u+v u+v
(72U +V)+72(U—-V) 72(U+V)-72(U—V)
= 144 ’ 144

= (U, V).

Damit ist die Surjektivitdt der Abbildung gezeigt. Aus der Injektivitdt und Sur-
jektivitat der Abbildung ergibt sich somit die Bijektivitét. Es gilt zudem die Rich-
tigkeit der Umkehrabbildung, denn

fXY) = f(aiv, 2057) = (U V),

nach obiger Rechnung. O

(3.2) Beispiel
1) Es gilt
3
0y — B(0(2)° — g29(2) 285 1 (12(p(2))* — 82" . 1
o (2z) = 20 (2) 1 20/ (2) fur alle z € C\zﬁ,
denn p(2z) = —2¢p(z) + § (K‘)l,/ ((ZZ)) )? (siehe (1.3)) ist als Komposition stetig differen-
zierbarer Funktion stetig differenzierbar in z € C\3Q. Differenziert man nun auf
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beiden Seiten der Gleichung nach z, so folgt:

19" (@)p" () (2) = (9"(2))°
4 (¢'(2))3

& ¢ (22) = —p'(z) +

o 19"@)0"(2) 1 (9" (2))°
R e S P TBIL _E(W@

a3 (@02 1 ("))
@ ol = o/ + R - (55)

1oy - —2'(2) +3p(2)(12(p(22 —g2)) _ 1 (9"(2)\]
e ()= 20(2) 4(W@J
<¢p«&g:—4@&@»2+§§ig»3—3p@mz

1 (12(p(2) — g2\

4 ( 20/ (z) >
o of(22) = 2R~ g20(2) 2—52)+ 36(¢(2))° — 3p(2)g2

1 (12(p(2) — g2\

4 < 20/ (z) )

s 28(p(2)) —gap(2) 285 1 (12(p(2))? — g2\’
©p(2) = 20/(2) 3‘1( 20/(2) )

wobei wir bei der dritten Aquivalenz verwendet haben, dass wir nach [K]Korollar
3.3 A wissen, dass 2" (z) = 12(p(z))? — g2, dass also, wenn wir nun die Glei-
chung auf beiden Seiten nach z differenzieren, gilt

20" (z) = 240 (z)p(z) & 9" (z) = 126/ (2) p(2).

2) Es gilt

/ ! " A / ! 3
o) = e+ )+ LG (54

fur alle z,w € C mit z,w,z+ w,z — w ¢ ), denn nach dem Additionstheorem
gilt

'(2)— o (w 2
o(z +w) Z—@(Z)—@(w)J”ll'(%) '
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Differenzieren wir nun beide Seiten einmal nach w und einmal nach z, so erhalten
wir folgende zwei Gleichungen:

i) Differentiation nach w ergibt

S 1@ E) - @) | 1) — o (@) ()
20t w) =00 =3 o @) 2 (9@ - pw))?
, 19"(2)(9'(2) = ¢/ (w))  1(p'(z) — ' (w))?*¢'(2)
O @ @72 (9@ — p(@))?

L 1(p(2) = ¢'()) (p"(2) — p"(w))
2 (p(z) — p(w))?
— — 0 (2) — o (w _1 p/(z)—p/(w) ’
=50 -3 (55 t)
I (¢'(z) — ¢’ (w)) (9" (z) — " (w))
2 (p(z) — p(w))?

Indem man nun beide Seiten durch 2 dividiert, folgt die Behauptung.
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3) Man kann ¢(3z) rational durch p(z) ausdriicken. Dazu sei ohne Einschrankung
z ¢ Q, denn sonst gilt ©(3z) = oo. Zudem sei ohne Einschrankung 2z ¢ Q)
beziehungsweise 3z ¢ (), da sonst p(3z) = p(z 4+ 2z) = p(z) beziehungsweise
p(3z) = co. Mit Hilfe des Additionstheorems folgt dann fiir alle z € C\ ;)

! o 2
- (2)
/ 2 / / / 2
() - o) + LI =B P
wobei ©(2z) nach (1.4) und (p’(z))? nach [K]3.3, der zweiten Differentialglei-

chung, rational durch p(z) darstellbar ist. Es gentigt also, die Ausdriicke (’(2z))?
und 2¢’(2z) ¢’ (z) zu betrachten. Fiir ('(2z))? gilt nach (3.2)(1)

o 28(p(2) —gap(2) +2g5 1 (12(p(2))? — g\’
p(22) = 20/(z) 4( 20/(2) )
woraus
iona . 128(p(2)° — g2p(2) +285 (12(p(2))? — g2\’
(¢'(22))" = =3 20 (2) ( 20/(2) )

28(0(2))° — ga0(2) + 285\ . (1 (12(9(2))* — 82\ )
( 2¢'(2) ) +<4( 2¢'(2) ))

_ (28(p(2)° — 20(2) +285)* | 1 (12(p(2))* — 22)°
4(p'(2))? 16 (2¢'(2))°
1(28(p(2))° — g29(2) +283) (12((2))* — g2)°
2 (2¢'(2))* '

folgt, wobei (p'(z))?, (2¢'(z))* und (2¢’(z))® nach [K]3.3, die zweite Differen-
tialgleichung, rational durch p(z) darstellbar sind. Insgesamt folgt damit, dass
(¢'(2z))? rational durch p(z) darstellbar ist. Betrachte nun 2¢’(2z)¢’(z). Nach
(3.2)(1) gilt wieder

20 (22)¢/(2) = 29/ (z)- (28(”2”3 —ple) t2p 1 (Lp(o) - g2)3)

2¢'(2) 4 2¢'(2)
_ 28(p(2))° — g2p(2) +285 1 (12(p(2))* — 82)°
2 4 (20(2))> 7

wobei (2¢'(z))? nach [K]3.3, die zweite Differentialgleichung, rational durch p(z)
darstellbar ist. Es ist also auch 2¢’(2z) ¢’ (z) rational durch p(z) darstellbar. Damit
folgt insgesamt die Behauptung. o
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