Elliptische Kurven
Vortrag zum Seminar zur Funktionentheorie, 12.11.2007

Martin Raum

Elliptische Funktionen beziehungsweise die Weierstrafische p-Funktion und ihre Ei-
genschaften geben Anlass dazu, gewisse von ihnen induzierte Nullstellengebilde zu
untersuchen. Diese, so wird sich herausstellen, besitzen tatsdchlich aufiergewohn-
lich schone Eigenschaften und ermdglichen es mit ihrer Struktur, Fragestellungen
aus anderen Gebieten ihrerseits zu untersuchen.

Wir werden die geometrischen Eigenschaften mit einer Gruppenstruktur in Verbin-
dung bringen und einige Ergebnisse fiir geeignete Teilmengen angeben. Darauf auf-
bauend sind wir in der Lage, zahlentheoretische Fragestellungen zu betrachten.

§1 Geometrische Verkniipfungen auf einer ell. Kurve

Wir wollen zunédchst an die Definition einer elliptischen Kurve erinnern. Eine ellip-
tische Kurve E ist die Nullstellenmenge von 4X% — ¢ X — ¢35 — Y? € C[X, Y] {iber
C mit g5 — 27¢% # 0. Es liegt nahe, zunachst Schnitte zu betrachten, zum Bei-
spiel den Schnitt mit Geraden. Wenn wir die Nullstellenmenge projektiv betrachten,
wofiir PIE schreiben, stellt sich heraus, dass eine projektive Gerade
Null(aX +bY +c¢Z) := {(x : y : z) € P(C?) : ax + by + cz = 0} genau drei mit
Vielfachheit gezdhlte Schnittpunkte mit IPE besitzt. Im Affinen verschwinden diese
Schnittpunkte eventuell, fiir 2 = b = 0 etwa sogar alle. Dennoch beschranken wir
uns auf diesen Fall, um die Rechnung einfach zu gestalten.

Wir wollen im Folgenden zur Vereinfachung der Notation PE C 7P(C3?) mit
E C C?u {O} identifizieren. Analog benutzen wir ohne weitere Erwdhnung die
Einbettung von A(C?) = C2 in P(C?).

— Eine Gerade durch zwei verschiedene Punkte P,Q € E —

Sind 711, 715 : C?> — C die orthogonalen Projektionen auf die erste beziehungsweise
zweite Komponente, bezeichnen wir mit Xp := 711(P) und Yp := 71, (P) die entspre-
chenden Koordinaten zu einem Punkt P. Wir betrachten zwei Punkte P, Q € E, fiir
die wir Xp # X voraussetzen, um den projektiven Fall zu vermeiden. Dann kénnen
wir die Gerade I' := I'p o durch P, Q als Graph einer Funktion in X angeben:
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(1.1) Definition (Gerade durch P, Q)
Seien P, Q € E mit Xp # Xg. Dann bezeichnen wir mit

Yp — Yg
= d
ap,Q Xp — XQ un
XpYo — XoYp
bp,Q = Yp — aplQXp = Xg — XS

die Steigung beziehungsweise den Ordinatenabschnitt einer Geraden durch P und
Q und setzen
TP,Q = Graph (f :C — C,x — ap,QX + bp,Q)

Unsere nidchste Aufgabe ist es, einen weiteren Schnittpunkt von I'p o mit [E zu be-
stimmen, dessen Existenz wir zundchst annehmen. Sei dieser Punkt mit P e Q be-
nannt. Dann wird einerseits Yp,o = ap,0Xpeg + bp,o gelten miissen. Andererseits
gﬂt fiir (X, Y) € Emit X € {Xp, XQ, Xp.Q} stets

4X3 — g2X — g3 = YZ = (ap,QX + bplQ)Z
= 4(X — Xp)(X — X)(X — Xpeq) + (apoX + bp,g)?
— 4X3 —+ XZ (4(—Xp — XQ — Xp.Q) + ﬂ%/g)
+ X (4(XPXQ + Xpo.Q + XQXPoQ) + Zap,pr’Q)
— 4XpXoXpag + b, -

Dann stimmen die Auswertungen der entsprechenden Polynome an drei Stellen
tiberein und die Polynome haben bereits den hochsten Koeffizienten gemeinsam,
so dass sie als Polynome dritten Grades gleich sind. Also kénnen wir als notwendi-
ge Bedingung an einen Schnittpunkt P e Q die Ubereinstimmung des zweithochsten
Koeffizienten formulieren.

0 = 4(—Xp — XQ — Xp.Q) + ﬂ%,Q

1
= Xp.Q = ZQ%IQ — Xp — XQ.

Dies konnen wir nun zum Anlass nehmen, den Punkt P e Q zu definieren. Dabei
berticksichtigen wir auch den zuvor ausgeschlossenen projektiven Fall.
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(1.2) Definition (Der Punkt P e Q)
Seien P, Q wie in 1.1. Dann wird P e Q definiert vermoge

1
XP-Q = Za%’Q - Xp - XQ und

Ypeg 1= ap,0Xpeq + bp -

Sind P,Q € E mit P # Q und Xp = X, so definieren wir P e Q := O. o

Wir miissen nun fiir den ersten Fall nachrechnen, dass P e Q € E gilt. Der Weg dahin
wurde schon angedeutet:

(1.3) Lemma
Mit P, Q wie in 1.1 gilt:

4X% — ¢9X — g3 = 4(X — Xp)(X — X0)(X — Xpeg) + (apoX + bp,g)*. o

Beweis

Die Gleichheit des hochsten Koeffizienten ist klar. Wir haben Xp,o gerade so ge-
wahlt, dass auch der zweithdchste Koeffizient tibereinstimmt. An zwei verschiede-
nen Stellen, namlich Xp und X, ist die Auswertung gleich:

PcE PeTp,
4X3 — g Xp—g3 = Y3 =7 (apoXp +bp)>

— 4(Xp — Xp)(Xp — X0) (Xp — Xpeg) + (ap,0Xp + bpo)>.
Analog fiir XQ.

Mit zwei gleichen Koeffizienten und zwei gleichen Auswertungen stimmen die Po-
lynome, die Grad drei haben, tiberein. ]

Unsere anfinglich angestellten Uberlegungen fithren nun sofort zum gewiinschten
Ergebnis.

(1.4) Korollar
Fir P,Q € E mit Xp # Xg gilt Pe Q € E. o
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— Eine Tangente durch P € E —

Fir P = Q geht obige Konstruktion in die Tangente durch P {iber. Diese wollen
wir hier betrachten. Wir setzen Yp # 0 voraus, wieder um den projektiven Fall
auszuschliefien.

In diesen Punkten konnen wir die elliptische Kurve lokal als Graphen einer Funktion
f : € — C auffassen und konnen so einen sinnvollen Steigungsbegriff benutzen.

() = (3 -x )
=2YY =12X*>— g

12X% — ¢
Y = _0f
~ 2Y

(1.5) Definition (Tangente in P)
Seien P € E mit Yp # 0. Dann bezeichnen wir mit

12X% — ¢

ap \= ————
2Yp

bp = Yp — ﬂpo

und

die Steigung beziehungsweise den Ordinatenabschnitt einer Tangenten in P an E

und setzen

I'p:=Graph(f:C —C, x+— apx+bp). o

Unter der Annahme einer gewissen Stetigkeit macht es Sinn, in den Uberlegungen
zur Geraden durch P, Q, insbesondere in 1.2, Xg = Xp zu setzen. Dann ergibt sich
als Definition fiir P e P:

(1.6) Definition (Der Punkt P e P)
Sei P wie in 1.5. Dann wird P e P definiert vermoge:

1
Xp.p = Za% — 2Xp und

Ypep := apXp + bp.
Ist P € E mit Yp = 0 so definieren wir Pe P := . o

Wieder miissen wir fiir den ersten Fall beweisen, dass P e P € E gilt. Wir kommen
mit einer analogen Beweisidee zum Erfolg.
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(1.7) Lemma
Mit P wie in 1.5 gilt

4X3 — ¢X — g3 = 4(X — Xp)*(X — Xpap) + (apX + bp)>.

Beweis

Wieder stimmt der hochste Koeffizient tiberein. Als zweithochsten Koeffizienten ha-
ben wir auf der rechten Seite 4(—Xpep — 2Xp) + a5, welcher nach Wahl von Xpep
mit 0 {ibereinstimmt. Analog zur Rechnung in 1.3 gilt Gleichheit der Auswertungen
in Xp. Wir betrachten nun die Ableitungen, die {ibereinstimmen sollen:

12X% — g5 = 8(X — Xp)(X — Xpep) +4(X — Xp)? +2(apX + bp)ap

Bei Einsetzen von Xp geht die rechte Seite tiber in 2(apXp + Yp — apXp)ap = 2Ypap
= 12X% — g». Wir haben also Gleichheit der Auswertung der Polynome und ihrer
Ableitungen in Xp. Zusammen mit der Ubereinstimmung der beiden héchsten Ko-
effizienten ergibt sich hieraus die Gleichheit der beiden Polynome vom Grad drei.[]

(1.8) Korollar
Fir Pc Emit Yp #0gilt Pe P € E. o

Beweis
Indem wir die Aussage aus 1.7 benutzen und Xp,p einsetzen, erhalten wir

4X}ep — §2Xpep — g3 = (apXpep + b3)* = Ypop ,

was uns die Behauptung liefert. O

Bisher ist ® noch nicht auf ganz IPE definiert. Die fehlenden Fille ergdnzen wir
jetzt:

(1.9) Definition (Die Punkte P @ O und O e P)

Fir P = (Xp, Yp) € E definieren wir:
Pe(O:=0eP:=(Xp,—Yp) und dariiber hinaus
Oe0:=0.

Mit e : PEE x PE — IPE haben wir also einer innere Verkniipfung. Unser natiirliches
Interesse wird darin liegen, die Struktur dieser oder abgeleiteter Verkniipfungen zu
untersuchen.
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§2 Zusammenhang mit der p-Funktion
Wir kennen bereits die Bijektion

CI)IC/Q—>IPIE(Q), 74+ 00— {é@(z)/@ (Z)) furz & O,

firz € ),

die uns erlaubt, fiir diesen Abschnitt folgende Vereinbarung fiir u,v € C zu tref-

fen:
P:=du+Q), Q:=d(v+Q).

Nun konnen wir einen ersten strukturellen Zusammenhang zwischen C/() und PE
vermoge ® beweisen.

(2.1) Lemma (Zusammenhang von + und e)
Seien u,v,w € C\Qmitu+v+w € O, so dass u + Q, v+ Q, w+ Q) paarweise
verschieden sind. Dann gilt

PeQ=du+0)ed(v+Q)=d(w+Q)=(—u—v+Q).

Beweis

Wir zeigen, dass ap o und bp g definiert sind. Gilt p(u) = Xp = Xo = p(v), so folgt
u—v € Qoderw =u+v € () Letzeres ist ein Widerspruch zu den Voraussetzun-
gen. Aus dem Ersten folgt u + () = v + (), was ebenfalls ein Widerspruch ist.

Wir kénnen also die Funktion f : z — ©/(z) — (ap,op(z) + bp,qg) betrachten, die als
Summe elliptischer Funktionen zum gleichen Gitter elliptisch ist. Dariiber hinaus
hat ¢’ einen Pol dritter Ordnung in 0 und die beiden anderen Summanden haben
hochstens Pole von Ordnung zwei. Mithin besitzt f einen Pol dritter Ordung in 0.
Auf der Grundmasche sind alle Summanden holomorph aufser in Null und mithin
ist dies der einzige Pol von f. Folglich besitzt f genau drei mit Vielfachheit gezéhlte
Nullstellen in C/Q).

Wir haben
flu) = ' (u) — (ap,op(u) +bpg) = Yp — (apoXp+bpg) =0 und
f(v) = ¢'(v) — (apgp(v) +bpg) = Yq — (ap,oXq +bpg) = 0.

Nun haben wir bereits bewiesen, dass fiir eine Grundmasche M gilt:

Y c-ord(c) € Q.
ceM
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Nennen wir also die drei Nullstellen, die wir in der Grundmasche zu erwarten ha-
ben, u,v,n, die zundchst nicht notwendigerweise verschieden seien miissen. Dann
ergibt sich durch Einsetzen:

0-(=3)+u-1+v-14+n-1€Q

w+Q=n+0

= f(w) = 0.
Wenn wir R := ®(w + Q) setzen, erhalten wir so 0 = f(w) = Yr — (apoXr +
bp,o) und mithin R als Schnittpunkt von der Geraden durch P und Q mit [E. Wir
wollen nun zeigen, dass R = P e Q gilt. Dazu reicht es zu zeigen, dass P e Q von
P und Q verschieden ist, denn wir konnen, da sich durch das Gleichsetzen der
Y-Koordinaten eine Polynomegleichung dritten Grades in einer Variablen ergibt,

maximal drei Schnittpunkte erwarten, und da R # P # Q # R gilt, miissen dann
folglich die Schnittpunkte R und P e Q {ibereinstimmen.

Angenommen, es gilt P e Q = P. Dann auch insbesondere Xp = Xp,g. Es muss
Yp # 0 gelten, denn sonst folgt ' (1) = 0 und auch u +v = 2u € Q also w € Q) mit
Widerspruch zur Voraussetzung. Wir erhalten weiter aus den Polynomgleichheiten
1.3 und 1.7 durch Vergleich der Koeffizienten von X? und X:

4(X — Xp)(X — Xg)(X — Xpeg) + (ap,0X + bp,g)*
= 4(X — Xp)*(X — Xpep) + (apX + bp)?
= 4(—Xp — Xg — Xpeg) +ap,g = 4(—2Xp — Xpep) + ap
N4(XpXg + XpXpeg + XoXpeq) + 2ap,obp,g = 4(X3 + 2XpXpep) + 2apbp
= 4(—Xp — Xg — Xpag) + ap o = 4(—2Xp — Xpap) + ap
N4(XpXg + XpXpeg + XoXpeq) + 2ap,0(Yp — ap,oXp)
= 4(X% 4 2XpXpep) +2ap(Yp —apXp)
= 4(—2Xp — Xg) +ap g = 4(—2Xp — Xpep) + a5
N4(XpXg + XpXp + XoXp) +2ap,o(Yp — ap,oXp)
— 4(X% 4 2XpXpep) +2ap(Yp — apXp),
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wenn wir nun Xp = Xp,g verwenden. Schliefilich erhalten wir unter Beriicksichti-
gung von Yp # 0:
= —4XQ + ﬂ%,Q = —4Xp.p + a%
A Xp(SXQ - 2&1%,Q) + Zﬁlp,QYp = Xp(SXp.p - 2&1%) + 2apr
= 2ap,oYp = 2apYp nach Einsetzen

= apgQ = ap = bp’Q = bp.

Mithin handelt es sich um eine Tangente an P und es existieren hochstens zwei
verschiedene Schnittpunkte im Widerspruch zur Existenz von R, also gilt P e Q # P.
Aus Symmetriegriinden folgt nun auch P e Q # Q und wir sind fertig. [

Auf (C/Q, +) haben wir eine kanonisch von C induzierte Gruppenstruktur, die sich
vermoge P auf PE tibertragt. Mit dem Lemma 2.1 wollen wir diese geometrisch
verstehen. Dazu definieren wir zunichst:

(2.2) Definition
Fir P = (Xp, Yp) € C x C setzen wir
P* = (Xp,—Yp).

Fiir P = O definieren wir dariiber hinaus P* = P = O. o

Nun erhalten wir folgende Aussage.

(2.3) Satz (Geometrische Addition auf PIE)
Fir P, Q € PE gilt:
P+ Q= (PeQ)" und weiterhin

—P = P*.
Beweis

Wir beweisen zundchst die zweite Aussage. Vermoge der durch ® definierten Addi-
tion erhalten wir:

—P = (p(—u), o (—u)) = (p(u), —¢'(u)) = P* fir P #0O
—0O = 0O = O, da O neutrales Element ist.
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Wir betrachten zundchst den Fall P,Q € E C PE. Wenn P, Q, P ¢ Q paarweise ver-
schieden sind, erhalten wir nach 2.1
P+Q=®(@ YP)+o Q) =Pu+v+0Q)=>(—w+Q)
= (p(w), —p'(w)) = (P(w+Q))" = (PeQ)".
Nun sind g, p’ auf C \ Q) stetig und offen und mithin ist das bijektive & Homdomor-
phismus, also ist + auf M := E2\ {(P,P) : Yp = 0} stetig. Gleiches gilt fiir e. Als
homoomorphes Bild von C2\ {(u,u) : u € 3Q} hat M keine isolierten Punkte, die

Menge der Punkte, fiir die wir bereits den Zusammenhang bewiesen haben, liegt
dicht und mithin gilt obiger Zusammenhang auf ganz M.

Sei nun P mit Yp = 0 gegeben. Dann gilt u € %Q \ O, also
P+P=02u+Q)=d(Q)=0=0"= (PeP)".

Fiir P = O oder Q = O folgt die Behauptung sofort aus den Definitionen. [

Das Additionstheorem ist von grundlegendem Interesse. Wir wollen einen weiteren
Beweis angeben, der im Licht des letzten Satzes eine geometrische Interpretation
erlaubt.

(2.4) Satz (Additionstheorem)
Fir alle u,v € Cmit u,v,u v ¢ Q) gilt

o(u+0) +p(u) + p(0) = §

Beweis
Aus 2.1 folgt fur u,v,w = —u—v € C\ Q, wenn u + Q, v+ Q,w + Q paarweise
verschieden sind, unter Beachtung der Definitionen 1.1 und 1.2 :

p(u+0) = p(—w) = p(w)

1

:XPOQZEQ%?,Q_XP_XQ
1/Yr—Yo\?

_ (2229 _x,-x
4(XP_XQ) P Q
1 p’(u)—@’(v))2

= (Z—=——) —pu)—p),
4(mW—@@ () ()
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was nach Umformung sofort zur behaupteten Formel fiihrt.

Aus u,v,u +v ¢ ) und der paarweisen Verschiedenheit der u + Q, v+ Q,w + Q)
folgt, dass u — v € () gilt, denn sonst wiirde u + () = v + () gelten, und so erhalten
wir auch p(u) # p(v) und der Bruch ist wohldefiniert.

Nun sind beide Seiten der zu beweisenden Gleichung stetig auf ihrem Definitions-
bereich, denn die p-Funktion ist dies. Gilt also die geforderte paarweise Verschie-
denheit nicht, sondern wie in der Voraussetzung schwacher u,v,u £ v & (), so folgt
die Formel daraus, dass wir in jeder Umgebung des betrachteten Paares (u,v) € C?
ein entsprechendes Paar (u +¢,v+ &) € C? finden, das alle Voraussetzungen des
schon bewiesenen Teils erfiillt. O

(2.5) Bemerkung
Drei Punkte (a1,a3), (b1, b2), (c1,c2) € C? sind kollinear genau dann, wenn

1 1 1
det| a1 b1 =0
ar bz Co

zutrifft. Da wir P, Q, P @ Q so definiert haben, dass sie auf einer Gerade liegen, folgt
mit 2.1 fir u,0,w € C\Qmitu+v+w € Q

denn fiir nicht paarweise verschiedene u 4 (), v + Q, w + ) ist dies offensichtlich. ¢

§3 Rationale Punkte und eine Anwendung

— PEg < PE —

Wenn Q) ein Gitter zu g»,¢3 € Q ist, so gilt 4X3 — ¢, X — g3 — Y2 € Q[X, Y], also kon-
nen wir die bisher betrachtete Nullstellenmenge IPE auch iiber Q untersuchen, das
heifst die Punkte untersuchen, die rationale Koordinaten besitzen, und bezeichnen
sie dann mit IPEg. Wir konnten im letzten Abschnitt fiir P, Q € E mit P # Q oder
Yp # 0 die Koordinaten Xp, o und Yp_ g rational in Xp, Xo, Yp, Yo und g, darstellen.
Mithin ist IPEq Untergruppe von IPE. Diese besitzt Eigenschaften, die von grofiem
Vorteil sind, so ist sie beispielsweise stets endlich erzeugt.

10
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Wir betrachten zunichst einige Beispiele, bevor wir zu einer Anwendung kom-
men.

(3.1) Beispiele

a) Es ldsst sich zeigen, dass gilt

Fo:= {(u,0) € Q*:u®+0° =1} = {(1,0),(0,1)}.

Vermoge (u,v) — (ul—fv, 725—;2) mit Umkehrung (x,y) — <7122—+xy, 7122_—xy) lasst sich

Fg nun birational auf
Eq = {(x,y) € Q%: y* = 4x> — 1728} = {(12,72), (12, —72)}
abbilden. Mithin ist IPIEg von Ordnung 3 und zyklisch.

b) Wenn wir
E:= {(x,y) € C*:y* = 4x> —4x + 4}

betrachten, sehen wir, dass P := (1,2) € [Eq. Wir rechnen fiir 2P nach:

. _12-12—4_2
P = 22 - s
bp=2-2-1=0,

1
Xop=-22-2.1=-1
2P 4 ’

Yop =2-140=2,
also 2P = (—1,2). Weitere Punkte sind:
3P = (0,—2), 4P = (3,—10), 5P = (5,22)
6P =(L7), 7P=(-L.%), sp= (B -%).
Man kann nun zeigen, dass als Gruppen PEq = (P) = Z gilt. o

(3.2) Bemerkung

Die Eigenschaften von IPE lassen sich zur Faktorisierung einer nattirlichen Zahl n
benutzen. Dieses Verfahren, das H. W. LENSTRA entwickelt hat, hat sich als sehr
effektiv herausgestellt.

Man erzeugt natiirliche Zahlen x,y,¢> und setzt g3 := 4x% — gox — y2. Gilt nun
g5 — 273 # 0, so haben wir

P:= (x,y) € Eq:= {(u,0) : v* = 4u® — gou — g3}
Wir berechnen nun die Vielfachen kP in Z/nZ solange die Nenner in 1.5 bezie-

hungsweise 1.1 teilerfremd zu 7 sind. So erhalten wir entweder die Punkte kP auf
Eqg(mod n) oder einen Teiler von n. o

11
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— Eine Anwendung in der Zahlentheorie —

(3.3) Definition (Dreieckszahlen)

Eine positive ganze Zahl f € Z- heifst Dreieckszahl oder HERON-Zahl, genau dann
wenn es ein rechtwinkliges Dreieck mit rationalen Seitenldngen a,b,c € Q und Fla-
che f gibt. o

(3.4) Bemerkung

Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dass ¢ > a,b gilt. Fiir die Untersu-
chung der Dreieckszahlen, kann man ohne weitere Einschrankung annehmen, dass
f quadratfrei ist, da fiir n € IN gilt:

n’f = 1(na)(nb) mit na, nb € Q,

2
lab b
iz 42 mit E,— c Q.
n 2nn nn o

Mit rechtwinkligen Dreiecken in direktem Zusammenhang stehen pythagoreische
Tripel.

(3.5) Definition (Pythagoreische Tripel)
Ein Tripel (a,b,c) € IN® heifit pythagoreisch, wenn gilt a> + b* = c?. Gilt dariiber
hinaus ggT(a,b,c) = 1, nennen wir dieses Tripel primitiv. o

Es ist nun eine erste Idee, pythagoreische Tripel zur Losung des Problems heran-
zuziehen. Wir beweisen zunidchst ein Ergebnis zu diesen Tripeln, mit dem wir das
betrachtete Problem beschreiben konnen.
(3.6) Lemma
Sei (a,b,c) € Z3 ein primitives pythagoreisches Tripel mit 2 | b. Dann existieren
u,v € Z mit

a=u?—v% b=2uv, c=u®+ 02

Esgiltu >v >0, u # v (mod 2). o

Beweis
Wir zeigen zuerst, dass CiT” eine Quadratzahl ist.

Bezeichne ny(z) fiir p prim und z € IN die Potenz von p in der Primfaktorzerlegung
von z. Dass 2 | ¢ +a gilt, ist klar, da 2 { g, c.

12
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Wir haben (c + a)(c —a) = ¢® — a?> = b%. Angenommen, es gilt 4 | ¢ + a,¢ — a. Dann
erhalten wir durch Addition beziehungsweise Subtraktion:

cta

Z
1 c
c+a c—a 2c c a
=5 g T3~y

Dann aber ist (a/2,b/2,c/2) ein pythagoreisches Tripel und (a, b, ¢) war nicht primi-
tiv, also gilt ny(c +4a) = 1 oder ny(c —a) = 1, und da 2 | ny(b?) gilt mit
ny(b%) = ny(c+a) +ny(c — a), folgt 2 | np(52) .

Sei nun p # 2 eine Primzahl. Angenommen, es gilt p | ¢ + 4, c — a, dann folgt analog

zum obigen Vorgehen
cta

p
c

cZ

N

cZ

2a
= —,—
p

= |

= cZ.

7

< |0
<R

Wegen a® 4 b = ¢? gilt dariiber hinaus p | b und (a, b, ) wire nicht primitiv. Folglich
haben wir n,(c 4+ a) = 0 oder ny(c —a) = 0, und da 2 | n,(b?) gilt, folgt schlieflich
2|y (55°).

Die Zahlen (c £a)/2 sind also tatsdchlich Quadratzahlen und wir kénnen definieren

c+a c—a
V=

=\ 2

Dann sind u,v positive ganze Zahlen. Man rechnet direkt nach, dass 3.6 gilt. Da
a = u®> —v? und 21 a gilt, folgt daraus auch u # v (mod 2) und u > v > 0. O

(3.7) Proposition
Eine positive ganze, quadratfreie Zahl f ist genau dann eine Dreieckszahl, wenn es
eine ganze Zahl g4 und teilerfremde ganze Zahlen u, v gibt mit

7 f =uo(u? —v*) A u>v,u#ov(mod?2).
Beweis
Sei f Dreieckszahl. Man wdhle a,b, c nach der Definition 3.3 und g € N, so dass

qa,qb, qc ein primitives pythagoreisches Tripel ist. Wir wollen ohne Einschrankung
annehmen, dass gb gerade ist.
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Um zu zeigen, dass dies moglich ist, nehmen wir an, es gilt 2 1 ga, gb. Dann folgt
2 | (gc)? und mithin 4 | (gc). Wegen 2 1 ga,qb gilt (ga)?, (gb)> = 1 (mod 4).
Schlieflich ist 2 = (ga)? + (qb)? = (gc)?> = 0 (mod4) ein Widerspruch. Wir kénnen
also tatsdchlich ohne Einschrankung qb als gerade voraussetzen.

Nun kénnen wir u,v nach 3.6 zu (qa,qb,qc) wahlen und erhalten g*f = lgagb
= uv(u® — v?), was gefordert war.

Ist umgekehrt eine Darstellung nach 3.7 gegeben, so setzen wir

22 2,2
a:=t_r, b:zzﬁ‘Tv, c::—”j;v
4,4 5 2.2, 422
und erhalten a2 + b? = 4L12 2220 T — 2 und f = ql—zuv(u2 —v?) = Lba. O

Damit haben wir allerdings nur bewiesen, dass es sich um ein Semi-Entscheidungs-
verfahren fiir die Dreieckszahlen handelt. Dieses ist dariiber hinaus nicht sonderlich
effektiv, da sehr grofse g, u, v auftreten konnen.

(3.8) Beispiel

Die 19 quadratfreien Dreieckszahlen < 50 sind 5, 6, 7, 13, 14, 15, 21, 22, 23, 29, 30,
31, 34, 37, 38, 39, 41, 46, 47. Fiir 47 erhalten wir bereits g = 12111037689240 ~ 10'3,
u = 14561856 ~ 107, v = 2289169 =~ 10°. Eine Dreieckszahl mit groem g, u, v ist
157. Hier er gibt sich

g = 8912332268928859588025535178967163570016480830 ~ 104,

u = 443624018997429899709925 = 107,
v = 166136231668185267540804 ~ 10%.

Folgender Zusammenhang stellt dagegen eine Moglichkeit dar, das Problem mit
anderen Methoden zu behandeln.

(3.9) Lemma
Fiir eine positive, quadratfreie ganze Zahl f sind dquivalent:

(i) f ist eine Dreieckszahl

(i) Es existiert ein rationaler Punkt (x,y) auf der elliptischen Kurve
Y? = 4X3 —4f%X, so dass x ein Quadrat in Q mit geradem v(x) und
geT({(x), f) = 1 ist, wo v(g) den Nenner und {(q) den Zahler einer Zahl
0 # g € Q in gekiirzter Darstellung angibt. o
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Beweis

(i) = (ii) : Seien a, b, c € Q aus der Definition der Dreieckszahlen 3.3 entnommen und
q = kgV(v(a),v(b)). Da f quadratfrei ist, ist (ga,qb, gc) primitives pythagoreisches
Tripel. Um dies zu zeigen, stellen wir a,b dar als a = ar/(an - gn), b = br/ (bn - gN)
mit teilerfremden an und by, weiter ag teilerfremd zu ay und gy und schlief3-
lich bR teilerfremd zu by und gn. Dann gilt g2 = arby und gb = bran. Gilt nun
n | qa, gb fiir ein n € IN, erhalten wir wegen der verlangten Teilerfremdheiten hieraus
n | ag,br. Ist 2 # n, gelangen wir wieder wegen der geforderten Teilerfremdheiten
und n? | f = agbr/ (ZaNbNglz\T) zu einem Widerspruch.

Wir beweisen nun noch, dass aus 2 | ga,qb auch 4 | f folgt. Es gilt 422> = 0(mod 16)
oder g2a> = 4(mod 16) und dann auch g%a + g?b*> = ¢*c> € {0,4,8} + Z/16Z. Da es
sich aber um eine Quadratzahl handelt, fallt 8 als Moglichkeit weg. Dann galt aber
tiir mindestens einer der beiden Zahlen ga, qb bereits, dass sie von 4 geteilt wird. Da
nun fiir n = 2 bereits 2 { ay, by, gn gilt, erhalten wir 4 | f = agbr/(2anbngy;) als
Widerspruch zur Quadratfreiheit von f.

Dabher ist (ga, gb,qc) primitiv und wir konnen nach 3.6 u,v € Z zu diesem Tripel
wdhlen.

Nun ist g¢ = u? + v* ungerade und mithin auch {(c). Dann aber ist v(x) fiir x := (§)?
gerade, weil sich der Faktor zwei nicht herauskiirzt. Da ggT(ga, gb) = 1 und wegen
aR | ga und by | gb auch insbesondere ggT(ag, br) = 1 gilt, erhalten wir

ggT(¢(x), f) = ggT (5 (az Z bz) /¢ (%»

= ggT((a* + bz),@) =1,

|a&b¥+aZ b} -larbr

denn ein gemeinsamer Primteiler, der ag teilt, wiirde auch aszﬁ teilen, was nicht
moglich ist. Fiir gemeinsame Teiler, die by teilen, folgt analog ein Widerspruch.

Wir haben schliefdlich

2 2 2
xtf=" Zb i%ab: (”jztb) ,

43 —4f%x = 4x(x® — f2) = 4x(x+ f)(x — f)

_ A(a+b)?*(a—b)?
N 16

= y* € Q%
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(ii) = (i) : Seien & := \/x € Q, B := £. Da (x,y) auf der elliptischen Kurve liegt, gilt
PP =4x? —4f? & PP+ af? = dx’

Nach Voraussetzung ist v(x) und dann auch t := v(«) gerade. Da f ganz ist, erhalten
wir aus der letzten Gleichung v(B?) = v(4x?) = t*/4. Dann ist also (1*8/2,t*f, t*x)
wegen t2x = {(x), #* = v(x) und ggT(v(x)f,Z(x)) = 1 ein primitives pythagorei-
sches Tripel und wir konnen u, v nach 3.6 wahlen, was zu

2
% =u? —0?, f =2uv, t?a® = u®+v?
fithrt. Nach der letzten Gleichung ist (u,v,tx) pythagoreisch und mithin auch

(3,22 2). Es ergibt sich ein Flicheninhalt des entsprechenden Dreiecks zu
2u2v __ 2uv _ f U]
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