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Vortrag zum Seminar zur Funktionentheorie 10.12. 2007

Corinna Wiibling

Dieser Vortrag beschiftigt sich mit Dirichlet-Reihen. Im ersten Abschnitt werden
die Dirichlet-Reihen definiert und typische Beispiele genannt. Der zweite Teil dieses
Vortrags wird sich dann mit der Konvergenz der Dirichlet-Reihen auseinandersetzen
und ein Kriterium zur Berechnung der Konvergenzabszisse angeben.

§1 Motivation und Definition der Dirichlet-Reihen

Die Dirichlet-Reihen spielen in der analytischen Zahlentheorie eine entscheidende
Rolle, so wie die Potenzreihen in der Funktionentheorie.

Bei der Theorie der Potenzreihen nimmt man die Potenzfunktionen z +— z" (mit n €
N, z€ C) als zugrundeliegende Funktionen und das Ziel besteht dann darin, belie-
bige Funktionen als unendliche Linearkombinationen dieser speziellen Funktionen
darzustellen. Man erhilt die Potenzreihen

(o0]
Y an(z—20)" z, 20, an € C, n € Ny,
n=0

wobei zy Entwicklungspunkt der Potenzreihe genannt wird.

Bei den Dirichletschen Reihen nimmt man hingegen die Exponentialfunktionen z +—
e~? (mit A € R) als Grundlage. Da R im Gegensatz zu N allerdings nicht abzahl-
bar ist, beschréankt man sich auf die Folge {z — e **},cN, wobei A, reell ist und
0.B.d A A <Ay < <Ay — oogilt.

Im Folgenden wird eine komplexe Zahl mit s bezeichnet und es gilt s = o +
itmito, t € R.
(1.1) Definition (Dirichletsche Reihe)

Eine Dirichletsche Reihe ist eine Reihe

(o]

Z ane—/\ns’

n=1

wobei A; reelle Zahlen mit Ay < Ay < -+ < Ay sind, die a, beliebige komplexe
Zahlen und s = ¢ + it eine komplexe Zahl in der oben eingefiihrten Darstellung. <
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(1.2) Beispiel
a) Wahlt man A, = n, dann erhélt man die Dirichletsche Reihe

o
Y ane ™.
n=1

Wenn man hier nun die Substituation e=° = z durchfiihrt, bekommt man eine

Potenzreihe mit Entwicklungspunkt 0 und a9 = 0, also )" ; a,z".
b) Wahlt man A, = log(n), dann erhilt man die Dirichletsche Reihe
- —log(n)s _ a log —s
Y age =) a, Z ayn
n=1 n=1

Dieser Fall ist fiir die analytische Zahlentheorie besonders wichtig. Eine Reihe
dieser Gestalt heifst gewdhnliche Dirichletsche Reihe. o

§2 Konvergenz der Dirichlet-Reihen

— Motivation —

Als néchstes beschiftigen wir uns nun mit der Frage, wann und wo eine Dirichlet-
sche Reihe konvergiert.

Bei den Potenzreihen haben wir gesehen, dass es zu jeder komplexen Potenzreihe
Yo oan(z —z0)" mit zy € C einen eindeutig bestimmten Konvergenzradius R €
R* U {oo} gibt, so dass gilt

i " konvergiert absolut fiir alle z € C mit |z — zg| < R
an(z — zo
! divergiert fiir alle z € C mit |z — z9| > R.

(vgl. [K] IV(4.5), wobei [K] auf Krieg, Analysis I — IV, 2003 — 2006 verweist)

An dieser Stelle bleibt noch anzumerken, dass tiber das Verhalten auf dem Rand
(]z — zo| = R) nichts ausgesagt werden kann und dass aus der absoluten Konvergenz
auch immer die Konvergenz der Reihe folgt.

Nun soll dieser Satz auf das Beispiel (1.2)(a) angewendet werden. Hier gilt A, = n,
und mit Hilfe der Transformation e~* = z kann man den Satz {iber die Konvergenz
von Potenzreihen direkt auf die Verdnderliche s tibertragen.
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Nach dem eben erwihnten Satz konvergiert die Reihe fiir |z] < R firein R €
R4 U{co}). Nun gilt aber fiir R > 0, dass

|zl <R&|e7®| <R daz=¢"
1 1
&5 < R dae™® = = und |exp(s)| = exp(Re(s))
1
@E<e" dae” >0,R>0

1

& log <E> < log(e”) da log monoton wachsend
1

& log <E) <0

und somit folgt die Konvergenz der Reihe fiir ¢ > log(). Analog ist |z| > R aqui-
valent zu ¢ < log(%), also folgt in diesem Fall die Divergenz der Reihe. Der Fall
R = 0 wurde bisher von den Betrachtungen ausgeschlossen. In diesem Fall liegt
eine punktweise Konvergenz im Entwicklungspunkt der Potenzreihe vor.

Insgesamt folgt: ) > ; a,e™" konvergiert fiir alle s mit o > 0y und divergiert fiir
alle s mit o < 0y, wobei 0y = log(%). Auf der Geraden o = 0y kann keine Aussage
beztiglich der Konvergenz gemacht werden (wie bei den Potenzreihen auf dem Rand
des Konvergenzkreises (|z| = R)).

Der folgende Satz zeigt nun, dass das Konvergenzverhalten dieses Beispiels typisch
tir die Dirichletschen Reihen ist.

(2.1) Satz und Definition

Ist die Reihe )7 ; ape M fiir s = s konvergent, so konvergiert sie auch fiir alle s
mit Re(s) > Re(sp), und zwar gleichmifig auf kompakten Mengen. Somit existiert
eine Zahl 0p, so dass die Reihe fiir alle s mit o > 0y konvergiert und fiir alle s mit
o < op divergiert. Falls die Reihe tiberall konvergiert beziehungsweise divergiert,
setze 0p gleich —oco beziehungsweise oo.

Die in dem Gebiet ¢ > 0y durch
f(S) — 2 anef/\”s
n=1

definierte Funktion von s ist dort holomorph und die Ableitungen von f sind gege-
ben durch

FO(s) = (=1)F 1 Ajane M,
n=1
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wobei diese Dirichletschen Reihen ebenfalls fiir ¢ > ¢y konvergiert.

Die Zahl 0y € R heifit Konvergenzabszisse der Dirichletschen Reihe. o

Beweis
Zeige: Die Dirichletsche Reihe konvergiert fiir alle s mit Re(s) > Re(sp), und zwar
gleichméaflig auf kompakten Mengen.

Dazu werden zuerst folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

N
A(N) = ;an ,

N
AM,N) =Y a,,
n=M

AMM—-1)=0  fir N> M.

Diese Aussage wird hier nicht nur fiir alle kompakten Mengen mir Re(s) > Re(s)
bewiesen, sondern fiir

larg(s — so)| < T

Blo TR0l =5 2

Dieses ist mehr als der Satz fordert, da jede in {s|c > 0y} enthaltene kompakte
Menge K in solch einem Winkel enthalten ist.

&
V2

t

IS B

IS B

S0

arg(s —sp)| < X —¢
|arg(s —so)| < 3

O.B.d. A. kann man sy = 0 voraussetzen. Ersetze dazu gebenenfalls a,, durch Ay e nso
und s durch s — so. Dann ergibt sich die Dirichletsche Reihe Y% ; a,e~*n%0e~An(s=50),

Wir haben nun also die Dirichletsche Reihe Y2 ; a,e~*#%, die an der Stelle s = sy = 0
die Form }_;° ; a, hat und dort nach Voraussetzung konvergiert.
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Die Konvergenz der Reihe ) > ; 4, ist nach dem Cauchy-Kriterium fiir Reihen ([K]
IV(1.8)) dquivalent dazu, dass es zu jedem vorgebenen ¢; > 0 ein Ny € IN gibt, so
dass |A(M,N)| = | XN, 4| < e fiir alle N > M > N gilt.

Fir N > M > Ny gilt mit Hilfe der abelschen partiellen Summation ([K] IV(1.11))

N
n=M

+ Z (Ll1 + -+ ﬂM_l)(eiA"S — ei/\”ﬂs)
n=M

(. J/
-~

:(g1+...+aM71) (g_)‘MS—g_AN+15)

1+---+ LZM_l)e_ANHS - (ﬂ1 +--+ aM—l)e_/\MS

A(M,n)(e M — e~ Mn+18) 1 A(M, N)e *N+1

Il
+
M= £

= 3
- =

= Y A(M,n)(e M — emMu+18) 4 A(M, N)e N — A(M, N)e M8

=
[
<

+A(M,N)e s

N-1

A(M,n)(e M — e Mt18) 1 A(M, N)e N

iy

n
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Andererseits gilt

Ant1
|e_A"S — e_/\”+1s| = s / e “dul
An
Ant1
< |s| / o5 |du ([K] XVII(1.3)(c) und
An

Stetigkeit der Exponentialfunktion)

An+1
= |s| / e "du
An

— ﬂ(e—)\no _ e—/\n+1U) ,

o

und % ist im Bereich |arg(s —sp)| < 5 — e < Z mit 5o = 0 beschrinkt. Dies gilt,
da es fiir s mit |arg(s)| < 5 — e < T eine Polarkoordinatendarstellung s = pe'? mit
p>0und —(5 —¢) < ¢ < (5 —¢) gibt; dann folgt

sl _ dplle?l _ p 1

1
o Re(pei)  pcosg cosp ~ cos(E—e) ¢

und somit ist |%| in diesem Bereich beschrankt.
Definiere nun noch Nj := min{n € N |e~*“(C+1) < 1}.

Fiir o = Re(s) > Re(sg) = 0 folgt nun insgesamt



Dirichlet-Reihen I §2 Konvergenz der Dirichlet-Reihen

N —
3 e | < X LA e — e M | AM,N) e
=M n=M <\21 <C(e=Ano—eMn417) <&
N-1
< Cep Y (M7 —e M%) 4gqlem NS
n=M
N-1
=Cey ) (e —eM1%) 4 gem /N7 (lexp(z)| = exp(Re(z)))
n=M
= Cel(e_)\MU _ Q_\/\/I\E ) + Sle—ANO’

>0, da —Apno0 reell
< Cey(e7™M7) 4 ge™ N0

< (C—i-l)Slei/\NOU <e. (max{No,Nl} <M<N; M <A< )

Hieraus folgt die gleichméBige Konvergenz von Y0° ; a,e " auf |arg(s — sp)| <

7 —& < 5 und damit auf jedem Kompaktum in {s | Re(s) > Re(sp)}.

Nun ist auch klar, dass ein 0y € RU {+o0} existiert, so dass die Dirichletsche Reihe
tir alle s mit ¢ > oy konvergiert und fiir alle s mit ¢ < oy divergiert; dabei bedeutet
09 gleich —oco oder oo, dass die Reihe tiberall konvergiert beziehungsweise divergiert.

Weiterhin gilt fir die auf dem Gebiet ¢ > oy durch f(s) = Y ; ase " definierte
Funktion von s, dass sie dort holomorph ist. Dieses folgt aus dem Satz von Wei-
erstrass ([K] XVIII(5.1)). Die Funktionen Sy : s +— ZnN:1 ape M sind holomorph,
da die a, aus C sind und die Exponentialfunktion eine ganze Funktion ist. Weiter-
hin konvergiert die Funktionenfolge (Sy)n>1 = (ZnN:1 ane %) N> flir o > op lokal
gleichmaBig gegen die Funktion f : s +— Yo" ;a,e "5, Nach dem oben erwahn-
ten Satz folgt nun, dass f ebenfalls holomorph ist und (S%{)) N>1 flir jedes k € IN
ebenfalls lokal gleichmaflig gegen f (k) konvergiert. Man darf die Reihe nun also
gliedweise differenzieren und erhalt damit

FR () = (=1)F ) A g, e~
n=1

Im Folgenden wird thematisiert, wie man die Konvergenzabszisse ¢y einer Dirich-
letschen Reihe bestimmen kann.
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Bei den komplexen Potenzreihen ;" ;a,(z — z)" gilt der Satz von Cauchy-Hada-
mard ([K] IV(4.8)), der besagt, dass fiir den Konvergenzradius R gilt

1

R = ,
lim sup {/|ay|

n—oo

wobei % als co und é als 0 definiert werden.

Der folgende Satz enthilt nun eine analoge Formel fiir die Konvergenzabszisse oy in
Abhidngigkeit von den Koeffizienten A,,.

(2.2) Satz
Sei Y-%° | aye " eine Dirichletsche Reihe mit Y7 ; a,, divergent. Dann ist die Kon-
vergenzabszisse oy durch

log |A(N)|

0p = limsup pYe

N—oo

gegeben. o

Beweis
Wir beweisen diesen Satz der Einfachheit halber nur fiir den spéter benétigten Fall
von gewohnlichen Dirichletschen Reihen ), ; a,n~%, also A, = logn.

Wir zeigen nun:

1 log[A(N)| _ . _ (N
0y = h?\injolip ogN inf{u | A(Nl— O(N*)}
:;ﬁ

Die Gleichung A(N) = O(N") bedeutet, dass eine Zahl B > 0 existiert, fuir die
|A(N)| < BN* fiir alle N gilt.

Es gilt, dass ), a, gleich der Dirichletschen Reihe an der Stelle s = 0 ist. Des-
halb ist 0, > 0. Andererseits folgt aus der Divergenz der Reihe )’ ;a, auch,
dass (XN_, a,)n>1 keine Nullfolge ist. Damit ein B > 0 existieren kann, so dass
|A(N)| < BN* fiir alle N € IN gilt, muss also « > 0 sein.

Beweisaufbau:

l.og >
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2.7 >0y (aus 1. und 2. folgt 0y = )
3.p="7
zu 1: (zu zeigen: 0y > 7y)

Ist o > 09, konvergiert die Reihe ), ; 2,71~ nach (2.1). Dementsprechend existiert
nach [K] IV(1.9) auch ein C > 0, fiir das gilt

N
) Z an 7
n=1

Mit Hilfe der abelschen partiellen Summation (IV (1.11)) erhélt man

N
|AN)| = | Y (ann=")n”
n=1
N n
— Z[(Zamm )(n —(n+1)° ] Zamm (N+1)7
n=1 m=1
N-1 n
- [(Zamm >(n —(n+1)° }—1—241” “INY7
n=1 m=1
N-1 n
< Y| 3 awm | ((n 1) =) + | > aun | N°
n=1 m=1 \;1 _
<C <C

(A-Ungleichung und ¢ > 0, da o > 0y)

N-1
<C)Y ((n+1)7—n")+CN°
1/1:1 g
=(N7-1)
< 2CN°.

Daraus folgt v < ¢, und da dieses fiir alle o mit o > 0y gilt, folgt v < oy.
zu 2: (zu zeigen: y > 0p)

Sei o > <. Dann gilt wieder mit der abelschen partiellen Summation
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Y am 7 = % An)(n™7 —(n+1)"7) +AN)(N+1)77
n=1

= Y Am) (1™~ (n+ 1)) + A(N)(N) 7.

J/

?’Z:]. Ve N

(*) ()

Wiahle nun a mit ¥ < & < ¢ (z.B. « = %) und C mit |A(N)| < CN¥ fiir alle N

(existiert nach Voraussetzung).

Hiermit gilt fir ()

[Am)(n™" = (n+1)"%)| = |A)| (77— (n+1)77)]
<Cn%(nach Vor.)
<Cn*(n%—(n+1)77)
n+1

= Con* / x "7 ldx
n
n+1

< Con" / n " ldx

n

= Con® 771,
Nun folgt
N-1 N-1
Y JAn)(n "= (n+1)"9)| < Co } n* ot
n=1 n=1

N-1 1
=Co ’;1 o)

Da (0 — «) groBer als 0 ist, folgt, dass die Reihe Y, ; |A(n)(n=7 — (n+1)~7)| absolut

konvergent (vgl. [K] VII(3.8)) und damit auch konvergent ist.

Fiir (*x) erhdlt man

[AN)NTT[ = [AN)[ IN77] < CN*77 —— 0.
N—— N—co

<CN*

10
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Insgesamt folgt nun, dass limy e, Y1 4,77 endlich ist. Die Dirichletsche Reihe
konvergiert also und dementsprechend muss ¢ > 0y gelten. Da dieses nach Vor-
aussetzung fiir alle o gilt, die grofier als < sind, folgt die Behauptung, dass v > oy
gilt.

Aus den ersten beiden Teilbeweisen erhdlt man die Gleichheit von ¢ und ¢y. Nun
bleibt noch die Gleichheit von y und B zu zeigen.

zu 3: (zu zeigen: y = P)
zu 3.1 (zu zeigen: v > B)
Aus o > 1 folgt, dass ein B > 0 existiert mit |[A(N)| < BNV fiir alle N.

Dann folgt

log [A(N)| _ log(BN)

logN — logN
__logB  log(N7)
logN ~ logN
_logB oclogN
logN  logN
_ logB

g ——0.

- log N N—oo
Aus dieser Rechnung folgt, dass fiir alle o mit ¢ > vy gilt, dass ¢ > p erfiillt ist; also
folgt, dass v > B gilt.
zu 3.2 (zu zeigen: v < p)

Sei ¢ > B. Dann existiert ein Ny € IN mit lm‘gl(‘)‘g—g\]w < o fiir alle N > Nj. Es gilt

log [A(N)]

< <
ogN = 0 < log|A(N)| <clogN

& log|A(N)| < log(N%)

< |A(N)| < NY fir alle N > Ny .

Daraus folgt |A(N)| < BN fiir alle N € IN, wobei B := max{1, |[A(n)n 7|;1 <n <
Np}, also gilt A(N) = O(NY), und damit folgt o > v, und da das wieder fiir alle o
mit o > B gilt, folgt B > 7.

11
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Aus den letzten beiden Teilbeweisen folgt die Gleichheit von g und v und damit
insgesamt, dass oy gleich B ist. [

(2.3) Bemerkung

Im allgemeinen Fall, das heifit, wenn statt log N ein beliebiges A, betrachtet wird,
ist der Beweis analog durchzufiihren. Hierbei ist oy durch inf{a | 3B > 0; |[A(N)| <
BeM*} definiert. Die Voraussetzung, dass die Reihe Y°°_; a, divergiert, ist wichtig,
da man hieraus schliefSen kann, dass oy und v grofier gleich Null sind (siehe oben).
Falls Y 7> ; ay, konverglert gilt der Satz noch, wenn wir A(N) durch ), a, ersetzen
(hierzu schitze YV, a, im Beweis durch O((N — M + 1)%) ab). Dariiberhinaus kann
man durch Verschiebung (aufler im Fall 0y = —o0) auch immer erreichen, dass oy > 0
und somit ) ;> ; a, divergent ist. o

(2.4) Beispiel
a) Die Riemannsche Zetafunktion lautet

Sie ist eine gewéhnliche Dirichlet-Reihe mit A, = log(n), a, = 1, A(N) =
Yaal=
Nach Satz (2.2) erhélt man nun:

log [A(N)|

g 1. —_— = 1. _—
e T T

also ist die Riemannsche Zeta-Funktion definiert fiir o > 1.

b) Bei der Funktion
1 1

o) =1- 55—

gilt, dass a, = (—1)""1, also

A(N) = 1, falls N ungerade,
B 0, falls N gerade.

Mit Satz (2.2) erhadlt man dann

Noew  logN N—oo log N

12
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Dementsprechend ist diese Funktion definiert fiir o > 0.

Fiir o > 1 gilt

OB
={(s) —27°¢(s)
= (1-2"%)¢(s)

An dieser Rechnung sieht man, dass man {(s) in der Halbebene o > 0 mero-

morph fortsetzen kann durch (ﬂ;),s) (vgl. Def. [K] XX(3.1)).

2kt
log?2

Diese Funktion ist meromorph, da Pole hochstens in den Punkten s = 1 —
mit k € Z vorliegen konnen. Dies gilt, da

2175 =1 & exp((1—5)log(2)) =1
< (1—s)log(2) = 2mik fireink € Z
< log(2) —slog(2) = 2mik fureink € Z
log(2)  2mik

<:>10g(2) _log(Z) =3 fireink € Z
2krti o
1—m—s fureink € Z

In diesen Punkten liegt jeweils eine Nullstelle erster Ordnung von (1 — 2!~%) vor
und da ¢(s) weder wesentliche Singularitidten noch Pole besitzt (da die Reihen-
darstellung fiir 1 konvergent ist), handelt es sich insgesamt hochstens um Pole
erster Ordnung. o

An diesem Beispiel sieht man einen entscheidenden Unterschied zwischen den Di-
richletschen Reihen und den Potenzreihen. Die Potenzreihen

Y an(z—z0)" und ) |au|(z—z)"
n=0 n=0

13



Dirichlet-Reihen I §2 Konvergenz der Dirichlet-Reihen

haben den gleichen Konvergenzradius, wie man an der Formel

R_ 1
limsup {/|ay|
n—oo

direkt sehen kann. Aufler auf dem Rand des Konvergenzkreises kann man {iberall
sagen, dass die Potenzreihe dort, wo sie konvergiert, auch absolut konvergent ist.

Dieses ist bei den Dirichletschen Reihen nicht der Fall. Die Dirichletsche Reihe im
Beispiel (2.3)(b) (¢(s) =1— 21—5 + % —...) ist fur o > 0 konvergent. Die Riemannsche
Zetafunktion ist die entsprechende Funktion mit positiven Gliedern ({(s) =1+ 21—5 +
% + 41—5 +...), und diese ist, wie im Beispiel (2.3)(a) gezeigt wurde, nur fiir c > 1
konvergent.

Néahere Einzelheiten zu den Konvergenzabszissen oy und ¢; von Dirichletschen Rei-
hen der Form Y, ; a,n° und Y ; |a,|n° wird der ndchste Vortrag beinhalten.
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