Dirichlet - Reihen III

Vortrag zum Seminar zur Funktionentheorie, 07.01.2008

Sophia Dahmen

In diesem Vortrag geht es darum, einige Dirichlet-Reihen mit multiplikativen Koef-
fizienten kennen zu lernen und den Zusammenhang zwischen verschiedenen Koef-
fizienten und den zugehorigen Reihen ndher zu untersuchen.

§1 Die Mobiussche Umkehrformel

Ein Zusammenhang zwischen den Koeffizienten zweier Dirichlet-Reihen kann bei-
spielsweise durch die Mobiussche Umkehrformel gegeben sein. Daher definieren
und untersuchen wir nun zunichst die Mobiussche Funktion, um mit ihrer Hilfe
dann die Mobiussche Umkehrformel zu erhalten.

(1.1) Definition
Die Funktion

u:IN—C,
1, fallsn =1,
u(n) =10, falls die Primfaktorzerlegung von n ein Quadrat enthalt,
(—1)K, falls n in k paarweise verschiedene Primfaktoren zerfallt,
nennt man Mobiussche Funktion. o
(1.2) Lemma
Die Mobiussche Funktion ist multiplikativ. o
Beweis

Seien m,n € N mit ggT(m,n) = 1.

1. Fall: Die Zahlen m und n zerfallen in paarweise verschiedene Primfaktoren, also

m=pPu1--.- Pm,i mit Pm1 < Pm2--- < Pmi €P,

N =pui----Pnj mit Pug < Pn2--. < Pnj € P.
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Dann gilt

plnm) = p(pwa - pwipu - puj) = (1) = (=) (=1)) = p(m) - p(n).

~

paarweise verschieden da ggT(m,n)=1

2. Fall: Mindestens eine der Zahlen m und n enthilt ein Quadrat. In diesem Fall
enthélt auch n - m ein Quadrat und es gilt

p(m-n)=0=pu(m)-u(n).

Da pu(1) = 1 gilt, ist die Funktion nicht identisch 0. Somit ist sie nach Fall 1 und 2
multiplikativ. O

Mit Hilfe der Mobiusschen Funktion ldsst sich der Kehrwert der Zetafunktion als
Dirichlet-Reihe mit einer multiplikativen Koeffizientenfolge darstellen.

(1.3) Beispiel
Wir betrachten die Reihe Y00 ; £ ,(1?) Die Konvergenzabszisse dieser Reihe ldsst sich

mit Hilfe von [Z] § 1 Satz 2 wie folgt abschédtzen:

log |3l p(n) N N
oty B O] g B )] tog 1
N—oo lOg N N—oo log N N—oo IOg N
. log N
= 1 =
Moo 10gN

Wir zeigen nun, dass die absolute Konvergenzabszisse der Reihe genau in 1 liegt,
indem wir nachweisen, dass die Reihe an der Stelle 1 nicht absolut konvergent ist.
Es gilt

i ()] y mp)| _ y 1
P = .
n=1 pelP b pelP p
Wenn wir nun zeigen, dass die Reihe }_,cp % nicht konvergent ist, haben wir eine
divergente Minorante gefunden und es folgt die Behauptung. Dazu nehmen wir an,
diese Hilfsreihe sei konvergent und definieren py, py, ... als Auflistung aller Prim-
zahlen der Grofie nach. Dann existiert ein k € IN, so dass
=1

Y, —«<

m=k+1 Pm

N[ =

Wir definieren nun Q = py - ... - pg. Fir die Folge 1 + nQ mit n € IN gilt nun, dass
keines der Folgenglieder durch eine der Primzahlen p;, ..., pj teilbar ist, da ja jedes
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p1, ..., px die Zahl nQ teilt. Daher sind alle Primfaktoren von 1 + nQ grofier als py.
Es gibt also zu jedem n € N eine endliche Menge | C {k+1,k+2...}, so dass man
die Darstellung

1 1

I+ nQ Hje] p]r'j

erhilt. Die rechte Seite ist einer der Summanden, die entstehen, wenn man das Pro-
dukt

1 1 1 t
(-—+ +..)
P+l Pk+2  Pi+3
ausmultipliziert. Hierbei ist t = } ;c; 7;. Es gilt nun

Lt <5, X ) h0G) -2

n—1 =1\ m=k41 Pm =1

da nach obiger Uberlegung jeder Summand der linken Seite in der mittleren Summe
enthalten ist. Im vorletzten Schritt wurde die Abschédtzung von weiter oben verwen-
det und mit Hilfe der geometrischen Summenformel ausgewertet. Nun folgt also aus
der Konvergenz von },cp 1/p die Konvergenz von };> ; 1/(1+nQ). Dies ist ein Wi-
derspruch zur Divergenz der Reihe } ;> ; 1/(1+ nQ), welche sich aus der Divergenz
der Minorante (Q +1)"1 Y% ; 1/#n ergibt. Insgesamt folgt somit die Divergenz der
Reihe Y7 1 (|#(n)| /n) und daher hat diese Reihe ihre absolute Konvergenzabszisse
in 1.

Wir konnen nun fiir s € C mit Re s > 1 die Eulersche Produktentwicklung betrach-
ten und erhalten

o () _ wp) 1) _ oot 1
L ns _q,<1+?+ p2s +"'>_1—£<1+?>_—1 —Z(s)’
n=1 pe pe [Tyer (1_p_s)
wobei die Produktdarstellung der Zetafunktion verwendet wurde, sowie u(p) = —1
und p(p") =0 furr > 1. o
Dieses Ergebnis ist hilfreich beim Beweis von
(1.4) Lemma
Fiir die Mobiussche Funktion y gilt
1, fallsn =1,
> m(d) =
dln 0, fallsn > 1.
o
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Beweis
Wir betrachten die Folge (a,,),en mit 4y = 1 und a, = 0 fiir alle n > 1. Mit Hilfe der
Faltungsformel aus [Z] § 2 ((1)—(3)) gilt fiir s € C mit Re s > 1 die Gleichung

Ooan_ B 1 o0
Lo 1= ¢ ;

X (Lte) v

dln

Auf Grund der Eindeutigkeit der Koeffizienten einer absolut konvergenten Dirichlet-
Reihe folgt Yy, p1(d) = an, was zu zeigen war. O

(1.5) Satz (Mobiussche Umkehrformel)
Seien f und g zwei Funktionen von IN nach C. Gilt fiir alle n € IN die Gleichung

=) g(d)

d|n

so gilt fiir alle n € IN ebenfalls

)= You(5)f@

dn

und umgekeht. Wenn f und g in dieser Beziehung zueinander stehen, so ist ¢ mul-
tiplikativ genau dann, wenn f multiplikativ ist. o

Beweis
Wir beweisen zunéchst den ersten Teil des Satzes. Zur Verdeutlichung setzt man erst
einmal Werte fiir 7 in f ein und erhilt so die folgenden Gleichungen:

f(1) =¢) = g(1) =f(1)

f(2) =g(1) +g(2) = 8(2) =f(2) = f(1)
f(8) =g(1) +5(3) = g(8) =f(3) —f(1)
f(4)=g(1) +5(2) +8(4) = g(4) =f(4) - f(2)
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Man sieht nun, dass eine Darstellung von g in der Form g(n) = Y 4, a,,q4f(d) exis-
tiert, wobei die Koeffizienten a,, ; unabhingig von f und g sind. Ziel ist es nun, diese
a, 4 genauer zu bestimmen.

Dazu wahlt man ein 1y € N beliebig aus und setzt g(n) = 0 fiir alle n > ny. Dann
ist die Reihe

G(s) = ”i’lgi(;l) _ ilg;(;:)

absolut konvergent fiir alle s € C. Weiterhin setzt man

P = 3 0

Fiir alle s € C mit Re s > 1 gilt mit der Faltungsformel

(066 =L 58 = 5 L Tl

m n=1 d|n

Aus der Eindeutigkeit der Koeffizienten einer Dirichlet-Reihe folgt nun

Y g(d) =f(n) VneN
dn
& {(s) G(m) = F(s)
Ll &) & fm)  E oy 1
@60 =g FO=Lh L on ;;u(d)ﬂd) -
& gn) =§#(g)f(d) Vi €N,

wobei die letzte Aquivalenz aus der Eindeutigkeit der Koeffizienten einer konver-
genten Dirichlet-Reihe folgt. Da 1 beliebig gewahlt war, gilt die Aquivalenz fiir alle
n € N.

Zum zweiten Teil des Satzes:
, =" Sei ¢ multiplikativ und n,m € IN mit ggT(n, m) = 1. Dann gilt

f(n)-f(m) =) g(e) ) g(c) = ) gle)-g(c) = ) glec) = ) g(d) = f(nm).

elm c|n eclnm eclnm d|nm
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, <" Sei f multiplikativ und n,m € IN mit ggT(n, m) = 1. Dann gilt

=Zu<§)f<c>-2u(§)f<e>= (B3 fef

e c
c|n,elm

= ¥ w(Z2)fle) = ¥ w5 ) £@) = g(nm).

celnm d|nm ]

(1.6) Bemerkung
Die Aquivalenz aus (1.5) lidsst sich auch mit Hilfe von (1.4) zeigen.

, =" Sei f(n) = Y4,8(d) = Y44 8(n/d). Dann folgt in dem man ed | n durch
d|m,m | n ersetzt

dZu( ) s )=Zﬂ(d)f(g) - Tua T g%) :Zﬂ(d)2g<%>
- Lok Zg() (ﬁ) o

 dndm m

, <" Sei g(n) = T #(4)f(d) = Tap #(d) F(4). Nun zeigt man analog

o B ELm D) pEen ) -E L
=Y f(o) Ena) =

mln dlm

Ein Sonderfall des zweiten Teils von (1.5) liegt vor, wenn die Reihe G(s) = Y5> ; & (n)

n=1 ns
absolut konvergent ist. In diesem Fall ldsst sich die Aussage mit Hilfe von [Z] § 2

Satz 1 beweisen. Dann gilt:

g istmultiplikativ < G(s) besitzt eine Eulersche Produktentwicklung
& F(s) = (s)G(s) besitzt eine Eulersche Produktentwicklung

& fistmultiplikativ
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§2 Beispiele zu Dirichlet-Reihen mit multiplikativen
Koeffizienten

Wir definieren zu Beginn einige zahlentheoretische Funktionen. Das sind Funktio-
nen mit Definitionsmenge IN und Werten in einer Teilmenge von C.

(2.1) Definition
a) Die Funktion v : N — R bildet n auf die Anzahl der Primteiler von n ab, wo-
bei die Primteiler mit Vielfacheit gezdhlt werden. Weiter definieren wir Aln) =

(~1)".

b) Die Funktion w : N — IR bildet n ab auf die Anzahl der verschiedenen Primteiler
von 1.

c) Die Funktion ¢ : N — N, n +— n]],,(1 —1/p) heifSt Eulersche Funktion.

d) Wir definieren r(n) = #{(a,b) € Z? | a*> + b*> = n} als die Anzahl der Moglich-
keiten, eine natiirliche Zahl n als Summe von zwei Quadraten darzustellen.

e) Die Funktion x auf den natiirlichen Zahlen sei definiert durch

1, fallsn = 1(mod4),
x(n) = -1, fallsn = —1 (mod 4),
0, fallsn = 0(mod?2).

f) Wir fithren nun noch eine Bezeichnung ein:

Der Beweis des folgenden Satzes ist sehr aufwendig und setzt die Kenntnis der
Theorie zur Darstellung einer Zahl als Summe von zwei Quadraten voraus. Aus
diesem Grund wird er hier ausgelassen. Nachzulesen ist er in Hardy/Wright: ,, An
Introduction to the Theory of Numbers”.

(2.2) Satz

Fiir alle n € IN gilt
1
701 = Zx(d).

d|}’l O
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(2.3) Lemma
Die Funktionen ¢, A, 2¢, x und 411” sind multiplikativ. o

Beweis
Seien n,m € IN mit ggT(n,m) = 1. Die Funktionen ¢, A, pw(n) }Lr und yx sind alle
nicht identisch Null und es gilt

p(nm) =nm ]| (1 — 1) = mH(l - 1) -nH(l - 1) = ¢(n)p(m),
plnm P plm P pln P
Alnm) = (=1)"0m) = (=1)00m) — ()00 ()"0 = A(n)A(m),

qw(nm) _ sw(n)+w(n) _ qw(n)  qw(m)

Die Multiplikativitdt der Funktion x folgt aus der Definition der Multiplikation auf
Restklassen. Die Funktion %Lr ist multiplikativ, da die beiden Funktionen }I” und x

nach (2.2) in der in (1.5) verlangten Relation stehen und x multiplikativ ist. ]

Nun zeigen wir, dass die hier vorliegende Definition der ¢-Funktion dquivalent ist
zur bereits aus der linearen Algebra bekannten Darstellung.

(2.4) Lemma
Fiir alle n € IN gilt

p(n) =#{d e N;d <n,ggT(d,n) =1}

und des Weiteren

Y o(d) =n.
dn

Beweis

Wir wollen zunéchst die erste Aussage beweisen. Dazu verwenden wir die Notation
f(n) = #{d € N;d < n,ggT(d,n) = 1}. Die hier neu angefiihrte Darstellung f
ist ebenfalls multiplikativ. Es gilt ndmlich fiir teilerfremde n,m € NN, dass f(n -
m) genau der Anzahl von Moglichkeiten entspricht, eine Zahl, die kleiner als m
und teilerfremd zu m ist, mit einer Zahl, die kleiner n und teilerfremd zu # ist, zu
multiplizieren. Dies gilt, da ja m und n nach Vorraussetztung teilerfremd sind. Man

erhilt also
f(n-m) = f(n)f(m).
Daher gentigt es zu zeigen, dass fiir alle p” mit p € IP und r € IN gilt

f(p)=#{deN;d<p',ggT(d,p) =1} =p" —p" ' =p'(1—-1/p) = 9(p").
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Dabei wurde verwendet, dass unter den Zahlen 1,...,p" genau jede p-te durch p
teilbar und somit nicht teilerfremdzu p" ist.

Nun zur zweiten Aussage. Wir definieren My = {m € {1,...,n};ggT(m,n) =d}.
Aus ggT(m,n) = d folgt, dass ggT(m/d,n/d) = 1 ist. Nun setzt man q = m/d und
erhilt, dass die Machtigkeit von M; der Anzahl der Zahlen g entspricht, die kleiner
als n/d sind und dazu teilerfremd. Es folgt somit #M; = ¢(n/d). Jetzt betrachtet

e n=#{1,2..n} =#JMy =) o(n/d)=)_o¢(d).
d|n d|n dln

Es handelt sich hier um eine disjunkte Vereinigung von M, da jedes m € {1,...,n}
genau in eine dieser Mengen M, vorkommt, ndmlich in derjenigen mitd = ggT(m, n).
Damit gilt also die obige Behauptung. H

In der folgenden Tabelle sind einige Dirichlet-Reihen mit multiplikativen Koeftizi-
enten und deren absolute Konvergenzabszissen aufgefiihrt:

’ Nr. \ f(n) \ Y f(n)n=s \ 0a ‘
11 g(s) 1
2| u(n) 1/¢(s) 1
3| d(n) Z(s)? 1
4| 7(n) C(s)C(s —1) 2
5| ox(n) C(s)l(s —k) k+1
6 | A(n) (2s)/¢(s)
7 Zd|n)\(d) g(zs)
8| x(n) L(s)
9 | r(n) C(s)L(s)
10 | ¢(n) C(s—=1)/4(s) 2
11 | 2¢() 7(s)2/7(2s)
12 | u(n)? C(s)/¢(2s)
13 | d(n?) 7(s)3/2(2s)
14 | gx(n)or(n) | C(s)C(s —k)G(s —1)G(s —k—1)/{(2s —k—1)
15 | d(n)? g(s)*/2(2s)

Die Darstellungen 1 bis 5 wurden bereits gezeigt.

Zu den Darstellungen 3 bis 5 berechnen wir nun noch die absoluten Konvergenzab-
szissen.
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Im vorherigen Vortrag wurde mit Hilfe der Faltungsformel nachgewiesen, dass die
Reihe ) ;7 ; d(n)/n® fir alle s € C mit Re s > 1 konvergiert. Nun gilt mit [Z] § 1 Satz

2,da Y d(n) divergent ist,
logy N ;1 L

oB [yt | )
log N - lﬁf’ip logN lijnjllop logN

0, = limsup

N—oo

Damit folgt also, dass die Reihe die Konvergenzabszisse 0;, = 1 hat.

Nun zur Konvergenzabszisse der Darstellung 5. Es wurde bereits gezeigt, dass die
Reihe Y 7> | 0x(n)/n® fur alle s € C mit Re s > k + 1 konvergiert. Es gilt mit [Z] § 1
Satz 2, da Y oy (n) divergent ist,

k1
. IOg ‘ZnN:l Uk(”) ’ . log ZnNzl nk . 10g<1¥T>
0p, = lim sup > limsup —=2="—=— > limsup ———~
N—soo log N Nooo log N Nooo log N
: logN log(k+1)
imsup ((k+ 1) 2N~ logn ) =K+
Dabei verwendet man die Abschidtzung
N N 1
Z nk > /xkdx =~ Nk,
= k+1
0

Die Konvergenzabszisse der Reihe liegt also bei k + 1.
Da 7(n) = 01(n), hat die Reihe 4 ihre Konvergenzabszisse in 2 und Reihe 3 in 1.

Wir betrachten nun die Darstellung 6 genauer. Die Konvergenzabszisse dieser Reihe
lasst sich wie folgt abschitzen:

log YN, A(n) N N
0p = lim sup ‘ ! ‘ < limsup log Y1 |A(1)] < limsup log L1
N—o0 log N N—oo IOg N N—o0 IOg N
= lim sup log NV =1.
N—oo lOg N

Es gilt, da die Reihe somit fiir Re(s) > 1 absolut konvergent ist, mit [Z] § 2 Satz 1
und der Formel fiir geometrische Reihen

B T S A ) =IO )

n=1 peP per Y '
B © _1\r B 1 B 1—p7°\ 7(2s)
-IEG) -G - IG==) -5

10
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indem man im letzten Schritt das bereits bekannten Eulerprodukt fiir { verwendet.

Als Néchstes leiten wir die Darstellung 7 her. Auf Grund der Darstellung 6 erhalten
wir mit Hilfe der Faltungsformel

£s) = 27560 = (L A0k) (L m) = L (TA@)n

Die Darstellung 8 gilt nach (2.1).

Die Darstellung 9 erhdlt man auf Grund von (2.2), der Darstellung 8 und der Fal-
tungsformel auf dem absoluten Konvergenzbereich der Reihe:

o0 1 o0

S s = T = ¥ e 3 5 = sy

n=1 n=1 d|n

Nun betrachten wir die Darstellung 10. Aus der Definition von ¢(n) folgt, dass
¢(n) < n fur alle n € N gilt. Auf Grund der Abschétzung

log [Lhly (1) N N
0p, = lim sup ‘ ! ‘ = limsup log Yn—11(n) < limsup 108 Y11
Nooo log N Nosoo log N Nosoo log N
~ limsup log(N(N+1)/2 _ limsup(lOgN log(N+1) log2 ) _
N—soo log N Nooo ‘logN log N log N

ist die Reihe fiir Re(s) > 2 absolut konvergent. [Z] § 2 Satz 1 ist anwendbar, da
weiterhin ¢(n) multiplikativ ist. Es gilt also mit der Formel zur geometrischen Reihe
und da ¢(p") = p"(1—1/p) fiir r > 1ist

o 2 3 r
1;14)?(:):g(1+¢;f)+¢;z;s)+¢(gs)+ Fﬂ)(”rzfpzﬁ))
_ — 2P\ _ —p(1-1/p) 1
_pe]l’<r;0 pe > _pl;)<r¥ prs E)
I B ) -GS )

11
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Man kann diese Identitdt auch leicht mit Hilfe von (2.4) und der Faltungsformel
zeigen. Es gilt namlich

{9y
n=1

Nimmt man an, dass die Reihe eine Konvergenzabszisse 0, < 2 hat, so folgt, dass
ein ¢ > 0 existiert, sodass die Reihe fiir s = 2 — ¢ absolut konvergent ist, da hier
0, = 0, gilt. Dann sind aber in der oberen Rechnung beide Reihen auf der linken
Seite absolut konvergent in einer Umgebung von 2. Daraus folgt nach [Z] § 2 Seite 9,
dass auch die rechte Seite absolut konvergent in einer Umgebung von 2 ist. Man er-
hélt nun aber einen Widerspruch, da die Zetafunktion in 1 nicht absolut konvergent
ist. Somit divergiert die hier betrachtete Reihe in 2 und hat daher die Konvergenz-
abszisse 2.

o0

n L (d 2 n >
)

n=1 n=1

1
ns—l

= (s 1),

Nun zur Darstellung 11. Auf Grund der Definition erhilt man fiir alle p € P die
Gleichung 2¢(P) = 2. Unter Verwendung der Eulerschen Produktdarstellung gilt auf
dem absoluten Konvergenzgebiet der Reihe

© ~w(n w(p) w(p?) w(p?)
EZnS ZPEIP( ZPS ZPZS +2P35 n >
> 2 > 1 2
ST D) =2 ) = (== )
e A 1—p> N _06)°
- PE]P<1 —ps/ I;{’((l - PS)2> C(2s)

Darstellung 12 zeigt man wieder mit Hilfe der Eulerschen Produktentwicklung.
Weiterhin wird verwendet, dass (p)?> = (—1)? = 1ist und fiir r > 1 stets u(p")?> =0
gilt. Daher erhélt man

12
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Wir wollen nun Darstellung 13 nachweisen. Mit [K] Analysis I Kapitel IV Beispiel
4.11b) gilt

[e9) [e9) 1

21’—1—2 x© 2
Z rS—Z Zﬁz
r=0

r=0

r=0 F
B 2 2 2p
C(A=p)? 1-ps (I-p)?

Aus d(p?) = 2r + 1 und der Eulerschen Produktentwicklung folgt

© () Ap?) At | ) 21
= 1
ngl ns Pl;’<+ PS + pZS + P ) pl;’rz
B 1 © 2y 1 2ps
_p€P<1—p—S+§)prs) ;;L(l—p—s—i_(l—p—s)z)
_ 1+p> o 1-p> ()
o=y = a5 =te

auf dem absoluten Konvergenzbereich der Reihe.

Die Darstellung 14 wird hier nicht nachgewiesen, aber man sieht, dass aus ihr mit
I = 0 und k = 0 dann sofort die Darstellung 15 folgt.
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