Werte von Dirichlet-Reihen

Vortrag zum Seminar zur Funktionentheorie, 12.02.2008

Andrea Schmitz

In einem der vorhergehenden Vortrdge zur Riemannschen Zetafunktion { wurde
festgestellt, dass diese Funktion fiir alle geraden Argumente s > 1 und fiir alle
ganzzahligen Argumente s < 1 Werte annimmt, die man in geschlossener Gestalt
angeben kann. Fiir s < 1 sind diese Werte stets rational und in der Halfte der Falle
gleich Null.

Dieser Vortrag geht nun der Frage nach, ob sich dhnliche Eigenschaften nicht auch
bei den Dirichletschen L-Reihen feststellen lassen. Tatsdchlich ist es so, dass diese
Reihen fiir gewisse s € C einer Funktionalgleichung der Form

)

A(s)-T ( ) -L(s,x) =B(s)-T (1_;—+5) -L(1—s,x) fiureinéd e {0,1}
geniigen, falls x ein primitiver Dirichletscher Charakter mod N ist. (Diese Funktio-
nalgleichung wird in diesem Vortrag zwar spater angegeben, aber nicht bewiesen.)
Mochte man die Werte einer solchen L-Reihe fiir ganzzahlige Argumente bestim-
men, geniigt es daher, entweder die entsprechenden Funktionswerte nur fiir s > 1
oder fiir s < 0 zu berechnen. Die jeweils iibrigen Werte ergeben sich dann aus der
Funktionalgleichung, falls sie an den entsprechenden Stellen definiert ist. Wie man
sehen wird, sind die Werte an den negativen ganzzahligen Stellen grundsitzlich ein-
facher auszurechnen als an positiven ganzen Stellen, selbst wenn die L-Reihe an den
jeweiligen negativen ganzzahligen Stellen gar nicht konvergiert.

Im ersten Teil des Vortrages wird daher zunédchst ein Satz bewiesen, der es mog-
lich macht, unter sehr allgemeinen Voraussetzungen Werte von beliebigen Dirichlet-
schen Reihen fiir ganzzahlige negative Argumente zu bestimmen. Im zweiten Teil
wird dieser Satz fiir den Spezialfall der Dirichletschen L-Reihen konkretisiert. Man
erhélt eine Formel zur Bestimmung der negativen ganzzahligen Argumente von L-
Reihen sowie das Ergebnis, dass diese in der Halfte der Fille verschwinden, und
zwar entweder an den ungeraden oder an den geraden negativen Stellen.

Im Folgenden werden die Bezeichnungen der vorherigen Vortrdge beibehalten, ins-
besondere bezeichnet s = ¢ + it immer eine komplexe Zahl sowie ¢ und t reelle
Zahlen. Auflerdem bezeichnet L(s, x) die dem Dirichletschen Charakter x (mod N)
zugeordnete Dirichletsche L-Reihe.
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§1 Werte an negativen ganzen Stellen

(1.1) Satz

Sei f(s) = Y, % eine gewohnliche Dirichletsche Reihe, die fiir mindestens einen
(komplexen) Wert von s konvergiert, und sei F(t) = Y52 1 ane ™, t € R die entspre-
chende Exponentialreihe (welche fiir alle ¢t > 0 konvergiert). Hat F fiir ¢t — 0 die
asymptotische Entwicklung

F(f)Nbo+b1f+b2t2+... ,

also  F(t) ~ Z b,t" fiir t — 0, wobei b,, € C,
n=0

so lasst sich f holomorph in die ganze komplexe Ebene fortsetzen und es gilt

f(—n) = (=1)"nlb, firn=0,1,....

Allgemeiner, wenn F fiir t — 0 die asymptotische Entwicklung

b_
F(t)NTl+bo+b1t+b2t2+... )

also F(t)~ ) byt" firt—0
besitzt, so hat f eine meromorphe Fortsetzung, die Funktion s — f(s) — f_;ll ist ganz,
und die Werte f(0), f(—1), f(—2),... werden nach wie vor durch die Formel
f(=n)=(-1)"nlb, furn=0,1,...

gegeben. o

(1.2) Bemerkung
,Asymptotische Entwicklung” bedeutet, dass ein C; > 0 existiert, so dass fiir jede
natiirliche Zahl N die Abschitzung

< CytN

F(t) — ) but"

n<N

fir 0 < t < tp gilt. Insbesondere findet sich eine wie im Satz geforderte asym-

ptotische Entwicklung, falls F im Punkt t = O eine konvergente Taylorentwicklung
Yoo Cnt" mitc, = %F (n) (0) hat. Es wird aber im Allgemeinen weder gefordert, dass

die Reihe ), b,t" konvergiert, noch, falls sie das tut, dass ihr Wert gleich F(t) ist.c
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Beweis

Nach Voraussetzung konvergiert die gewohnliche Dirichletsche Reihe f(s) = Y72 ; %
fir ein sp € C. Damit konvergiert sie auch fiir alle s € C mit Re(s) > Re(sp)
nach [Za], §1 Satz 1, und sie konvergiert absolut fiir mindestens alle s mit Re(s) >
Re(sp) + 1 nach [Za], § 1 Satz 3. Betrachten wir daher 0.B.d.A. die entsprechende Rei-
he tiber die Absolutbetrage f1(s) = Y ;1 |ax|n~°. Zu zeigen ist zunéchst, dass die a,
hochstens polynomial wachsen und damit F fiir alle t > 0 absolut konvergiert.

1. Fall: Die Reihe ) ; |a,| konvergiert. Dann ist die Folge (|a,|),>1 eine Nullfolge
und fiir t > 0 erhalten wir die folgende Abschédtzung

o
Z |‘1n |e—nt
n=1

(o] o
<Y fanle™ <Y ag| < 0.
n=1 t>0 =1

In diesem Fall konvergiert F also absolut fiir alle t > 0.

2. Fall: Die Reihe ) ; |a,,| divergiert. Damit divergiert auch f;(0) und es folgt, dass
somit o7 > 0 fiir die Konvergenzabszisse o; von f; gilt. Nach [Za], §1 Satz 2, gilt fiir
01 uberdies

o1 = inf {a|A(N) = O(N*)} , wobei A(N) := i|an|,

also gibt es ein « > 0 mit A(N) = O(N"). Die Gleichung A(N) = O(N*) bedeu-
tet dann, dass es eine Zahl B; > 0 gibt mit |A(N)| < ByN" fiir alle N, das heif3t
YN | |as| < BN* Nehmen wir nun an, dass (|a,|).>, stiarker wéchst als O(n%). Das
heif3t, fiir alle B € R gibt es ein ny € IN mit |a,,| > Bnj. Dann folgt aber

110

|A(no)| = Y |an| > [an,| > Bng,
n=1

was im Widerspruch dazu steht, dass es ein B; gibt, so dass Y\, |a,| < B;N* fiir
alle N € N gilt. Daher wachsen die 4, hochstens polynomial, und zwar mit der
Ordnung a, = O(n%).

Fiir « > 0 und ein festes t > 0 existiert stets ein Ny € IN, so dass n2+t% < " fiir alle
n > Ny gilt. Wahle daher Ny entsprechend. Das Majorantenkriterium liefert dann
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fiir t > 0 die absolute Konvergenz von F aufgrund der folgenden Abschitzung;:

0o No—1 00
Z |an|e—nt_ Z |an|e—nt — Z |an|e—nt
n=1 n=1 n=Np
(o]
< Z \an|e’”t
I’l:NO
(o]
SBI Z nlxe—nt
n:No
= 1
<B; Z PR
Tl:N()

In beiden Féllen erhalten wir also die absolute Konvergenz von F fiir t > 0.

Nach [Za], §3 (16) gilt im Bereich der absoluten Konvergenz die Gleichung

i T % O/F(t)ts_ldt ,

also T(s)f(s) = /P(t)ts—ldt —: I(s).
0

Man zerlege das Integral als I1(s) + L(s) = I(s) mit I1(s) = fol F(t)t*~1dt und
L(s) = [ F(t)t*~'dt. Betrachte nun zunéchst das Integral I,. Es gilt

o0 (o)
F(t) — 2 anefnt — ot Z anef(nfl)t )
n=1 n=1

wobei Y% ; a,e~ ("=D! ebenfalls noch absolut konvergent ist fiir alle t > 0. Zu einem

festen fo > 0 gibt es also ein C; > 0, so dass ), 4 |an|e_(”_1)t0 < Cyp. Fur alle t > ¢y
gilt somit aber

< Z |an|e—(n—1)t < Z |an|e—(n—1)to < CZ

n=1 n=1

(o]
Z ane—(n—l)t
n=1

und damit

|F(t)] = [e7"] - < Coe™t,

o
Z ane—(n—l)t
n=1

also F(t) = O(e™ ).
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Somit konnen wir im Folgenden zeigen, dass I, absolut und gleichméfig auf kom-
pakten Mengen konvergiert. Sei dazu M; C C kompakt. Dann gibt es ein by > 0,
so dass fiir alle s € M; gilt Re(s) < by. Wahle by entsprechend. Fiir ein beliebiges
s € Mj und b > 1 gilt dann

7‘F(t)ts_1‘dt—/b’F(t)ts_lldt - 7‘F(t)t5_1dt‘
1 1 b

< [IF@)- 1 at

b

<C [ ettt =: Dy (b) .

/
/

Da auch I(by) = [, e 't~1dt konvergiert, muss D;(b) fiir b — oo gegen Null
konvergieren. Also ist I; eine ganze Funktion von s.

Fiir Re(s) = 0 > 1 gilt weiterhin

1 1
/ et =1 Y b i
), but N "n+s .

0 n<N n<N

und damit konnen wir I; schreiben als

11(5)

n<N n<N

1
/ (P(t) — Y bt"+ ) bnt”> £ lat
0

1
b” n s—1 .
n+S+O/<F(t) ant)t dt fiir o > 1.

n<N n<N

J/

-~

=:I3(s)

Sei M, C C kompakt. Dann gibt es ein ¢y > 0, so dass fiir alle s € M, gilt Re(s) <
co. Wahle ¢y entsprechend. Fiir ein beliebiges s € M und a > 0 gilt dann nach
Voraussetzung
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1

e

0

a
/ — Y but"| |t
0

n<N

— Y bt | dt — /|F — Y but"||F | at

n<N n<N

a

— Y bat"|-

n<N

- 1‘(1

<
S CltNtRe(S)fldt

0/

/

0
a

<C /tN+C0—1dt =: Dy(a).

Das heif3t, Iy konvergiert absolut fiir alle s mit Re(s) + N —1 > —1, also mit Re(s) >
—N, und zwar gleichmifig auf kompakten Mengen, da D;(a) unabhidngig von s
ist und D(a) — O fir a — 0. Damit stellt I3 fiir Re(s) > —N eine holomorphe
Funktion dar, weswegen man die Funktion s — I'(s)f(s) — ¥,«n nb—jfs holomorph
in die Halbebene Re(s) > —N fortsetzen kann. Da man N beliebig grofi wéhlen
kann, folgt damit, dass I'f eine meromorphe Fortsetzung auf ganz C hat, die bis auf

einfache Pole bei s = —n, n € Ny, mit Residuen b,, und bis auf einen eventuellen
einfachen Pol bei s = 1 mit Residuum b_; holomorph ist. Da die Funktion % ganz
ist und fiir s = —n, n € INp, Nullstellen hat, ist f also bis auf einen (eventuellen)

einfachen Pol bei s = 1 mit Residuum b_; holomorph.

Fiir das Residuum in einer Polstelle —n mit n € INy gilt nach Satz (1.6) im Vortrag
tiber die Gammafunktion (1)
-1
Res_,I'(s) = e
Da Res_,I'(s) f(s) = by, folgt mit [Kr] Kapitel XXI (1.4)

_ Res_,(T'(s)f(s))  by-n!

fm) = —Res T (s) =

—1)"nlb, (n € Np). O

(1.3) Bemerkung
Man kann den Satz auch fiir allgemeine Dirichletsche Reihen formulieren und be-
weisen.
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Sei f(s) =Y ape M mit A, € R, A; < Ay < ... < oo eine Dirichletsche Reihe, die
fiir mindestens einen (komplexen) Wert von s absolut konvergiert, und sei F(t) =
Yo ane¢ "t die entsprechende Exponentialreihe (welche fiir alle ¢t > 0 konvergiert).
Hat F fiir t — 0 die asymptotische Entwicklung

t) ~ i but",

n=—1

so hat f eine meromorphe Fortsetzung, die Funktion s — f(s) — Sb_;ll ist ganz, und

es gilt
f(—n) = (—1)"n'b, fir alle n € Nj.

Beweis

Der Beweis verlduft analog zum bereits gezeigten. Man substituiere u, := ¢* und
betrachte also die beiden Reihen f(s) = Y7 4 ;” und F(t) = Y ; aze #nt, bezie-
hungsweise anstelle von f direkt die entsprechende Reihe iiber die Absolutbetrige
fa(s) = Yoy |””| , da diese nach Voraussetzung ebenfalls fiir ein s € C konvergiert.
Zunéchst ist also wieder zu zeigen, dass F fiir t > 0 absolut konvergiert.

1. Fall: Die Reihe ), ; |a,| konvergiert. Dann erhalten wir wie zuvor fiir ¢ > 0 wegen
Hyn > 0 die Abschédtzung

[e°]

[e0]
1<) lagle it < Z!an\<°°
£>0 =1

und damit die absolute Konvergenz von F fiir ¢ > 0.

2. Fall: Die Reihe Y, ; |a,| divergiert. Damit gilt fiir die absolute Konvergenzabszis-
se oy von fo(s) = Y74 ‘a”‘ wieder 03 > 0 und zudem nach [Za], §1 Satz 1,

0y = inf{oc|A(N) = O(e/\N"‘)} — inf {a| A(N) = O(u%)} .

Es gibt also ein f > 0 mit A(N) = O(y?\,). Die Gleichung A(N) = O(yﬁN) bedeutet
dann, dass es eine Zahl B, > 0 gibt mit |A(N)| < Bzyﬁ] fur alle N € IN.

Nehmen wir nun an, dass (|a|),>, stirker wichst als O(yﬁ). Das heifst, fir alle
B € R gibt es ein 17 € N mit |a,, | > B]/tgl. Dann folgt aber

1
[A(n1)| = Y |au| > |an,| > Bub, ,
n=1
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was im Widerspruch dazu steht, dass es ein B, gibt, so dass YN ; |a,| < BzyﬁN fir

alle N € N gilt. Daher wachsen die a, hochstens polynomial, und zwar mit der

Ordnung a, = O(yg).

Nach Voraussetzung gilt 0 < pq < pp < ... < co mit y, — oo fiir n — oo. Fur § > 0
und ein festes t > 0 existiert daher stets ein N; € IN, so dass y%ﬂs < eknt fiir alle

n > Nj gilt. Wahle daher N; entsprechend. Das Majorantenkriterium liefert dann
fiir t > 0 die absolute Konvergenz von F aufgrund der folgenden Abschitzung;:

00
Y lagfett

00 Ni—1
Z |a,|e Mt — Z |ayle M=
n=1 n=1 n=N;

o0

H:Nl

<By Y phe it
Yl:Nl
© 1
<By ) —.
Tl:Nl h

In beiden Féllen erhalten wir also die absolute Konvergenz von F fiir t > 0.

Man betrachte nun im Bereich der absoluten Konvergenz die Gleichung

o0 1 o0 o0
Zan,u;s:m/ (ane it ts_ldt
- 0

n=1
(Verglelche [Za], §3 (18)) und zerlege das Intervall wiederum in Iy (s fo t)to—1dt
und L(s) = [7 F(t)#71dt. Es ist nun Y5 4 aye Fnf = e7 iy 1ane ~(mn=rt wobei

Yo ane(P‘l M)t ebenfalls noch absolut konvergent ist fiir t > 0. Damit erhalten wir
F(t) = O(e ') und konnen ganz analog zum ersten Beweis auf die absolute und
auf kompakten Mengen gleichmafiige Konvergenz von I, schlieflen. Die Abschit-
zung von I; und der Rest des Beweises erfolgen dann ganz genauso wie im ersten
Beweis. O

(1.4) Beispiel
Betrachten wir als ein Beispiel die Riemannsche Zetafunktion .

C(s) =Y ns, also gilt hier a, = 1 fiir alle n € IN. Mit Hilfe der geometrischen
Reihe und der Gleichung (7) aus [Za], §4, erhalten wir beziiglich der entsprechenden
Exponentialreihe F fiir 0 < || < 27t die folgende Darstellung
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- 1 1 1 ¢ 1 & B
F(t) = i —1= — _ = Zk 4k
& n;e 1—et el—1 t et—1 |y<on t Z"k
[Za], §4(7)
_Bri1 1 v Beri
B = - t ,
<O+Z k+1)! )Bo—ltJrk;O(kJrl)! ©

wobei die B, n € IN, gerade die durch diese Darstellung definierten Bernoullischen
Zahlen sind (vergleiche [Za], §4).

Damit haben wir also fiir ¢ — 0 die folgende asymptotische Entwicklung fiir F
gefunden:

1 st 7’l+1 n

' i Z (n+1)!
Hier ist b_; = 1, und der gerade bew1esene Satz liefert uns die holomorphe Fort-
setzbarkeit von s — ((s) — ﬁ auf die ganze komplexe Ebene sowie die bereits in
[Za], §4, ermittelten Werte

—3,  fallsn=0,
_ (Bt _ ) By
{(—n)=(-1) i w4, fallsn > 1 und n ungerade,
0, falls n > 2 und n gerade.

§2 Werte von L-Reihen

Nun wollen wir uns die Dirichletschen L-Reihen noch einmal genauer ansehen. Es
zeigt sich, dass wir auch hier mit Hilfe der Bernoullischen Zahlen fiir F eine relativ
handliche asymptotische Entwicklung angeben konnen. Sei also x ein Dirichletscher
Charakter modulo N fir N € IN, a, = x(n) und f(s) = L(s, x) die zugehorige
Dirichletsche L-Reihe. Da die Koeffizienten a,, periodisch sind, gilt

ix et — Z x(m ( mt+e—(m+N)t+e—(m+2N)t+m>

n=1
N N)t N t - Nt j
= Y x(m (Ze (et ) Y, x(m)-e" (.Z(e_ ))
m=1 j=0 m=1 j=0
N —mt
= ¥ )
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Die Funktion t — e ™ hat dabei fiir alle m € IN die auf R absolut konvergente
Reihendarstellung

[o¢]

—m)k
Z(k!)

und die Funktion t +— ﬁ die fiir 0 < |t| < N~'27 absolut konvergente Reihen-

1
darstellung
= (1),
Z r!

r=0

(Nt)r—l

nach [Za], §4 (7), wobei die B, Bernoullische Zahlen sind. Betrachten wir nun das
absolut konvergente Cauchy-Produkt der beiden fiir 0 < [t| < N~127t absolut kon-
vergenten Reihen ) ° ; 7 |t| und Y72, ‘Br| (N|t|)"". Dieses kénnen wir, da hier alle
Summanden der beiden Reihen nicht negatw sind, auf die folgende Weise umord-
nen:

3

k k— r’Br‘

@0 |t|><Z‘BV (NJe]y~ ) RpIFTE -

P

o i - mkNr_1|Br‘ |t|r+k—1
N rlk! '

k=0r=0

(NIJ¢)™

Somit ist aber auch das umgeordnete Cauchyprodukt

i

2 Z rlk!

der beiden urspriinglichen Reihen fiir 0 < |t| < N~'27 absolut konvergent. Fiir
t — 0 erhalten wir daher fiir F die folgende asymptotische Entwicklung;:

o oo ( 1)k+1’ kNr 1B"tr+k .

N
0~ Y xim L3

k=0r=0 rik!
N k+r knjr—1
—1 B
mit b, = Z x(m) Z (=1 k‘:'m N fiirn > —1.
m=1 k+r=n+1 e
k,r>0
Fur n = —1 reduziert sich diese Summe auf
Ly o L o
boy= ), x(m) Bo=—
N m=1 N m=1

10
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und somit gilt b_; = 0 nach [Za], §5 Satz 2, falls x # xo. Nach (1.1) ldsst sich also
L(s, x) fir x # xo zu einer auf ganz C holomorphen Funktion fortsetzen. Fiir x = xo
ist dann ebenfalls nach [Za], § 5 Satz 2,

N N
sy Lomm-g Y 1=

m=1 m=1
ggT(m N)=1 ggT(m,N)=1

wobei ,
= NI - )
pIN P
fir p € P die uns bereits bekannte Eulersche Funktion bezeichnet. Daraus folgt,

9(N)
N

dass L(s, xo) einen einfachen Pol mit Residuum bei s = 1 hat, was wir bereits

in [Za], §6 (3), festgestellt haben.

Wir konnen nun die Formel fiir die b,, noch etwas bequemer schreiben, wenn wir die
durch B, (x) = Y/, (Z)Bn_kxk fir alle n > 0, definierten Bernoullischen Polynome
einfiihren (wobei die B,, die Bernoulli-Zahlen sind). Die ersten vier Bernoullischen
Polynome lauten

Bo(x)=Bo =1,
1
Bl(x):ng + B =x— 5
2 2 1
By(x)=Box~+2B1x+ By =x"—x + o
1
B3 (x)=Box® + 3B1x2 + 3Byx + By = x° — gxz o
Dann gilt ndmlich
m ntl g1 il (4 1) ik
Bui(y) = L ( )Bn+1 (§) - )» m e P
Ay g 1)1 B (A N ‘L
o N ’ = Ki(n+1—k)! n+1—k
(_1)n+1(n+1>! (—1)k+r-mk~NT_1
= Z B,
k+r=n+1 N k=0 k!r!
r=n—k+1 ktr=n-+1
und deshalb

b= SN S B ()

Damit erhalten wir aus Satz (1.1) den spezielleren

11
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(2.1) Satz

Sei x ein Dirichletscher Charakter modulo N und L(s, x) = Yoo & ) fiir alle s € C
mit Re(s) > 1 die entsprechende L-Reihe. Dann lasst sich L(s, x) meromorph auf die
ganze komplexe Ebene fortsetzen, und zwar holomorph bis auf einen einfachen Pol

( )

mit Residuum %~ bei s = 1 fiir x = xo, und es gilt

" N" N m
— = — | = — _— U
L(—n,x) = (=1)"n!b, 1 mE_lx(m)BnH <N) fiir alle n € IN.

(2.2) Beispiel
Als Beispiel des Satzes hat man

== L xtm (§)
Z 3
:_%i 4t ZX

wobei fir x # xo die zweite Summe nach [Za], § 5 Satz 2, verschwindet und nur

L(0, x) ———Zx

tibrig bleibt. o

(2.3) Eigenschaften der Bernoullischen Polynome

Seien B; die Bernoullischen Zahlen fiir i € INy. Die durch B,(x) = Y}, (’;)Bn_kxk
fiir n > 0 definierten Bernoullischen Polynome kommen in vielen mathematischen
Zusammenhdngen vor und haben angenehmen Eigenschaften, die auch in diesem
Vortrag ausgenutzt werden sollen.

Aus der Definition erhélt man sofort die folgenden Aussagen:

(1) Bx(0) = By.

12
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(2) Fiir alle n € IN gilt

k=1
= (n—1 k-1
ny’ ( )Bn_k X
= \k-1
n—1
n—1
1 ( I )B"_l_lx
=1 =0
= nB,_1(x).

(1) und (2) zusammen liefern eine zweite, induktive Definition der Polynome
By (x).

(3) Nach Anwendung von [Za], §4 (7), und dem Cauchy-Produkt ([Kr], Kapitel IV
(2.13)) erhédlt man die erzeugende Funktion:

ad t" " n t"

B A k).
Lm0 g=X (L (k) By ix ) a
< kon
];)k' B, _jx"t >
& ( [on—k k!

& > . i (tx)”> (Cauchy-Produkt)

=0 n! n!

I
agk

=
Il
o

I
agk

=
Il
o

I
agk

3
Il

I
el

H.S

— e’Ct:et_1 fiir [t < 27t

Aus der erzeugenden Funktion (3) erhédlt man wiederum zwei weitere Eigenschaften
der Polynome B, (x).

(4) Symmetrie: Fiir alle n € IN gilt

Dies ergibt sich durch Koeffizientenvergleich bei der folgenden Umformung:

o0

n 00 _\n _ e—xt . e_xtet et(l—x)
Z(—l)”Bn(x)t—'zan(x)( H* _ (=t ™ (=) ot

| —t _ ot T et —
o n! n! e 1 1—e et —1

tn
—ZB 1—x fiir |t| < 27.

n=

13
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(5) Rekursion: Fiir alle n € IN gilt
Bu(x +1) = B,(x) + nx" L.

Auch diese Gleichung erhélt man durch Einsetzen in die erzeugende Funktion:

(]

Y (Ba(x) +n?) fz—”!z B )“j

n=0

xt te(X-l—l)t

:1
o0
x" g te t
—_— = t =
;n gt et —1

1’1

x+1—' fur |t < 2m. o

(2.4) Bemerkung

Aus der Rekursion (5) erhdlt man die folgende Formel fiir Potenzsummen, wegen
der Jakob Bernoulli die nach ihm benannten Zahlen By iiberhaupt erst eingefiihrt
hat (vergleiche [Za], §7 (14)):

1) — n n+1—k
1n+2n++Nn — Bi’l+1(N+ ) Bn+1(0) — Z(_l)k(n>BkN—
) n+1 = n+1-—k

—

Die letzte Gleichung ergibt sich wie folgt:

Byy1(N+1) — Bn+1(0)@(_1)n+13n+1(—N) — By

o M EV L (N VRIS YL
k=0

—(—1 7’l+1B —B H -1 n+1—k n+1 k
_( ) n+1 n+1 Tt Z( ) k N Bn+1—k-

Hierbei ist (—1)"*!B,, ;1 — B, 41 = 0 fiir alle n € IN. Falls namlich 1 ungerade ist, gilt
(—=1)"*'B, 11 — Byy1 = Byy1 — Byy1 = 0. Falls n > 0 gerade ist, ist B, ;1 = 0 gemaf

14
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[Za],§4 Satz 1. Also erhalten wir

N stk (T
But1(N+1) = By (0) = (—1) p )N Buri-k
k=1
1
— Z(_1)1< n+ >Nn+1lBl
I=n+1-k = n+1-1

n
_ PV Gl DN
B Z;O( 1 (n+1—l)!l!N B

Nﬂ‘l’l*l

- (n+1)2(—1)l(7)31m' ’

Wegen seiner strengen Multiplikativitdt gilt fiir jeden Dirichletschen Charakter x
(modulo N)

X(N=1)?=x(-1)> =x(1) =1
und deshalb stets entweder x(—1) = 1 oder x(—1) = —1.

(2.5) Definition
Ein Dirichletscher Charakter x modulo N hei3t gerade, falls x(—1) = 1 und ungerade,
falls x(—1) = —1 ist. o

Mit Hilfe dieser Definition und der Symmetrie (4) der Bernoullischen Polynome
kann man nun das folgende Korollar zeigen.

(2.6) Korollar
Aufier im Fall N = 1, n = 0 gilt fiir alle x und alle n > 0 die Folgerung

x(=1)=(D)" = Li-nx)=0,

das heifit, die L-Reihe von einem geraden beziehungsweise ungeraden Charakter

verschwindet an den negativen geraden beziehungsweise ungeraden Stellen. o
Beweis
Zum Beweis der Aussage zeige man, dass L(—#n, x) = —L(—n, x) unter der Voraus-

15
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setzung x(—1) = (—1)" gilt. AuBler im Fall N =1 und n = 0 gilt

Nt N m
Lemd) 5~ g o X Bre (%)
Nt N m
= - x(m)Byir (1- ) - (1"
(4) ”"’1;1;1 * ( N)
Nt N N-—m
= - X(m)Bn—l—l ( ) (_1)n+1
n+1n;1 N
N" N-1 m
= = X(N—=m)Byi1 (=) (1"
n—|—1mz‘0 * (N>
N" N-1 m .
modN n +1 ZOX( )Bn+1 (N) ( 1) "
N™ N-1 m
= - X(=1)x(m)Byi1 () (=1)"
n—i—ln;() * (N)
N N-1 ; m ;
N B D ) x(m)BnH(N)< 1)+

I
A
3
wER
~—

Das Korollar sowie seine Umkehrung konnen auch aus der Funktionalgleichung der
L-Reihe L(s, x) abgeleitet werden. Diese hat eine groBle Bedeutung fiir die analyti-
sche Zahlentheorie und wird in diesem Vortrag angegeben, jedoch nicht bewiesen.
Man kann sich dabei auf primitive Dirichletsche Charaktere beschrdanken, da fiir
einen von einem Charakter x; induzierten Charakter x(mod N) die elementare Be-
ziehung

o) =TT (1- 212 Lo )

pIN

zwischen den L-Reihen besteht:

Es ist bekannt, dass fiir alle p mit p | N gilt, dass x(p) = 0 und damit W =1
ist. Ferner gilt, falls x; ein primitiver Dirichletscher Charakter modulo Nj ist, der den
Dirichletschen Charakter y modulo N induziert, dass x(p) = x1(p) (modulo Np) ist

16
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fur p 1 N. Daher gilt insgesamt nach [Za], §6 (2), und [Za], §2 Satz 1,

1
L(s, x)=
=11,
B 1
i 1 — 442
_ 1
prl_ le(sp)
1 Xl(P))
= . 1 — AL
l;ll_le(sp) g( ps
pIN P

Die Funktionalgleichung fiir x primitiv lautet

S+5 g _1-s 1—s 1—S+(5 _
T L = TNIT(— %) L1 -
dabei ist X der zu x konjugierte Charakter, J gleich 0 beziehungsweise 1 fiir x gerade

beziehungsweise ungerade und G die Gaufische Summe ZnN:1 X(n)e%. Der Faktor

l, 5\% hat dabei stets den Absolutbetrag 1.

Aus der Funktionalgleichung und (2.1) erhilt man die Werte von L(n, x) fir n > 1,
x(—1) = (—1)". So erhélt man etwa mit dem Beispiel zu Satz (2.1)

Nlw

_Ss
T 2N

1Y .
L(0,x) = N Y x(m)ym fir x # xo
m=1

und der Funktionalgleichung den Wert an der Stelle 1 fiir x primitiv und ungerade

Den Wert an der Stelle 1 fiir x primitiv und gerade kann man beispielsweise so nicht
berechnen, da die Gammafunktion an der Stelle 0 eine Polstelle hat und daher die
Funktionalgleichung fiir x gerade an der Stelle 0 nicht definiert ist. Man kann daher
mit Hilfe der Funktionalgleichung nur die Halfte der Werte errechnen, die eine L-
Reihe an positiven ganzen Stellen annimmt. Fiir x ungerade sind dies jeweils die
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Werte an den ungeraden und x gerade sind dies jeweils die Werte an den geraden
positiven Stellen.

Der Vortrag schliefit ab mit einer kleinen Tabelle von Werten von L-Reihen an nega-
tiven ganzen Stellen fiir die in [Za], §5, bestimmten primitiven reellen Charaktere

XD-

| D | -3|—-4]-7]-8]-11|-15] 19| —20 | —23 | —24 |
L(0,xp) P31 1)1 2 1 2 3 2
—L(-2xp) | 5 | T | & 3| 3 | 8 | 11| 15 | 24 | 23

IL(=4,xp) | 3| 2 |16 | ¥ | 32| 496 | 1345 | 1761 | 3408 | 3985

| D 1|58 1213 ] 17 [ 21 | 24 | 28 |
—L(-Lxp) | 22 | 5| 2 | 1 1 2 2 3 4
JL(=3xp) |5 | 1| B 23 | 29 | 8 | 154 | 261 | 452

—IL(=5,xp) | =57 | & | 38 | 1681 | 353 | 11582 | 35942 | 76083 | 177844
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