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Aufgabe 1
Es sei M eine Menge, und B eine Menge von Teilmengen von M.
(a) Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:
(i) B ist Basis einer Topologie.
(ii) Fur alle A, B € B, fiir alle x € AN B existiert ein C € B mitx € C C ANB.

(b) Unter allen Topologien auf M, die B enthalten, gibt es eine beziiglich Inklusion mini-
male Topologie, mit Basis

B'={(\N : N C Bendlich } .

Aufgabe 2

Es sei M = R, mit der Standardtopologie 7 versehen. Zeigen Sie, dafs die von den At-
lanten {(R,IdR)} und {(R,t — t3)} erzeugten differenzierbaren Strukturen Fy bzw. F
verschieden sind. Zeigen Sie ferner, dal die Mannigfaltigkeiten (M, 7, Fy) und (M, 7, F1)

diffeomorph sind.
Aufgabe 3

Es sei M ein topologischer Raum. Fine Teilmenge A C M heifit zusammenhingend wenn
fiir alle offenen U,V C M gilt: Falls ANUNV =@ und A C UUYV, so folgt bereits A C U
oder A C V.

Wir definieren eine bindre Relation Z auf M wie folgt (fiir m,n € M):
mZn <= 3A C M zusammenhéngend, mit {m,n} C A .

Zeigen Sie:

(a) Z isteine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen beziiglich Z heififen Zusammen-
hangskomponenten.

(b) Die Zusammenhangskomponente von m € M ist die beziiglich Inklusion maximale
zusammenhdngende Teilmenge von M, die m enthilt.



(c) Zusammenhangskomponenten sind abgeschlossen.

Aufgabe 4

Es sei M ein topologischer Raum. Wir definieren die bindre Relation W auf M durch
mWn < 3y :[0,1] — M stetig mit y(0) = mund y(1) =n .

Zeigen Sie:

(a) W ist eine Aquivalenzrelation auf M. Die Aquivalenzklassen beziiglich W heissen
Wegkomponenten von M.

(b) Zeigen Sie: Jede Wegkomponente ist enthalten in einer Zusammenhangskomponente.

(c) Nun sei M eine Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dafy die Wegkomponenten in M offen
und abgeschlossen sind. Zeigen Sie ferner, dafs Wegkomponenten und Zusammen-
hangskomponenten tibereinstimmen.



