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Aufgabe 1

Es sei M eine zusammenhédngende Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie: Zu m,n € M existiert ein
Diffeomorphismus ¢ : M — M mit ¢(m) = n.
(Hinweis: Losen Sie das Problem zunéchst fiir m nahe n.)

Aufgabe 2

Es sei M = §"  R"*!, die n-dimensionale Einheitssphére, mit der differenzierbaren Struk-
tur aus Beispiel 1.9.

(@) Zum € S" definieren wir
TuS" = {x e R"™™ : (m,x) =0}.
Zuy:I— S"glattmit 0 € I und y(0) = m sei

Uy = }lg(l)h Yy(h) —m) e R*H1.

Zeigen Sie, daf3 die Abbildung (0) — v, ein (wohldefinierter!) Vektorraum-Isomorphismus
Om : TyS™ — T,,S™ ist.

(b) Es sei
"= U {m} x T,,S" C R*"2
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Wir versehen TS" mit der Relativtopologie, und TS" mit der Topologie aus Propositi-
on 3.2. Zeigen Sie, daf dann TS" und TS" homéomorph sind, vermoge

@:TS" — TS", ¢(m,v) = (m, oy (0)) .

Aufgabe 3

Es seien f : R" — IR stetig. Ferner sei ¢ : R" — IR glatt, mit kompaktem Trager. Wir

definieren
= [ (-
Rn



Zeigen Sie: ¢ * f ist glatt.
Hinweis: Zeigen Sie, fur alle iy, ..., i € {1,...,n}:

81'181-2 .. .aik(zp *f) = (ailai2 ce aikll)) *f .

Aufgabe 4

Zeigen Sie: Fiir alle Null-Umgebungen U in R” gibt es eine glatte Funktion ¢ mit ¢(x) > 0
fiir alle x, ¥ = 0 aufserhalb U, und

/tp(x)dx =1.
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Aufgabe 5

Es seien A, B C R" abgeschlossen mit AN B = @. Nach dem Lemma von Urysohn gibt es
eine stetige Funktion f : R” — [0,1] mit f|4 = 1 und f|g = 0. Zeigen Sie: Ist A oder B
kompakt, so lafit sich f auch glatt wihlen.



