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Aufgabe 1

Es sei n ∈ N. Wir definieren Kn ∈ GL(2n, R) als

Kn =
(

0 In
−In 0

)
.

Die symplektische Gruppe Sp(n, R) besteht aus denjenigen p ∈ GL(2n, R) mit

pTKn p = Kn .

Zeigen Sie: Sp(n, R) ist eine abgeschlossene Untergruppe von GL(2n, R), und die zugehö-
rige Lie-Unteralgebra von gl(2n, R) ist gegeben durch

sp(n, R) =
{(

A B
C AT

)
: A, B, C, D ∈ gl(n, R) mit C = −CT, B = −BT

}
.

Aufgabe 2

Es sei
SU(2) = {p ∈ GL(2, C) : p∗p = pp∗ = I2 , det(p) = 1} .

(a) Zeigen Sie:

SU(2) =
{(

a −b
b a

)
: a, b ∈ C , |a|2 + |b|2 = 1

}
.

Folgern Sie: SU(2) ist homöomorph zur Einheitssphäre in C2, vermöge der Abbildung

SU(2) 3 p 7→ p · (1, 0)T .

(b) Es sei su(2) = L(SU(2)). Für X, Y ∈ su(2) sei 〈X, Y〉 = −Spur(XY). Zeigen Sie: 〈·, ·〉
ist ein (reelles) Skalarprodukt auf su(2).

(c) Zeigen Sie, für alle p ∈ SU(2) und alle X, Y ∈ su(2), für das Skalarprodukt aus (b):

〈Ad(p)(X), Ad(p)(Y)〉 = 〈X, Y〉 .



(d) Als Folge von (c) lässt sich, bei geeigneter Identifikation von su(2) mit R3, die adjun-
gierte Darstellung von SU(2) als Homomorphismus SU(2) → O(3) auffassen. Zeigen
Sie: Ad bildet SU(2) surjektiv auf SO(3) ab. Bestimmen Sie den Kern von Ad.

Aufgabe 3

Es sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g, H ⊂ G eine zusammenhängende, abgeschlos-
sene Untergruppe von G mit zugehöriger Lie-Unteralgebra h = L(H) ⊂ g.

(a) Es sei Z(H) = {p ∈ G : pq = qp, ∀q ∈ H}, der Zentralisator von H in G. Zeigen Sie,
daß Z(H) eine abgeschlossene Untergruppe ist, mit

L(Z(H)) = {X ∈ g : [X, h] = {0}} .

(b) Zeigen Sie, daß der Normalisator von H in G,

N(H) = {p ∈ G : pHp−1 = H}

eine abgeschlossene Untergruppe von G ist. Zeigen Sie ferner, daß

L(N(H)) = {X ∈ g : [X, h] ⊂ h} .

Folgern Sie: H ist Normalteiler genau dann, wenn [g, h] ⊂ h.

Schöne Feiertage !∗

∗trotz Hausaufgaben


