LEHRSTUHL A FUR MATHEMATIK Aachen, den 26.1.2009
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Lie-Gruppen, Ubungsblatt 12

Wird am Montag, dem 2.2.2009, 9:45 Uhr besprochen

Aufgabe 1

Beweisen Sie Satz 13.4 aus der Vorlesung.
(Hinweis: Zu zeigen ist die Injektivitdt von p. Dazu betrachte man eine Hochhebung ¢ :
M — N vonldy : M — M, und zeige, dafl g surjektiv ist.)

Aufgabe 2

Es seien G1, G, n-dimensionale zusammenhingende kommutative Lie-Gruppen. Nach Ubungs-
blatt 5, Aufgabe 3 ist dann G; = RF x T" ¥ und G, = R? x T"~¢, mit geeigneten k, ¢ € IN.

Es sei ¢ : G — G ein surjektiver glatter Homomorphismus. Zeigen Sie k > /.

(Hinweis: Betrachten Sie ¢y, : 711(G1) — m1(Gz).)

Aufgabe 3

Es sei n > 1. Der n-dimensionale projektive Raum RIP" ist definiert als RP" = S"/ ~,
dabei ist die Aquivalenzrelation ~ auf S" definiert durch

u~v<u=uvoderu=—v.
Sei p : S" — RIP" die Projektionsabbildung, p(v) = {v, —v}. RIP" wird mit der Quotienten-
topologie versehen: A C RIP" ist offen genau dann, wenn p~1(A) C S" offen ist.
(a) Zeigen Sie: p ist Uberlagerung.

(b) Zeigen Sie: Ist n > 2, so ist 1 (RP") = {+1}. Geben Sie explizit Vertreter der
Homotopie-Klassen an.

(c) Was passiert im Fall n = 1?
Bemerkung: RIP" 146t sich kanonisch mit der Menge aller Ursprungsgeraden im R"*!
identifizieren.
Aufgabe 4

Es sei g eine Lie-Algebra. Wir schreiben GL(g) fiir die Gruppe aller Vektorraumautomor-
phismen von g, und Aut(g) fir die Gruppe aller Lie-Algebrenautomorphismen. Offensicht-
lich gilt GL(g) = GL(dim(g),R); speziell ist GL(g) eine Lie-Gruppe, deren Lie-Algebra
durch den Raum der Vektorraum-Endomorphismen von g gegeben ist. Zeigen Sie:



(a) Aut(g) ist eine abgeschlossene Untergruppe von GL(g).
(b) Fiir T : g — g linear gilt: T € L(Aut(g)) genau dann, wenn fiir alle X, Y € g gilt

(+) T([X,Y]) = [T(X), Y]+ [X, T(Y)] .
Bemerkung: Lineare Abbildungen mit Eigenschaft (x) heiflen auch Derivationen von g. Als

Folgerung aus (b) erhélt man, daB8 der Kommutator zweier Derivationen wieder eine Deri-
vation ist.



