Ideale und positive Funktionale
Vortrag zum Seminar zur Funktionalanalysis, 04.12.2009

Sophia Dahmen

In diesem Vortrag werden positive Elemente einer C*-Algebra und die approximie-
rende Eins eingefiihrt und die wichtigsten Eigenschaften von Idealen und Homo-
morphismen in C*-Algebren erarbeitet.

§1 Positive Elemente einer C*-Algebra

Sei Ay, die Menge aller selbstadjungierten Elemente aus .4, das heifit sie enthalt alle
a € A fir die gilt a* = a. Weiterhin sei () ein lokal kompakter Hausdorffraum und
A = Cy(Q). Dann ist Ay, die Menge der reellwertigen Funktionen in A. Auf As,
wird eine Halbordnung definiert durch f < g genau dann, wenn f(w) < ¢(w) fir
alle w € Q. Ein Element f € A, heifit positiv genau dann, wenn f(w) > 0 fiir alle
w € O gilt. In diesem Fall besitzt f eine eindeutig bestimmte positive Wurzel in A,
und zwar w — +/f(w). Falls bereits f = f gilt (das heifit f reelwertig), kann man
die Positivitdt von f auch wie folgt definieren: f ist positiv, wenn || f — t|| < t fiir ein
t € R4. Umgekehrt folgt aus || f|| < tund f > 0 auch ||f —t|| < t.

Dazu: =: Angenommen es existiert ein @ € Q mit f(@) < 0und es gilt ||f —¢t|| <t
tir alle t € R4.. Dann gilt

f(@) —t] < sup |f(w) —t|=|f—t]| <t

we)
= |f(@) —t] = —f(@) +t <t = —f(@) < 0= f(@) > 0.

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme und somit ist f positiv.
<:Sei f > 0und ||f|| <t fiireint € R;. Daraus erhélt man || f|| —t < 0 und dann
folgt:

If =t = Slellg|f(aJ)—t| = A=t =t=lfll <t

Damit gilt also auch die Riickrichtung.

Im folgenden Abschnitt sollen diese Begriffe nun auch fiir beliebige C*-Algebren
definiert und untersucht werden. Dabei werden wir hédufig die beiden folgenden
Hilfsaussagen verwenden:

(1.1) Lemma
1. Sei A eine C*-Algebra und B eine C*-Unteralgebra, dann gilt o5(b) U {0} =
o4(b) U{0} fur alle b € B.
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2. Das Spektrum eines selbstadjungierten Elementes ist reell. o

Beweis
1. Siehe 3. Vortrag Satz (4.4)

2. Siehe G.J. Murphy: ,C*-Algebras and Operator Theory”, Kapitel 2, Theorem
2.1.8. oder unter Verwendung der Gelfand-Transformation zu der von a er-
zeugten C*-Algebra. O

(1.2) Definition

Sei A eine beliebige C*-Algebra. Dann nennt man a € A positiv, falls gilt a = a* und
o(a) C R4. Man schreibt dafiir auch a2 > 0 und mit A" bezeichnet man die Menge
der positiven Elemente in .A. o

(1.3) Beispiel

Sei S eine nicht-leere Menge, dann ist /*(S), die Menge der beschrankten komplex-
wertigen Funktionen, eine C*-Algebra. Dazu werden die Operationen jeweils punkt-
weise definiert, es gilt f* = f und man verwendet die Supremumsnorm. f € £*(S)
ist positiv im obigen Sinne genau dann, wenn f reelwertig ist und f(x) > 0 fiir alle

x € S,da o(f) dem Bild von f entspricht. o
(1.4) Satz

Sei A eine C*-Algebra und a € A™. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes b € A",
sodass gilt b = a. Dann heif$t b positive Wurzel von a. o
Beweis

Existenz: Sei B die von a erzeugte C*-Algebra. Dann ist B kommutative C* Algebra,
da a hermitesch ist und es sich um den Abschluss aller Polynome in 2 mit kon-
stantem Term 0 handelt. Daher ist Co(c(B)) nach dem Satz von Gelfand-Naimark
isomorph zu B. Zu 4@ € Cy(c(B)) existiert ein Element b = v/a € Cy(c(B)) mit der
Eigenschaft /> = 4. Da die Gelfand-Transformation injektiv und multiplikativ ist,
folgt die Existenz eines b € B mit b?> = a. Da b nur positive reelle Werte annimmt
und b in B liegt, folgt nach Vortrag 2 Satz (2.2.c), dass o(b) > 0 ist.

Eindeutigkeit: Sei nun ¢ € A" ein weiteres Element mit der Eigenschaft ¢> = a. Es
3

gilt ac = ¢ = ca, woraus folgt, dass 2 und ¢ kommutieren. Da b aber in B liegt, han-
delt es sich um den Grenzwert einer Folge von Polynomen in 2 und es folgt, dass
auch b und ¢ kommutieren. Sei nun C die von b und c erzeugte kommutative C*-
Algebra. Betrachtet man die zugehorige Gelfand-Transformation I' : C — Co(c(C)),
dann sind b und ¢ beides positive Wurzeln von 4. Daraus folgt nun aber 5 = ¢ und
da die Gelfand-Transformation nach dem Satz von Gelfand- Naimark insbesondere
injektiv ist, gilt somit b = c. O
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(1.5) Bemerkung
1. Sei A eine C*-Algebra und a ein positives Element. Dann bezeichnet a'/? die
eindeutig bestimmte positive Wurzel b.

2. Ist ¢ hermitesch, so ist ¢? positiv und wir definieren |c| = (¢?)1/2.

3. Wirsetzen ¢ = 1/2(|c| +¢) und ¢~ = 1/2(|c| — ¢). Dann sieht man leicht, dass
ct—c =1/2(|c|+¢) —1/2(|e| —¢) = cund ct¢™ = 1/2(Je| +¢) *1/2(|c| —
c) = 1/4(|c|* — ?) = 0 gilt. o

(1.6) Korollar
Bei ¢c™, ¢~ und |c| handelt es sich um positive Elemente der C*-Algebra A. o

Beweis

Sei B die von ¢ erzeugte C*-Algebra. Nun betrachtet man die zugehorige die Gelfand-
Transformation. Das Bild von ¢ entspricht dem Spektrum von ¢ und ist somit reell-
wertig, da ¢ hermitesch ist. Damit ist das Bild von ¢? positiv und damit auch das
Spektrum von 2. Also ist ¢? positiv und besitzt damit nach Satz (1.3) eine positi-
ve Wurzel. ¢™ und ¢~ liegen auch beide wieder in B. Das Bild von ¢* und ¢~ ist
reellwertig und positiv. Damit sind auch ¢ und ¢~ positiv. O]

(1.7) Bemerkung

Sei a hermitesch und ein Element der abgeschlossenen Einheitskugel einer unitdren
C*-Algebra. Dann folgt aus der Gelfand-Transformation zu der von 1 und a erzeug-
ten Algebra, dass 1 —a®> € AT. Weiterhin sind die Elemente u = a + iv/1 — a2 und
v = a —iv/1 — a2 unitér, das heifit es gilt vo* = v*v = (a+ivV1—a?)(a—iv1—a?) =

a> +1—a* = 1 und analog u*u = uu* = 1. Des Weiteren gilt a = 1/2(u + v), woraus

folgt, dass As; von unitdren Elementen aufgespannt wird. o
(1.8) Lemma

Sei A eine C*-Algebra mit 1, t € R und a € A hermitesch. Dann gilt a > 0, falls
lla —t|| < t. Umgekehrt folgt aus ||a|| < t und a positiv, dass gilt ||ja — t|| < t. o
Beweis

Sei B die von 1 und a erzeugte abelsche C*-Algebra.

< : Mit den Vortiiberlegungen zu Beginn des Paragraphen gilt nun, dass aus |4 — || =
lla —t|| <t folgt, dass @ positiv ist. Damit ist aber auch a positiv, da das Bild von 4
dem Spektrum von a entspricht.

= : Sei |ja]| < t und a positiv, dann ist das Bild von 4 das Spektrum von a und
somit ist 4 positiv. Nun folgt mit den Voriiberlegungen und dem Satz von Gelfand-
Naimark, da B kommutativ ist, ||a — t|| = ||a — tiH < t. m
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(1.9) Korollar
Die Summe von zwei positiven Elementen einer C*-Algebra ist wieder positiv. ¢

Beweis

Sei A eine C*-Algebra und seien 4,b € A*. Wir nehmen ohne Einschriankung an,
dass A unitdr ist. Dann gilt nach den vorherigen Lemma |a — ||a|||| < |[ja]| und
IIb—1|&]|]] < [|b||- Damit erhélt man

la+b— lal| = [[b[[l| < lla— llal[| +[[o = 6]l < llall + ]
Daraus folgt mit Lemma (1.8), dass a + b wieder positiv ist. (]

(1.10) Lemma
Sei A eine C*-Algebra.

1. Zu jedem a € A existieren eindeutig bestimmte b,c € As, mita = b +ic.

2. Fira,b € Agilto(ab)\ {0} = o(ba)\ {0}. ©

Beweis
1. Wahle b = (a+4a*)/2 und ¢ = i(a —a*)/2, dann gilt b* = b,c* = ¢ und
b+ic =1/2(a+a*)+1/2(a — a*) = a. Zur Eindeutigkeit: Seien b,c € Ay
beliebig mit 2 = b + ic. Dann gilt

a+a*=b+ic+b*—ic*=b+ic+b—ic=2b
und a—a"=b+ic—b*"+ic" =b+ic—b+ic=2ic

2. Sei c € A das Inverse zu 1 — ab. Dann gilt (1 —ab)c =c—abc=1=c—cab =
c(1 — ab). Damit ist aber 1 + bca ein Inverses zu 1 — ba da gilt

(1 —ba)(14 bca) =1+ bca — ba — babca =1 —ba+b(c —abc)a =1
und (14 bca)(1 —ba) =1—ba+ bca— bcaba =1 —ba+b(c —cab)a =1

Damit ist 1 — ab genau dann invertierbar, wenn 1 — ba invertierbar ist und somit

folgt die Behauptung. [
(1.11) Satz
Sei a ein beliebiges Element aus einer C*-Algebra A, dann ist a*a positiv. ©
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Beweis

Zuerst zeigt man, dass a = 0, falls —a*a € AT. Nach dem vorherigen Lemma gilt
o(—a*a)\ {0} = o(—aa*)\ {0}. Damit folgt, dass auch gilt —aa* € A". Nun besitzt a
nach Lemma (1.10) eine Darstellung der Form a = b + ic mit b, c € As,. Damit erhilt
man a*a + aa* = 2b* + 2¢2, woraus folgt a*a = 2b* + 2c> — aa* € A nach Korollar
(1.9). Daraus folgt nun dass ¢(a*a) und o(—a*a) beide positiv sind und somit muss
gelten ¢ (a*a) = {0}. Damit erhdlt man nun ||a||* = ||a*a|| = ||(2a)|| = 0. Also gilt in
diesem Fall a = 0.

Sei nun 4 ein beliebiges Element aus A und b = a*a. Dann ist b hermitesch und nach
Bemerkung (1.5) konnen wir b = b™ — b~ mit b, b~ € A" schreiben. Nun setzt man

¢ = ab~ und dann gilt —c*c = —b~a*ab~ = —b~ (bt —b" )b~ = (b7)> € AT, da
b™b~ = 0. Daraus folgt nun aber mit der ersten Uberlegung, dass gilt ¢ = 0. Daraus
folgt (b~)3 = 0 und mit der Gelfandtrasformation erhilt man daraus b~ = 0. Somit
ist a*a positiv. O

(1.12) Lemma
Sei A eine beliebige C*-Algebra. Dann gilt

1. Auf der Menge A, wird eine Halbordnung definiert in dem man a < b setzt,
falls b — a in AT liegt.

Fir alle a,b,c € As, folgtausa < bstetsa+c < b+c.

Fiir a,b, € As; und t € R folgt aus a < b, dass gilt ta < tb.

a<b& —a> —b.

Seien a,b € As, und ¢ € A. Dann folgt aus a < b, dass gilt c*ac < c*bc.
Aus 0 < a < b folgt ||a|]| < ||b]].

N o A o W N

Falls A eine Eins enthdlt und 2 und b positive invertierbare Elemente aus A
sind, dann folgt aus a < b stets 0 < b1 <al,

Beweis
1. Bei der Relation < handelt es sich um eine Halbordnung auf As,:
Reflexiv: Fir alle a € Ay, gilta—a =0 € Ay, und 0(0) = {0} C R.. Daraus
folgt, dass a — a in A" liegt und somit gilt a < 4 fiir alle a € As,.
Transitiv: Seien a,b,c € As; und es gelte 2 < b und b < c. Daraus folgt, dass
b —a und ¢ — b positiv sind. Damit ist nach 1. auch ¢ —a = (¢ — b) + (b —a)
positiv und somit folgt 2 < ¢, was zu zeigen war.

Antisymmetrisch: Seien a,b € A, und es gelte 2 < b und a > b. Daraus folgt,
2 pr—

dass ¢ = b —a und —c = a — b beide positiv sind. Damit ist aber c*c = ¢
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(—c¢)(—c) nach (1.11) positiv. Dann muss aber nach (1.4) —c = c sein und dies
ist nur der Fall, wenn ¢ = 0. Daraus folgt dann a = b.

2.a<b=b—ac At =b+c—c—ac AT =a+c<b+c.

3. Mit Hilfe der Gelfand-Transformation kann man zeigen, dass aus a € AT und
t € Ry folgt, dass ta € AT gilt. Damit erhdlt man: a < b =b—a € A" =
t(b—a)=tbh—tae A" = ta < tb.

4 a<besb—ac At —a—(-b)e At & —a> —b.
5. Ausa <bfolgtb—ac A™. Damit besitzt b — a nach (1.4) eine positive Wurzel
d. Aus (dc)*(dc) € AT folgt
(dc)*(dc) = c*ddc = c*(b—a)c = c*bc — c*ac € AT
Damit gilt c*ac < c*be.

6. Sei A ohne Einschrankung unitdr und B die von b und 1 erzeugte kommutative
C*-Algebra. Dann gilt nach dem Satz von Gelfand-Naimark fiir alle f € o(B):

(el ) (1) = (|o|| 1-2) (5) = (( sup \B(g))) i—@) (f) =0

g€o(B)

Damit ist aber auch ||b]| —b € AT und somit gilt b < ||b||. Daraus folgt nun
mit der Voraussetzung a < ||b||. Da also das Spektrum von ||b|| — a positiv ist,
ist auch das Bild der Gelfand-Transformation angewandt auf die von 4 und 1
erzeugte kommutative C*-Algebra C positiv. Es gilt also:

B[] = llall = ll&]l = llall = |[oll = sup a(f) >0
fea(C)

Damit gilt ||a]| < ||b]|, was zu zeigen war.

7. Sei ¢ > 1. Dann ist ¢ — 1 positiv und daher liegt —1 nicht im Spektrum von
¢ — 1. Damit ist aber —c invertierbar und damit auch c. Des Weiteren folgt,
¢! <1, wenn man die Gelfand-Transformation zu der von 1 und c erzeugten
kommutative C*-Algebra B betrachtet. Damit gilt namlich ¢~1(f) = ﬁ <1
fur alle f € o(B). Sei nun a < b. Dann gilt mit der Voriiberlegung

1 = a—1/2aa—1/2 < a—l/Zba—l/Z = (a—l/Zba—l/Z)—l <1= al/Zb—lal/Z <1

- bfl < (al/Z)fl(al/Z)fl — Elil
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§2 Approximierende Eins

Falls eine C *-Algebra A keine Eins enthilt kann man zwar zu A tibergehen, dieses
Vorgehen ist aber nicht immer geeignet. Daher fithren wir nun die approximierende
Eins ein.

(2.1) Definition

Eine nicht leere Menge A mit Halbordnung <, heifdt gerichtete Menge, falls fiir alle
x,y € Aein z € A existiert, sodass gilt x <z und y < z.

Sei A eine gerichtete Menge und U eine beliebige Menge. Dann nennt man eine
Abbildung von A nach U ein Netz. Man schreibt auch (1), .-

(2.2) Definition

Sei A eine C*-Algebra. Dann nennt man ein monoton wachsendes Netz (1)), ., von
positiven Elementen der abgeschlossenen Einheitskugel von A approximierende Eins,
wenn gilt a = lim au, fir allea € A.

A—00

(2.3) Bemerkung
Aus a = lim au, fir alle a € A folgt a* = )}im uya* fur alle a* € A. Damit ist die

A—00

Bedingung in der vorherigen Definition dquivalent zu a = )}im ujafurallea € A. o
(2.4) Definition

Man nennt einen Operator u : X — Y von endlichem Rang, falls u(X) endlich dimen-
sional ist und dann setzt man Rang(u) = dim(u(X)). Sei H ein Hilbertraum, dann
bezeichnet man mit F(H) die Menge der Operatoren mit endlichem Rang auf H.

(2.5) Lemma
Sei H ein Hilbertraum und K(H) die Menge der kompakten Operatoren auf H. Dann
liegt F(H) dicht in K(H).

Beweis
Siehe G.J. Murphy: ,,C*-Algebras and Operator Theory”, Kapitel 2, Theorem 2.4.5.oder
H.Fiihr: Skript zur Funktionalanalysis II Satz 3.15.

(2.6) Lemma
Zu x,y € H, wobei H ein Hilbertraum ist, wird der Operator x ® y auf H durch
(x ®y)(z) = (z,y)x definiert. Der Operator besitzt folgende Eigenschaften:
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1. a(x®y) =a(x) ®y fir a € B(H)

2. Wenn H ein Hilbertraum ist, dann gibt es fiir alle a € F(H) eine Darstellung
der Form

a= X ® Yy,

m

k=1 o
wobei x1,x2. .. Xm, Y1,Y2 ... Ym € H.

3x@y-—wy=(x—w)®y

4 @yl = lx[Hyl

Beweis
L (a(x®y)) (2) = a((z,y)x) = (2 y)a(x) = (a(x) @y)(2) fur a € B(H)
2. Vergleiche G.J. Murphy: , C*-Algebras and Operator Theory”, Kapitel 2, Theo-
rem 2.4.6.
3. (x@y-—way)(z) = (zy)x—(zy)w = (zy)(x —w) = (x —w) @y)(2)
4. Mit der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung erhilt man

I(x@y) ()| = sup [[(z,y)x]| = sup [(zy)| x| < sup |[zI[ ly[l x| = lIx[ly]l-

2] <1 Iz]<1 l2]<1

Andererseits gilt

I(x@y) ()| = sup [|(z y)x]| = sup |z y)| x| = [/ [lyll,»)] x|

[z[I<1 ]| <1

= (/) Iyl* =l = Dl Nyl -

Damit folgt nun die Behauptung. [

(2.7) Beispiel

Sei H ein Hilbertraum mit einer orthonormalen Basis (e;), - Aus dim (H) = oo
folgt, dass die Identitdt auf H nicht kompakt ist, da die Einheitskugel in H in diesem
Fall nach Funktionalanalysis I (Bemerkung nach Satz 3.7.7) nicht relativ kompakt ist.
Dabher besitzt die C *-Algebra K (H) kein Einselement. Sei nun p, die Projektion auf
Cej + Cey ... + Cey,. Dann ist die Folge (p,) eine approximierende Eins in K (H).
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Beweis

Die Abbildung p, liegt offensichtlich in der abgeschlossenen Einheitskugel. Es gilt
nach Satz (1.11) p, = p = pap; € K(H)". Damit ist p, positiv und monoton
wachsend. Da F(H) nach (2.5) dicht in K(H) liegt gentigt es zu zeigen, dass gilt

a= lim pya

n—oo

fur alle a € F(H). Fiir a € F(H) gibt es nach (1.7.2.) eine Darstellung

m
a= 2 Xk & Yk
k=1

wobei x1,x2,...,Xm, Y1, Y2, .., Yym € H. Daher gilt mit (2.6.1). und der Linearitit von
Pn

m m m
pn = Pn< S ®yk>= Yo pn(xk®yi) = Y pa(xi) @ vk
k=1 k=1 k=1

Mit lim p,(x) = x erhélt man unter Verwendung von (2.6.3.) und (2.6.4.) fiir alle k

n—oo

lim {|py (xi) @ yie — 2 @ yill = lim {|(po(xx) — ) © yi

= lim [|pu(xe) = x| lyl] = 0.

Zusammenfassend ergibt sich aus den obigen Rechnungen

hm lpna —al| = 11m

m m
Z pn(xK) @ yi) — Z Xk @ Y)
k=1 k=1

m
< lim Z | pn(xk) ® yx — xx @ yi|| = 0.

Damit folgt 2 = lim p,a und somit die Behauptung. [
n—oo

(2.8) Satz
Sei A eine beliebige C*-Algebra. A bezeichne die Menge aller positiven Elemente a
aus A mit ||a]| < 1. Die Menge A ist gerichtet beztiglich der Halbordnung von Ag,.
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Beweis

A ist gerichtet:

Behauptung 1: Aus a,b € AT mita < b folgta(1+a)~! <b(1+b)"L

Dazu:

Aus a € AT folgt, dass c(—a) = —c(a) C R_ ist und somit ist 1+ a in A invertier-
bar. Es gilt:

(1+a)(1+a)? =1
S (1+a) T +a(l+a) =1
sa(l+a)! =1—(1+a)!

Seinun 0 < a < b. Dann folgt mit (1.12.2.) 1 +a < 1+ b und mit (1.12.7.) (1 +a)~! >
(1+ b)~!. Daraus folgt nun mit (1.12.2.) und (1.12.4.) 1 — (14+a) ! <1— (1 +b)~!
und dies liefert mit obiger Umformung die Behauptung.

Behauptung 2: Aus a € AT folgt, dass a(1+a)~! in A liegt.

Dazu:

Wie in Behauptung 1 ldsst sich zeigen, dass 1+ a invertierbar ist. Weiterhin ist
a(1+ a)~! positiv, da aus 0 < a mit Behauptung 1 folgt, dass 0 < a(1+a)" .
Es bleibt zu zeigen, dass ||a(1+a)~!|| < 1. Dies geschieht mit Hilfe der Gelfand-
Transformation. Dazu sei B die von 1 und a erzeugte C*-Unteralgebra von A. Da
B kommutativ ist, folgt mit dem Satz von Gelfand-Naimark, dass die Gelfand-
Transformation isometrisch ist. Daher gilt

214 a1 A 5 (o)1 |a(w)]
a(l+4a) Hoo wil;%) ‘a(w)(l + a(w)) ‘ wzﬁ](%) A+ aw))] <1.
Dabei ist 4(w) > 0, da nach Vortrag 2 (2.2.c) das Bild von @ genau o (a) ist und a
nach Voraussetzung positiv ist.

Behauptung 3: Fiir alle a,b € A existiert ein ¢ € A mit der Eigenschaft a,b < c
Dazu:

Seien a,b € A beliebig. Setze nun @' = a(1 —a)~* und b = b(1 — b)~L. Weiterhin
definiert man ¢ = (a' 4+ b')(1+4 +')~1. 4" und b’ sind wohldefiniert, da aus ||a|| < 1
nach dem Lemma von der Neumannschen Reihe folgt, dass 1 — a invertierbar ist. Das
gleiche gilt fiir 1 — b. Sei nun B die von 4 und 1 erzeugte C*-Algebra. Betrachtet man
nun die Gelfand-Transformation zu B so erhélt man 4/ (1 — 4) > 0, da aus a positiv
folgt, dass @ > 0 ist. Damit ist auch 4’ positiv. Analog zeigt man b’ € A*. Damit ist
a 4 b ebenfalls positiv und somit liegt ¢ nach Behauptung 2 in A. Es gilt

Ha(l +a)_1H =

a = a(1 —a)_l od—da=aed = a(1—|—a/) @a/(1+al)_1 =a.

10
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Daa und b positiv sind, gilt @' < a' +b'. Mit obiger Umformung und Behauptung
1 gilt dann a = d(14+d4)" <ec Analog zeigt man b < ¢ und somit folgt die

Behauptung 3 und damit ist A aufsteigend gerichtet. [
(2.9) Lemma

Eine C*-Algebra A wird von A linear aufgespannt. o
Beweis

Sei a € A. Dann gibt es eine Darstellung a = b + ic mit b,c¢ € Ag,. Da b und c her-
mitesch sind, haben sie nach (1.1.2) reelle Spektren. Damit b,c € A* liegen, miissen
die Spektren jedoch beide positiv sein. Daher setzt man b = b — xe beziehungsweise
¢ =c—yemitx =inf{A|A € 0(b)} und y = inf {A|A € ¢(c)}. Dies bewirkt eine Ver-
schiebung des Spektrums, da gilt (b — xe) = {A|(Ae — (b — xe))ist nicht invertierbar}
— {A|((A 4 x)e — b)ist nicht invertierbar}. Damit erhilt man a = b’ + xe + ic + iye.
Nach obiger Setzung sind b" und ¢ positiv. Weiterhin ist entweder —xe oder xe posi-
tiv. Das Gleiche gilt fiir ye und —ye. Damit wurde also eine Darstellung von a durch
linear Kombination von positiven Elementen gefunden. Damit diese nun in A liegen
teilt man sie noch durch das doppelte ihrer Norm und multipliziert diese Zahl als
Linearfaktor wieder an das so erhaltene Element von A heran. [

Zum Beweis des folgenden Satzes benotigen wir ein Analogon zum Satz von Ury-
sohn fiir lokal kompakte Rdume:

(2.10) Lemma
Sei X lokal kompakt, K C X kompakt und U eine offene Umgebung von K. Dann

existiert eine stetige Funktion f : X — [0,1] mit f|x =1 und f[x\y = 0. o
Beweis

Siehe A. Krieg: Skript Topologie Kapitel V Satz (3.6) [
(2.11) Satz

Jede C*-Algebra besitzt eine approximierende Eins. Genauer ist (1)) cp mituy = A
fir alle A aus A eine approximierende Eins. Dabei ist A wieder die Menge der
positiven Elemente aus .4 mit Norm kleiner 1. Man spricht in diesem Fall auch von
der kanonischen approximierenden Eins. o

Beweis

Da A nach Satz (1.8) aufsteigend gerichtet ist, handelt es sich bei (#3)yep = A um
ein monoton wachsendes Netz in der Einheitskugel von A. Es bleibt also zu zeigen,
dass fiir alle a € A gilta = lim,_, au,. Da A die Menge A linear aufspannt, gentigt
es dies fiir alle a aus A zu zeigen.
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Ideale und positive Funktionale §2 Approximierende Eins

Sei nun a € A beliebig und B die von a erzeugte C*-Algebra. Weiterhin sei I' :
B — Co(c(B)) die Gelfand-Transformation und f = T'(4). Dann ist die Menge
K={w e a(B);|f(w)| > e} kompakt, da f € Cy(cB).

Das Spektrum o(B) ist nach dem 4. Vortrag ein lokal kompakter Hausdorffraum.
Daher gibt es zu jedem w aus dem Spektrum eine offene Umgebung V,, deren Ab-
schluss W, kompakt ist. Damit gilt insbesondere

KS U Ve
wekK

Da K kompakt ist, besitzt es eine endliche Teiliiberdeckung und man erhalt

KC

-

Vi, = L mit w; € K

i=1

Da o (B) lokal kompakt ist, kénnen wir nun Satz (2.11) anwenden. Demnach existiert
eine stetige Funktion g : 0(B) — [0,1], sodass g(w) = 1 fiir alle w € Kund g(w) =0
fur alle w € o(B)\L.

Wiahle nun ein 6 > 0 mit 6 < 1 und 1 — 6 < €. Dann gilt mit dem Satz von Gelfand-
Naimark fiir alle w € K:

Flw) — (@) f(w)| = F(w) (1 - 63(w))| < |F(@)]]1 - dg(w)] < a1 - g(w)
<|1-dg3(w)|<=1-d<e
Fir alle w € o(B)\K:
Flw) — 6(w) flw)| = |F(w) (1 = 53(w))| < |f(@)]]1 - dg(w)] < €1 - bg(w)| < e

Damit gilt also || f — dgf|| < € auf dem gesamten Spektrum.

Das oben definierte g liegt in Co(c(B)), da der Abschluss von L kompakt ist. Daher
konnen wir nun definieren Ag = I'~1(dg). Dann ist Ay € A, da I isometrisch ist und
llog]] < 1 gilt und 0g positiv ist. Des Weiteren erhilt man

|la — urea|| = lla = Aoal| = IT(a — Aoa) | = [If — d8f]| <e.

Nun sei A € A und A > Ag. Dann folgt 1 —u) < 1 — u), und weiterhin folgt mit
(1.12.5) a(1 — up)a < a(1 — uy,)a. Damit erhalt man

la — upal|* = H(l —uy)2(1 - uA)l/zaHz < H(l - uA)l/z“z H(l - uA)l/zaH2

2
< (1= w) || = fla(t — wr)all < [l = wry)al| < all (1 = wr,)a]
<[ =up)af < e

Daher gilt a = lim)_,, upa O]
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(2.12) Definition
Ein topologischer Raum heifst separabel, wenn es eine abzédhlbare Teilmenge gibt, die
in diesem Raum dicht liegt. o

(2.13) Korollar
Ist A eine separable C*-Algebra, so existiert in A eine approximierende Eins, welche
eine Folge ist. o

Beweis

Da A separabel ist, existiert eine Folge endlicher Mengen F; C F, C ... C F, C ...,
sodass F = U’ ;F, dicht in A liegt. Sei nun (1)) ca eine beliebiges approximie-
rende Eins aus A. Sei € > 0 und wir setzen F, = {ay,4ay,...a,}. Dann existie-
ren Ay, Ag,...Am € A mit ||aj—aju,|| < e falls A > Aj. Nun wihlt man A mit
Ae > Aq,...Ay. Dann gilt ||a —au, || < € fur alle a € F, und alle A > A.. Setzt man
nun € = 1/n mit n € IN, dann existiert ein A, = A € A sodass ||a — aA,|| < 1/n fur
alle a € F,. Da A aufsteigend geordnet ist, konnen wir A, so wéhlen, dass A, < A4

fir alle n gilt. Daraus folgt nun limy, . ||a — au, || = 0 fur alle a € F. Da F dicht in
A liegt gilt dies also auch fiir alle 2 € A. Daher ist (u,, ), eine approximierende
Eins in A. O

§3 Ideale in C*-Algebren

(3.1) Bemerkung

Ist I ein abgeschlossenes Ideal in einer C*-Algebra A, so ist I eine C*-Unteralgebra,
da I per Definition eine Unteralgebra ist, als abgeschlossene Teilmenge einer voll-
staindigen Menge wieder vollstandig ist und die Normgleichung fiir alle a € I erfiillt
ist. Fiir den letzten Punkt benttigt man noch die Selbstadjungiertheit des Ideals. Wir
werden sehen, dass dies fiir abgeschlossene Ideale erfiillt ist. o

(3.2) Satz

Sei L ein abgeschlossenes Linksideal in einer C*-Algebra .A. Dann existiert ein mo-
noton wachsendes Netz (1)) ca von positiven Elementen der abgeschlossenen Ein-
heitskugelvon £, sodass a = lim,_., au, fiir allea € L. o

Beweis
Dieser Beweis wird in A gefiihrt. Sei B = £ N £*. Dann ist B eine C*-Algebra. Nach
Satz (2.11) gibt es daher in 3 eine approximierende Eins (1, ) ea. Falls a € £, so folgt
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a*a € B. Daher gilt lim)_,,a*a(1 — u,) = 0. Nun erhdlt man, da A eine C*-Algebra
ist

Tim fla — auy |2 = Tim [[(1 = w)a"a(1 = )| < Tim [[(1= )] a"a(1 = )| = 0

Dabei wurde im letzten Schritt verwendet, dass ||1 —u,|| < 1 gilt, was wiederum
aus der Betrachtung der von u, und 1 erzeugten C*-Algebra und der zugehorigen

Gelfandtransformation folgt. Nun erhdlt man lim) .« ||[a — au, || = 0 und somit folgt
die Behauptung. O
(3.3) Satz

Sei I ein abgeschlossenes Ideal in einer C*-Algebra 4. Dann ist I selbstadjungiert
und eine C*-Unteralgebra von A. Sei (1)) e eine approximierende Eins in I. Dann
gilt fir allea € A

la-+1] = lim fla—wal| = lim [|Ja —ay|
A—00 A—00

Beweis

Nach Satz (3.2) existiert ein monoton wachsendes Netz (1, ),ca von positiven Ele-
menten der abgeschlossenen Einheitskugel von I, sodass a = lim_, au, fiir alle
a € I. Damit gilt auch a* = lim,_, ) a*. Da die u, alle im abgeschlossenen Ideal I
liegen, folgt dass a* € I. Damit ist I selbstadjungiert.

Sei (1)) e eine beliebige approximierende Eins in I. Weiterhin seia € A und e > 0.
Nun existiert ein b € I, sodass ||a +b|| < ||[a+ I|| +€/2. Aus b = lim, . u,b folgt,
dass ein Ap € A existiert mit ||b — upb|| < €/2 fir alle A > Ag. Damit erhélt man

o= wall = [[(1 = un)a -+ (b — u2b) — (b — unb)| < (1 = ) (a+b) | + [Ib — b
<|la+0b||+ ||b—uxb|| < |la+I||+€/2+€/2.

Daraus folgt nun ||a + || = lim)_,« ||a — upa||. Weiterhin gilt ||a + I|| = ||a* + || =
lim) . ||a* —upa®|| = lim) . ||a — au,||. O

(3.4) Korollar
Sei I ein abgeschlossenes Ideal in einer C*-Algebra A und ] sei ein abgeschlossenes
Ideal in I. Dann ist | auch ein Ideal in A. o

Beweis

Da | wieder eine C*-Algebra ist, wird | nach Lemma (1.5.3.) von T linear aufge-
spannt. Daher geniigt es zu zeigen, dass ab und ba fiir allea € A und b € J* wieder
in ] liegen. Nach Satz (3.2) gibt es in I eine approximierende Eins (1)) ea. Aus
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b € J* folgt mit Satz (1.4), dass auch b1/2 ¢ J* und damit auch b!/2 € I. Daher
gilt nun b'/? = lim, ., u,b'/?. Multipliziert man von links mit 2 und von rechts mit
b1/2, so ergibt sich ab = lim)_, aup b/2p/2, Da auyb*’? € I und b1/2 € | folgt aus
der vorherigen Gleichung ab € |, da | ein Ideal in I ist. Genauso zeigt man, dass
a*b € J. Nach Satz (3.3) ist | selbstadjungiert und daher gilt, da b hermitesch ist
(a*b)* =b*a =ba € | furalleac Aund b € J*. O

Ein Teil des folgenden Satzes wurde schon im 2.Vortrag im Beweis zu (1.7) nachge-
wiesen. Dazu benétigen wir jedoch folgende Hilfsaussage:

(3.5) Lemma

Sei A eine Banachalgebra mit einer Involution, sodass gilt ||a||* < ||a*a]| fiir alle
a € A. Dann ist A eine C*-Algebra. o
Beweis

Aus der Ungleichung ||a||* < ||a*a|| < ||a*|| ||a|| folgt, dass ||a|| < ||a*|| fiir alle a € A.
Analog zeigt man ||a*|| < ||a|| fur alle 2 € A. Daher muss gelten ||a|| = ||a*| und
somit erhilt man ||a||* = ||a*a||, woraus folgt, dass A eine C*-Algebra ist. O
(3.6) Satz

Sei I ein abgeschlossenes Ideal in einer C*-Algebra A. Dann ist der Quotient A/I
eine C*-Algebra mit den normalen Operationen und der Quotientennorm. o
Beweis

Dass A/I mit der Quotientennorm eine Banachalgebra bildet, wurde bereits im
Beweis von Satz (1.7) in Vortrag 2 gezeigt. Da I nach Satz (3.3) selbstadjungiert
isthandelt es sich bei .A/I um eine *-Algebra beziiglich der Involution auf A. Wir
weisen nun nach, dass es sich dabei sogar um eine C*-Algebra handelt. Sei (1)) ca
eine approximatierende Eins in I. Fiir alle a € A und b € I gilt dann mit Satz (3.3)

la+1||* = lim fja — auy||? = lim [[(1—wup)a”a(l —up)|
= lim [[(1—wup)(a”a+b)(1—wup) — (1 —ua)b(1 -

< lim (1= uy)(@a +b)(1 — )| + lim (1= up)b(1 — )]

<sup |[(1—up)(a*a+b)(1—uyp)|| + Hm [[(1T—up)b(1 —uy)|
AEA A—co

< Jlaa -+ b+ lim [[b— uybl| = laa+b

Es wurde wieder die Abschitzung ||1 — u, || < 1 verwendet. Daher gilt nun ||a + I||* <
|la*a + I|| und somit ist A/ eine C*-Algebra nach Lemma (3.5). O
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§4 *-Homomorphismen

(4.1) Satz

Seien A und B C*-Algebren und ¢ : A — B ein injektiver *-Homomorphismus.
Dann ist ¢ isometrisch. o
Beweis

Siehe 3. Vortrag Korollar (4.7) 0]
(4.2) Satz

Seien A und B C*-Algebren und ¢ : A — B ein x-Homomorphismus. Dann ist ¢(A)
eine C*-Unteralgebra von B. o
Beweis

Bild(¢) erbt eine Algebrastruktur von B. Daher gentigt es zu zeigen, dass Bild(¢)
abgeschlossen und vollstiandig ist. Die Abbildung

A/Kern(¢) — B,a+ Kern(¢) — ¢(a)

ist ein injektiver *-Homomorphismus zwischen zwei C*-Algebren, da A/Kern(¢)
nach Satz (3.6) wieder eine C*-Algebra ist. Damit ist ¢ nach Satz (4.1) isometrisch.

Daher ist Bild(¢) vollstindig und daher abgeschlossen in B. O
(4.3) Satz

Sei B eine C*-Unteralgebra von A und I ein abgeschlossenes Ideal in .A. Dann ist
B + I eine C*-Unteralgebra von A o
Beweis

B + I besitzt als Teilmenge von A eine Algebrastruktur. Wir zeigen wieder, dass
B + I abgeschlossen und vollstandig ist. Dazu weisen wir nach, dass der Quotient
(B+1)/1I vollstandig ist. BN I ist ein abgeschlossenes Ideal in B, woraus folgt, dass
B/(BN1I) eine C*-Algebra ist. Die Abbildung:

$p:B/(BNI)— A/I, p(b+BNI)=b+1

mit b € B ist also ein *-Homomorphismus zwischen zwei C*-Algebren mit Bild
(B+1)/1.Nach Satz (4.2) ist (B+ I)/I somit eine C*-Algebra und damit vollstindig.
Nun wollen wir mit Hilfe von Vortrag 2 Lemma (1.6) zeigen, dass daraus folgt, dass
B + I vollstandig ist.
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Sei dazu x, eine beliebige Folge in B+ I mit ) ;> ; ||xx| < oo. Es geniigt nun zu

zeigen, dass ein x € B + I existiert, mit limy_. Hx —-yN, xn‘ = 0. Es gilt

o0 o0
Z [0 + 1| < 2 || < o0
n=1 n=1

da auf Grund der Definition der Quotientennorm stets ||x + I|| < ||x|| gilt. Weiterhin
darf ohne Einschrankung annehmen, dass ||xx|| < |lxx +I|| +27K gilt. Da (B +
I)/1 vollstandig ist, existiert nach Vortrag 2 Lemma (1.6) ein x + [ € (B +1)/I mit

limy_ e Hx +I1-YN (xy+1) H = 0. Dann gilt ebenfalls

N N N
x=Y x| < |(x= Y x)+I[+2 K =|x+T1- ) (xy+1) I, i
n=1 n=1 n=1
Damit ist nach Vortrag 2 Lemma (1.6) B + I vollstandig. O]

(4.4) Definition

Sei I ein abgeschlossenes Ideal in einer C*-Algebra .A. Man sagt, dass I wesentlich
in A ist, falls aus al = 0 folgt a = Oftir alle 4 € A . Ein doppelter Zentralisator zu
einer C*-Algebra A, ist ein Paar (L, R) von beschrénkten linearen Operatoren auf A,
sodass fur alle a,b € A gilt

L(ab) = L(a)b, R(ab) = aR(b) und R(a)b = aL(b).
Die Menge aller doppelten Zentralisatoren von A bezeichnet man M(.A). o

(4.5) Satz

Wenn A eine C*-Algebra ist, so ist M(.A) ebenfalls eine C*-Algebra mit folgenden
Operationen:

Multiplikation: (Ll, Rl)(LZI RZ) = (L1L2, Rle)

Addition: (Ll,Rl) + (LZ,R2) = (L1 + Lo, Ry + Rz)

Skalarmultiplikation: «(L, R) = (aL, xR)

Involution: (L, R) — (L,R)* = (R*,L*) mit L*(a) = (L(a*))* und R*(a) = (R(a*))*
Norm: [|(L,R)|| = |ILI| = |IR].

Man nennt M(.A) Multiplikatoralgebra von A. o

Beweis
Siehe G.J. Murphy: , C*-Algebras and Operator Theory”, Kapitel 2, Seite 38 und 39[]

(4.6) Korollar
1. Seia € A. Definiert man L,(b) = ab und R,(b) = ba, so gilt (L,, R,) € M(A).
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2. Jede C*-Algebra I ist ein Ideal in M(I).
3. Jede C*-Algebra I ist wesentlich in ihrer Multiplikatoralgebra M(I). o

Beweis
1. Siehe G.J. Murphy: , C*-Algebras and Operator Theory”, Kapitel 2, Seite 38

2. Hierbei wird a € I mit (L,, R;) identifiziert.

3. Diese Aussage folgt sofort aus 2. und der Definition von wesentlich. [

Der folgende Satz besagt, dass die Mulitiplikatoralgebra M(I) von I die grofite C*-
Algebra mit Eins ist, die I als wesentliches abgeschlossenes Ideal enthilt.

(4.7) Satz

Sei I ein abgeschlossenes Ideal in einer C*-Algebra A. Dann existiert ein eindeu-
tig bestimmter *-Homomorphismus ¢ : A — M(I), der die Inklusion I — M(I)
fortsetzt. Weiterhin ist ¢ injektiv, falls I wesentlich in A ist. o

Beweis

Existenz: Betrachte ¢ : A — M(I), a — (L4, R;). Die Abbildung ist wohldefiniert,
da Ls(c) = ac € I fir alle ¢ € I gilt. Analoges gilt fiir R,. Hierbei handelt es sich um
einen *-Homomorphismus, da gilt

¢(
¢(aa) = (Laa, Raa) = a(La, Ra) = a¢(a)

¢(ab) = (Lap, Rap) = (LaLp, RpRa) = (La, Ra)(Lp, Rp) = P(a)¢(b)
¢(a*) = (Lo, Ror) = (R, Lg) = (La, Ra)™ = (¢(a))".

Die Beschréanktheit von ¢ folgt aus der Beschranktheit von L, und R, fiir alle a € A.
Eindeutigkeit: Angenommen es existiert noch ein weiterer solcher *-Homomorphismus
p: A— M(I).Seinuna € Aund b € I, dann gilt

¢(a)b = ¢(ab) = ab = y(ab) = ¢(a)b.

Dabher gilt (¢(a) — ¢(a))I = 0, woraus folgt (a) = ¢(a), da I wesentlich in M(I)
liegt. Damit ist der *-Homomorphismus eindeutig bestimmt.

Injektivitat: Sei I wesentlich in A und a € Kern(¢). Dann gilt al = L,(I) = 0. Da I
wesentlich in A ist, folgt 2 = 0. Damit ist ¢ injektiv. [

a+b) = (Logp Rayp) = ((La + Ly, Ra + Rp) = (Lo, Ra) + (L, Rp) = P(a) + $(b)
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