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Maximilian Brolsch

Der Vortrag ist in zwei Teile gegliedert. Im ersten Teil wird die GNS-Konstruktion
eingefiihrt, ein Hilfsmittel um eine beliebige C*-Algebra mit einer C*-Unteralgebra
des Raumes der beschriankten Operatoren iiber einem geeigneten Hilbertraum zu
identifizieren. Im zweiten Teil wird diese Konstruktion verwendet um die C*-Algebren
Struktur auf Matrix-Algebren tiber C*-Algebren zu tibertragen und eine neue Cha-
rakterisierung der positiven Elemente einer C*-Algebra zu erhalten.

§1 GNS-Konstruktion

Im ersten Abschnitt wird nun die eigentliche GNS- Konstruktion eingefiihrt, indem
zundchst ein geeigneter Hilbertraum aus positiven, linearen Funktionalen konstru-
iert wird und dann die Isometrieeigeschaft gezeigt wird.

(1.1) Definition
Sei A eine C*-Algebra. Eine Darstellung von A ist ein Paar (H, ¢), wobei H ein
Hilbert-Raum und

¢: A— B(H)

ein *~-Homomorphismus ist. (H, ¢) heif3t treu, falls ¢ injektiv ist. o

(1.2) Lemma

Sei A eine C*-Algebra und (H,, ¢ ),ca eine Familie von Darstellungen von .A. Dann
ist auch (H, ¢) mit H = {(x))rea, XA € Hy, 3P C A abzdhlbar mit xy = 0, VA €
AN\P, Y ep(xp,x))H, < oo} und

¢: A— B(H),p(a)(xr)r = (paa)(xr))a

eine Darstellung von A. Des weiteren ist (H, ¢) treu, falls fiir jedes 0 # a in A ein A
in A existiert, so dass ¢, (a) # 0 ist. o

Beweis

Zundchst wird gezeigt, dass H tatsdchlich ein Hilbertraum, und insbesondere wohl-
definiert, ist. Sei dazu (-, -)) das Skalarprodukt auf H,. Zundchst muss gezeigt wer-
den, dass die Bedingung Y 1 (%1, x3)4 < oo unabhingig von der Abzdhlung der
Teilmenge von A ist, auf der die x, ungleich null sind. Sei dazu (x3),, S ={A € A:
x) # 0} und 6 eine Abzédhlung von S, fiir die
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ist. Da die (x,,x)), alle grofer null sind, ist die Reihe auf der rechten Seite abso-
lut konvergent und kann damit beliebig umgeordnet werden. Damit folgt fiir jede
andere Abzdhlung 0 von S:
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Also ist die Menge H wohldefiniert. Zur Hilbertraumstruktur wird zunéchst ein
Skalarprodukt auf H definiert durch

() () == Y (xa,y)a (1)

AEA
Zur Wohldefiniertheit P(x) := P((xy)5) := {A € A, x) # 0}.Damit ist P(x) fiir alle
x aus H abzéhlbar. Sei nun (x,);, (y), aus H. Dann gilt:

(=Y. (xA,YA)H,
AEA

= Z (x2, y)\)H/\

AEP(x)NPy

Mit Py und Py ist auch der Schnitt abzéhlbar und es gilt fiir jedes (x,,y,) die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung, womit folgt:

Yo vyl <Y, s llyalls,
A€P(x)NP(y) A€P(x)NP(y)

:
S( Y. (XA/XA)%{A) ( ). (W&/A)%)
AeP(x)NP(y) AEP(x)NP(y)

1
2
<( Y. (XA,XA)%A) ( Y. (yA/]//\)%iA)
A€P(x) A€P(y)

Der Ausdruck rechts ist dabei nach Definition von H endlich. Damit konvergiert
die Reihe aus der Definition des Skalarprodukts absolut und ist damit Wohldefi-
niert. Insbesondere diirfen die Summanden umgeordnet werden, woraus folgt dass

1

2

NI=
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die Summe {iber eine beliebige abzédhlbare Indexmenge, die a priori keine Anord-
nung besitzt wohldefiniert ist, da fiir jede Abzdhlung der Indexmenge die Reihe den
selben Wert liefert (absolute Konvergenz). Alle weiteren Eigenschaften des Skalar-
produkts folgen sofort aus der Konstruktion, da sie schon fiir (") H, gelten. Die
Vollstandigkeit folgt ebenfalls daraus, dass die H, alle vollstandig sind.

Die Abbildung ¢ ist wohldefiniert, da fiir jedes a aus A ein beschrankter Operator
auf H definiert. Es gilt namlich fiir *~-Homomorphismen ||¢,(a)|| < ||a||. Damit folgt
fur (x)), aus H:

I@(@)(xaall> = 1 llpaa)xall® < 3 Nlall?|lxal?

AEA AEA

Da die Rechte Summe rechte Seite endlich ist, folgt die Beschrianktheit von ¢(a). Die
Linearitét ist klar. Weiterhin ist ¢ ein *-Homomorphismus, denn es gilt:

@(a+b)(xa)r = (pa(a+b)(xa))a
= (@a(a)(xa) + @A(0) (xa)1)A
= (pr(@)(xa))a + (a(D)(xa))r
= (@(a)(xa)r) + (@(b)(xa)2)

Und weiter

Zur Vertraglichkeit mit der Involution, sei a aus A und (x,), aus H. Dann ist

(@(a®)(xx)a, (Ya)r)H
= ((%\(ﬂ*)(x ))A/ (YA)A)H
=) (pa(a JA) YA)H,

AEA

=Y (xx, ¢r(a)(Yr))H,

AEA
= ((x\)a (@a(a)(ya))a)u
= ((xa)r, @(@)(ya)a)u
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Weiterhin ist klar, dass falls fiir jedes a aus A welches nicht null ist, ein A aus A
existiert, ¢ injektiv ist. O

(1.3) Definition
Sei T ein positives, lineares Funktional auf der C*-Algebra A. Definiere

N: = {a € Alt(a*a) = 0} = {a € Alr(ba) = 0 Vb € A}. o

(1.4) Lemma
1. Die Konstruktion N aus (1.3) ist ein abgeschlossenes, linksseitiges Ideal in A.
Des weiteren ist durch

A/N¢ x A/Ny — C, (a+ N, b+ Ng) — (b*a) @)

eine wohldefinierte, positiv definite Sesquilinearform und macht A/N; zum
Pra-Hilbertraum. Die so definierte Norm entspricht im Allgemeinen nicht der
Norm, beziiglich der A/ N zur C*-Algebra wird. Mit || - ||.A/ Nz ist im folgen-
den die durch die Sesquilinearform induzierte Norm.

2. Fir a aus A ist ¢(a) in B(A/N¢) vermoge

¢(a)(b+ Nr) = ab+ Ny o

Beweis
1. Sei A eine C*-Algebra, T ein positives lineares Funktional auf A, 2 aus .4 und
b aus N;. Dann gilt:

T(c(ab)) = t((ca)b) =0, furallec € A

Damit ist N ein linksseitiges Ideal in A. Zur Abgeschlossenheit betrachte fiir
festes b aus A die Abbildung

T: A— C,a— 1(ba)

Damit ist 7;, fiir alle b beschriankt und linear und damit stetig, also ist Kern(T,)
abgeschlossen fiir jedes b in 4. Nun ist

N: ={a € Alt(ba) =0Vb € A} = () Kern(t)
beA
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und damit abgeschlossen, als beliebiger Durchschnitt abgeschlossener Mengen.
Damit ist A/ N; eine C*-Algebra und die Abbildung (2) ist (sofern sie wohlde-
finiert ist, was noch zu zeigen ist) eine Sesquilinearform. Zur Wohldefiniertheit
betrachte a + Ny und 4 + N; mit a = 4 + ¢ fiir ein c in N;. Dann gilt:

T(b*a) = (a+ N, b+ N;) = (@+c+ N, b+ Ny)
=1(b*(@+c)) = t(b*a) + t(b*c) = t(b*a)

Damit folgt, dass die Abbildung (2) Reprédsentantenunabhingig in der ersten
Komponente ist, und mit der bereits bekannten Symmetrie der Abbildung folgt
daraus auch die Reprédsentantenunabhéngigkeit in der zweiten Komponente.
Also ist die Abbildung wohldefiniert und damit tatsdchlich eine Sesquiline-
arform auf A/N;. Die positive Definitheit folgt sofort aus der Definition von
Nr.

2. Die Wohldefiniertheit von ¢(a) folgt sofort aus der Tatsache, dass N ein links-
seitiges Ideal in A ist und damit ¢(a)(b + N;) unabhingig von der Wahl des

Représentanten b + N; immer den selben Wert liefert. Sei a aus A beliebig,
zeige zunidchst, dass ¢(a) beschrédnkt ist. Fiir beliebiges b + N aus A/ Ny gilt

lp(a)(b+ No) [y, = T((ab)" (ab)) = T(b*a*ab) < [|al%[|b + Ne %, n,
Damit folgt fiir die Operatornorm von ¢(a)

lp(a)llpa/ny = sup  l@(a)(b+ No)lla/n,
[b+Ne|l 4/n, <1

< sup  |aflallb+ Nella/n,
|6+Nell 4/n, <1

Damit folgt ||¢(a)||4/n,) < lla]l.4 und damit insbesondere die Beschréanktheit
von ¢(a) fir alle a aus A. O

(1.5) Definition und Satz

Sei H; der Banachabschluss von A/ N beziiglich der durch die Sesquilinearform
induzierten Norm (dieser ist damit ein Hilbertraum) und ¢.(a) die (eindeutige)
Fortsetzung von ¢ in B(H;). Dann ist die Abbildung

¢r: A— B(Hy),a — ¢(a)

ein x-Homomorphismus. Damit wird (Hr, ¢) zu einer Darstellung von A, die Gelfand-
Naimark-Segal Darstellung (kurz GNS-Darstellung) beztiglich 7. Weiter sei fiir nicht-
triviale C*-Algebra A die Universelle Darstellung definiert durch die direkte Summe

aller (He, ¢7)res(a)- o
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Beweis
Seien im folgenden a,b aus A und c¢ + N; aus A/N;. Rechne nun zunichst die
Homomorphismus Eigenschaften nach:

¢r(a+b)(c+ Ny) =ac+bc+ Ny =ac+ N¢ + bc+ Ny
= @(a)(c + Nr) + ¢7(b)(c + N7)

¢<(ab)(c + N¢) = ¢(a)(bc + N¢)
= ¢<(a)p-(b)(c+ Nr)

Zur Vertréaglichkeit mit der Involution betrachte:

(¢(a)(b+ Nz),c+ Nz) = (ab+ Nr,c + Nr)
= 7(c*ab)
= (b+ N, a"c+ Ny)
= (b+ N, ¢(a”)(c + Nr))
Damit folgt ¢(a*) = ¢(a)*. Damit sind die *-Homomorphismus Eigenschaften fiir

die Einschrankung auf A/ N; gezeigt. Fiir alle Elemente a aus H: \ (\A/N;) betrachte
Folgen die in der durch (2) induzierten Norm gegen ¢ konvergieren und erhalte

dadurch die Behauptungen. [
(1.6) Satz

Sei A eine C*-Algebra, dann ist die universelle Darstellung von A treu. Insbesondere
existiert eine treue Darstellung. o
Beweis

Sei (H, ¢) die universelle Darstellung von .4 und sei a aus Kern(¢). Dann gibt es ein
positives, lineares Funktional T aus S(.A) mit T(a*a) = ||a*a|| 4. Sei nun b = (a*a)éli,
dann folgt:

lal% = t(a*a) = T(b*) = [l (b)(b + Ne) ||y, = 0

denn @(a) = 0, also ist ¢;(a*a) = 0 = @.(b*) und damit auch ¢ (b) = 0. Insgesamt
folgt a = 0 und damit die Behauptung. O]
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§2 Anwendungen der GNS-Konstruktion

Im zweiten Abschnitt wird die GNS-Konstruktion verwendet, um die C*-Algebren
Struktur von A in eindeutiger Weise auf die Matrix-Algebra M,,(.A), also die Menge
aller n x n-Matrizen mit Eintrdgen in A zu tibertragen.

(2.1) Definition

Sei A eine C*-Algebra. M, (A) = {(a;;);jla;; € A} ist eine Algebra mit den {ibli-
chen Verkniipfungen (Addition komponentenweise, Matrix-Multiplikation). Mit der
Involution (a;;)7; := (a;;);; wird M, (A) zur x-Algebra. o

Ziel ist es jetzt eine Norm auf M, (A) zu finden, beziiglich der der Raum vollstindig
ist. Hierzu wird zunichst eine entsprechende Norm auf M, (B(H)) fiir einen Hilber-
traum H definiert und dann mittels (1.6) auf allgemeine C*-Algebren iibertragen.

(2.2) Definition und Satz

Sei H ein Hilbertraum, H™) die orthogonale Summe von 1 Kopien von H (das ist
wieder ein Hilbertraum, vermége (x,v)ym = Yi—q(xi, yi)n)- Fir u aus M, (B(H))
ist p(u) in B(H™) vermoge

n n
e(u)(xq,...,x,) = (Z ugi(x),---, Y. un,j(x]'))
j=1 j=1
fur alle (xq,...,x,) aus H (") Dann ist die Abbildung

¢ : Mu(B(H)) — B(H"),u — ¢(u)

ein x-Isomorophismus. Mit diesem, sogenannten kanonischen x-Isomorphismus, kann
M,,(B(H)) mit B(H") identifiziert werden und man kann eine Norm auf M, (B(H))
definieren. Sei u aus My (B(H)), dann ist [|ul| s, = [|¢(u) | g(fn eine Norm. Fiir die-
se Norm gelten dann folgende Ungleichungen:

n

||”i,j||B(H(n>) < lullm, < ) ||”k,l||B(H<n)) (L,j=1,...,n) 3)
k=1 o
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Beweis

Die Beschréanktheit von ¢(u) folgt sofort aus der Beschrénktheit der u;;, ebenso die
Linearitdt, damit ist die Abbildung ¢ wohldefiniert. Zunichste werden die Homo-
morphieeigenschaften nachgerechnet. Sei dazu stets u = (u;;);;, v = (v;;);; aus
M, (B(H)) und x1,...,x, aus H dann gilt fir die Addition

@(u+0)(x1,...,xn) <i u+0)1,i(x)), . /i (u+o n](x])>

] =

<Z”11x1 +Zvljx1 Z“anJ +Zvn1x1>
j=1 j=
o(u)(xy,... ,xn)+(p(v)(x1,...,xn)

Sowie fiir die Multiplikation

-

I
—_

(P(”U)(Xl, .. .,xn) =

n
(uv)1,i(xj), . Zuvn] x])
] :

= i <i ullkvk/]) (x]'), ey i (i un,kvk,j> (x]))
j=1 \k=1 j=1 \k=1

= i (i ul,kvk,]-) (x]'), ceey i <i un,kvk,j> (x])>
k=1 \j=1 k=1 \j=1

= i Uik <i vk,j> (x5), - i Unk (i %’) (xf)>
k=1 j=1 k=1 /=1

_ (Zvu X)) zvn] x]>

= ¢(W)e()(x1,..., xn)

Zur Vertréaglichkeit mit der Involution gilt:
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((P(u)(xll"'/xﬂ)/ (yll . /]/n ((iulj x] Zun] X]> ]/1/ . J/n))

H(n)

= ((x1,- -, %n), (W) (Y1, Yn)) oo

Zur Injektivitat sei u in M, (B(H)) mit ¢(u) = 0. Dann folgt sofort
n
Zui,]'(x]') =0 V(xl,. . .,xn) € H(n),l €N

Dann miissen aber die u; ; schon alle 0 sein, also ist ¢ injektiv.

Fiir die Surjektivitit sei nun v aus B(H(")) beliebig. Betrachte die Projektion

Pi:H(n) — H,(x1,..., %) = X;

dann ist P; o v eine lineare Abbildung von H () nach H fiir alle j = 1,...,n. Setzt
man nun
ui,j:H—>H,xr—>Piov(0,..., x, ,...,0)

j’ter Eintrag

so ist dies linear und beschréankt (fiir allei,j = 1...,n) und es folgt:

n n
Y uij(xj) =) Piov(0,..., x ,...,0)=Pov(xy,...,x)
j'ter Eintrag
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Damit ist fiir u = (u;;);; schon die Gleichung ¢(u) = v erfiillt und damit folgt die
Surjektivitat.

Die Normeigenschaften von
I llm, = Ma(B(H)) — R*
folgen sofort aus der Definition und der Linearitdt von ¢. Fiir die erste Ungleichung
gilt fiir i,j beliebig:
n
SUP x| <1 (1, (x), 13 (X)) i < SUP|j| <1 Z Y (uij(x), ui(x)n
i=1 ]:1
n n
S SUP x| <1 Y| 2 (i (xp), ui ()1
i=1 \j=1

Damit folgt ||ui’]‘||B(H) < ||u||Mn

Fiir die zweite Ungleichung gilt:

Pl (2 (i(uf,xx»,ui,xxnm))

i=1 \j=1

< (Z (isumx||H<1(”i,j(x)f”i,j(x))H>)

i=1 \j=1 ]
Damit folgt auch [l|m, < (X5y (/g sup e, (45 (6), s () ) ).
(2.3) Korollar
Mit den Bezeichnungen aus (2.2) ist M, (B(H)) eine C*-Algebra. o
Beweis
Offensichtlich gilt

I x[ag, = 1@ (") g ) = N9 () () gy = N9 g0y = %],

also bleibt lediglich zu zeigen, dass M, (B(H)) beziiglich der in (2.2) definierten
Norm vollstandig ist. Sei dazu (u*); eine Cauchy-Folge, das heiﬁt |u™ —u!|| — o.
Nach der ersten Ungleichung in (2.2) folgt dann, dass auch (u¥ ) « eine Cauchyfolge

10
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ist (fl'jr alle 7,j) und da B(H) vollstandig ist existiert u = (u;;);; in M,(B(H)), so

dass ulj — u;j (k — oo) in der B(H™)-Norm.

Mit der zweiten Ungleichung folgt nun:

n
Ik = ullag, < Y 11k = il g ggeny — O (k — o0)
ij=1 L]

Damit folgt die Vollstandigkeit, also ist M, (B(H)) eine C*-Algebra.

(2.4) Satz

Sei A eine C*-Algebra, dann gibt es eine Norm beziiglich der M, (A) eine C*-
Algebra ist. o
Beweis

Sei (H,7) die universelle Darstellung von 4, dann ist

17 My((A)) — Mu(B(H)), (ai)ij — (1(ai}))i

ebenfalls eine injektive x-Homomorphie, da 7 nach (1.6) injektiv und somit isome-
trisch ist. Definiere nun durch

1 11ag, ) = Ma(A) = RY, [lall g, 4) = [17(a)l|as, (4)

eine Norm auf M, (A). Die Normeigenschaften folgen unmittelbar aus der Injekti-
vitdt und Linearitdt von 7. Weiterhin gelten fiir a aus M, (A) und folgende Unglei-
chungen fiir (4)

n
laijlla < lallp,a) < Y llaxilla fir alle i (5)
k=1
denn es gilt:
n n
lall, ) = 7 (@)llag, < 32 NG @il = X 1 r(a) s
k=1 ki=1

Da 7 eine Isometrie nach (1.6) ist, folgt die zweite Ungleichung und vollig analog:

lallm,ay = (@), = 1(7(@))ijll gy = [1Cr(ai ) pe) 0

Ebenfalls vollig analog zu obigem zeigt man nun mit diesen Ungleichungen die
Vollstandigkeit von M, (.A).

11
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Als Abschluss kommt noch ein Satz, der mit Hilfe der GNS-Konstruktion eine Cha-
rakterisierung der positiven Elemente einer C*-Algebra liefert:

(2.5) Satz

Sei A eine C*-Algebra und a aus A selbstadjungiert. Dann ist 2 in A" genau dann,
wenn 7(a) > 0 fur alle positiven, linearen Funktionale T von A. o
Beweis

Die Vorwartsimplikation ist gerade die Definition der positiven, linearen Funktio-
nale, fiir die Riickrichtung sei a4 aus A und t(a) > O fiir alle positiven linearen
Funktionale 7. Sei weiter (H, ¢) die universelle Darstellung von A und x aus H.
Dann ist die Abbildung

T: A—C b (¢(b)(x),x)n O

ein positives, lineares Funktional auf 4, denn b — ¢(b) ist positiv. Nach Voraus-
setzung gilt damit (¢(a)(x),x)g > 0. Da ¢(a) nach Konstruktion selbstadjungiert
ist, und diese Ungleichung fiir alle x aus H gilt, ist ¢(a) aus ¢(A)" und da ¢ eine
Isometrie ist, folgt die Behauptung.
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