Der Satz von Gelfand

Vortrag zum Seminar zur Funktionalanalysis, 23.10.2008

Cornelia Wirtz

In diesem Vortrag werden wir uns mit dem Spektrum (oder auch dem maximalen
Idealraum oder Strukturraum genannt) einer kommutativen Banachalgebra mit Eins
beschiftigen, einem wichtigen Werkzeug, welches zuerst systematisch von Gelfand
und seinen Koautoren ausgenutzt wurde. Ziel dieses Vortrages ist es, die Gelfand-
Transformation einzufiihren und mit Hilfe dieser Transformation einen Zusammen-
hang zwischen oben genannten Spektrum und dem Spektrum eines Elements dar-
zustellen. Desweiteren soll in diesem Vortrag der Satz von Gelfand bewiesen und
der Satz von Gelfand-Naimark vorbereitet werden.

§1 Spektrum einer kommutativen Banachalgebra mit
Eins

Im ersten Paragraphen werden wir zunédchst den Begriff des Spektrums fiir eine
Banachalgebra mit Eins einfiihren und daraus direkte Folgerungen herleiten.

— Definition —

(1.1) Definition

Sei A eine kommutative Banachalgebra mit Eins. Mit einem multiplikativen Funk-
tional auf A bezeichnen wir einen nicht verschwindenden, stetigen Algebren- Ho-
momorphismus von A nach C. Die Menge aller multiplikativen Funktionale auf A
wird Spektrum von A genannt und mit 0(.A) bezeichnet. o

Den Zusammenhang zwischen dem oben genannten Spektrum und dem bereits im
ersten Vortrag kennengelernten Spektrum eines Elements, werden wir im Verlauf
des Vortrages kldren. Zunédchst wollen wir aber einige direkte Folgerungen aus der
obigen Definition herleiten.
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— Erste Folgerungen —
(1.2) Proposition
Sei A eine kommutative Banachalgebra mit Eins und / € ¢(.A). Dann gilt
a) h(e) =1.
b) Falls x in A invertierbar ist, dann gilt h(x) # 0.

c) |h(x)| < ||x|| fur alle x € A. o

Beweis
a) Da h # 0 nach Definition von ¢ (.A), existiert ein x € A mit h(x) # 0. Dann gilt,
da e das Einselement in A ist und & multiplikativ, dass

0 # h(x) = h(xe) = h(x)h(e),

also h(e) = 1.

1 1

b) Sei x in A invertierbar. Dann existiert ein x ™1 € A mit xx ! = x1x = e. Auf-

grund der Multiplikativitdt von & erhdlt man
1=h(e) =h(xx~ 1) = h(x)h(x71).
Da C ein Integritédtsbereich ist, folgt dass (x) # 0 sein muss.

c) Angenommen es existiert ein x € A mit |h(x)| > ||x||. Nach [1, (1.4)(a)] gilt dann
aber, dass h(x)e — x invertierbar ist. Nach Teil (b) ist dann aber h(h(x)e — x) # 0
und damit folgt

0 # h(h(x)e) —h(x) = h(x)h\(fl—h(x) =h(x) —h(x) =0,

wegen der Linearitdt von i, was jedoch einen Widerspruch darstellt und somit
gilt [h(x)| < ||x| fiir alle x € A. O

Der Teil (c) von Proposition (1.2) besagt, dass c(.A) eine Teilmenge der abgeschlos-
senen Einheitskugel B von A* ist, denn fiir alle h € o(A) gilt

(©
Ikl = sup [r(x)] < sup [lx[| =1.
xll=1 xll=1

Ausgestattet mit der von A* induzierten schwach* Topologie, wird dann ¢(.A) zu
einem topologischen Raum. Nach (1.2)(a) gilt fiir einen Algebrenhomomorphismus
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h: A — C, dass die Bedingungen & # 0 und h(e) = 1 dquivalent sind, denn
einerseits folgt aus h(e) = 1 # 0, dass h # 0 gilt. Anderseits folgt aus Proposition
(1.2)(a) wie im Beweis, dass fiir 1 # 0 bereits h(e) = 1 gelten muss. Damit gilt

o(A) = {h; h ist multiplikatives Funktional auf A und h # 0}
={h € B;h(e) =1 und h(xy) = h(x)h(y) fir alle x,y € A}.

(1.3) Lemma

Sei A eine kommutative Banachalgebra mit Eins, dann ist das Spektrum ¢(.A) ein
kompakter Hausdorffraum. o
Beweis

Die Bedingungen h(e) = 1 und h(xy) = h(x)h(y) werden unter punktweiser Li-
mesbildung erhalten, denn falls A 1, also hy(2) e h(z) fir alle z € A, so setze
z = xy. Dann gilt aufgrund der Limitenregeln

h(xy) "= ha(xy) = hn()ha(y) "= h(x)h(y),
und damit h(xy) = h(x)h(y) wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes. Fiir z = ¢
folgt analog
1= hy(e) "= hie),

und daher h(e) = 1 wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes. Dies zeigt, dass o (.A)
abgeschlossen in der Einheitskugel B in A* beziiglich der schwach* Topologie ist.
Da B nach Alaoglu’s Theorem schwach* kompakt, und o (A) C B abgeschlossen ist,
folgt mit Hilfe der Topologie, dass o (.A) bereits schwach* kompakt ist. Mit A* ist
dann auch ¢(.A) nach [2, (6.18)] hausdorffsch. O

Multiplikative Fuktionale sind eng verbunden mit maximalen Idealen. Um darauf
ndher eingehen zu konnen, bendtigen wir zundchst die Definition von maximalen
Idealen.

— Definition —

(1.4) Definition

Falls A eine Algebra ist, dann ist ein Linksideal (Rechtsideal) von A eine Unteral-
gebra I von A, so dass xy € I falls x € A und y € I (beziehungsweise x € I und
y € A). I ist ein echtes Ideal, falls I # A gilt. Enthélt A eine Eins, so ist I genau dann
echt, wenn e ¢ I, denn falls e € I ist, so gilt nach Definition auch x = xe = ex € I fiir
alle x € A. Ist A kommutativ, so spricht man nur von Idealen statt von Links- oder
Rechtsidealen. In diesem Fall nennt man I ein maximales Ideal, falls I ein echtes
Ideal ist, welches nicht in einem grofieren echten Ideal enthalten ist. ©
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— Eigenschaften echter und maximaler Ideale —

Wir wollen nun einige Eigenschaften echter und maximaler Ideale herleiten, die wir
im Verlauf des Vortrages noch bendtigen werden.

(1.5) Proposition
Sei A eine kommutative Banachalgebra mit Eins, und sei I C A ein echtes Ideal.
Dann gilt

a)
b)
<)
d)

I enthilt keine invertierbaren Elemente.
I (der Abschluss von I) ist ein echtes Ideal.
I ist enthalten in einem maximalen Ideal.

Falls I maximal ist, so ist I bereits abgeschlossen. o

Beweis

a)

Angenommen [ enthilt ein invertierbares Element x. Dann ist nach Definition
des Ideals xy € I fiir alle y € A, also insbesondere ¢ = xx~1 € I firy = x~ ..
Nach Definition (1.4) ist dann aber bereits I = A und damit I kein echtes Ideal
mehr, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht. Demnach war die Annahme

falsch und I enthélt keine invertierbaren Elemte.

Wir zeigen zunichst, dass I ein Ideal ist. Seien dazu x,y € I beliebig sowie
(1) pery Und (Yn) .oy Zwei Folgen in I mit x, "= x und y, "— y. Dann folgt
aufgrund der Idealeigenschaft von I, dass

Xp + yn = oxtyel
<~
€l el
€1, da I Ideal
gilt, wodurch die Abgeschlossenheit von I beziiglich der Addition gezeigt ist. Sei
nun weiter x € A beliebig und y € T, sowie (i), C I eine Folge mit y, "— y.
Dann folgt

n—oo T
XYn — xyel,
~—
€l, da I Ideal

aufgrund der Banachalgebreneigenschaften. Damit ist gezeigt, dass I ein Ideal ist.
Da I nach Voraussetzung ein echtes Ideal ist, ist es nach Teil (a) in der Menge der
nicht invertierbaren Elemente von A enthalten, welche nach [1, (1.4)] abgeschlos-
sen ist. Daraus folgt, dass e ¢ I und damit nach Definition (1.4), dass I ein echtes
Ideal ist.
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c) Dies ist eine Anwendung von Zorn’s Lemma. Die Vereinigung von einer aufstei-
genden Kette von echten Idealen ist echt, weil sie nicht e enthalt.

d) Angenommen I wire nicht abgeschlossen, aber ein maximales Ideal. Nach De-
finition eines maximalen Ideals ist dann I ein echtes Ideal und demnach nach
Aufgabenteil (b) auch T 2 I ein echtes Ideal in A. Dies ist aber ein Widerspruch
zur Maximalitdt von I. Damit war die Annahme falsch und I ist abgeschlossen.L]

— Zusammenhang zwischen o (A) und der Menge der maximalen Ideale von A —

Fiir das weitere Vorgehen benétigen wir folgende Aquivalenz.

(1.6) Lemma
Fiir einen normierten Raum (X, || - ||) sind dquivalent

i) X ist vollstandig

ii) Jede absolut konvergente Reihe konvergiert, das heift fiir jede Folge in X mit
Y% 1 [lxa]| < oo existiert ein Element x € X mit imy e [|x — Y0 x4 =0. o

Beweis
Wir zeigen zundchst, dass aus (i) bereits (ii) folgt. Da (EnN:1 xng eine Cauchy-
Folge ist und X nach Voraussetzung vollstindig, konvergiert die (I)\fg(le\] (Z,Z;Izl xn>

. . . N NelN
gegen ein x € X, das heifst imy_« [|[x — Y, 1 xx|| = 0.
Es bleibt fiir die Aquivalenz zu zeigen, dass aus (ii) auch (i) folgt. Sei dazu (x,),cp
eine Cauchy-Folge. Wir miissen zeigen, dass diese unter den Voraussetzungen von
(i) bereits konvergiert. Wahle zu ¢, = 2% ein N € IN mit ||x, — x| < 27F fiir alle
n,m > Ni. Daraus ergibt sich die Existenz einer Teilfolge (xy, ), p mit der Eigen-
schaft ||x,,,, — xu, || < 27 fiir alle k € N. Definiere yj = xy,,, — X,. Dann gilt

—k
Yl = ¥l —xwll € ¥ 275 < oo,
keN keN kelN

Nach Voraussetzung existiert also ein y € X mit

K K
ly = 2wl =Ny = ) 2y — x|
k=1 k=1

K — o
= |ly - (x'lk+1 - xnl” - 0.
Demnach konvergiert eine Teilfolge von (x;), - Da eine Cauchy-Folge, die eine
konvergente Teilfolge besitzt, selbst konvergiert, folgt die Konvergenz von (xy ),
und damit die Vollstandigkeit von X. [
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Einen Zusammenhang zwischen ¢(A) und der Menge der maximalen Ideal in A
liefert der folgende

(1.7) Satz
Sei A eine kommutative Banachalgebra mit Eins. Die Abbildung # — Kern(h) ist
eine bijektive Abbildung zwischen ¢(.A) und der Menge der maximalen Ideale in

A. o

Beweis

Wir zeigen zundchst die Wohldefiniertheit der Abbildung. Sei dazu h € ¢(.A). Dann
ist Kern(/) ein Ideal von A, denn aus der linearen Algebra wissen wir, dass Kern(h)
eine Untergruppe von A ist und fiir x € Kern(h) und y € A gilt auch xy € Kern(h),

da
h(xy) = h(x)h(y) = 0-h(y) =0,

aufgrund der Multiplikativitit von h. Zudem ist Kern(h) ein echtes Ideal, denn
h(e) = 1 # 0, also e ¢ Kern(h). Aus der Algebra wissen wir, dass Kern(h) ge-
nau dann ein maximales Ideal in A ist, falls A/ Kern(h) ein Korper ist. Nach dem
Homomorphiesatz gilt

A/ Kern(h) 2 Bild(h) < C.

Als Untervektorraum von C ist Bild(/) aber entweder trivial oder C selbst. Da aber
h # 0 gegeben ist, kann nur noch Bild(h) = C gelten. Also ist A/ Kern(h) = C
und da C ein Korper ist, gilt auch, dass A/ Kern(h) ein Korper ist und damit, dass
Kern(h) in der Menge der maximalen Ideal von A enthalten ist. Demnach ist die
obige Abbildung wohldefiniert.

Als ndchstes wollen wir die Injektivitdt der Abbildung zeigen. Seien dazu h, g €
o(A) mit h # g, aber Kern(g) = Kern(h). Sei weiterhin x € A. Dann lisst sich x
darstellen als x = x + h(x)e — h(x)e. Definiere nun y = x — h(x)e. Dann gilt y €
Kern(h), denn wegen der Linearitit von h erhilt man

h(y) = h(x = h(x)e)
= h(x) — h(h(x)e)
= h(x) —h(x) h(e)
=1
= h(x) — h(x)
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Wendet man nun g auf x an, so erhdlt man aufgrund der Lineréritit von g, dass

g(x) = g(h(x) +y)

= g(h(x)e) + g(v)
h(x) g(e) +g(y)

~~~

—~
=

~—

oQ

= h(x) +g(y)

gilt. Wegen Kern(#) = Kern(g) hat man somit auch y € Kern(g), also g(y) = 0. Es
folgt also
g(x) =h(x)+g(y) =h(x)+0=h(x) firallexe A.

Demnach ist ¢ = h und damit & — Kern(h) injektiv.
Nun wollen wir die Surjektivitit der Abbildung h — Kern(h) zeigen. Sei dazu M
ein maximales Ideal von A und sei 7w : A — A/ M, x — x+ M, die Quotien-
tenabbildung (kanonische Abbildung). Aus der Algebra wissen wir, dass A/ M eine
Algebrastruktur von A erbt. Damit wird A/ M zum Banachraum mit der sogenann-
ten Quotientennorm definiert durch ||x + M|| = inf{||x + m|| : m € M}. Dass diese
Definition auch wirklich eine Norm darstellt, werden wir im Folgenden zeigen. Da-
tir prifen wir zuerst, ob die Norm wohldefiniert ist. Dies ist aber der Fall, denn
x1+ M =x+M e A/ M impliziert x; = xp + m fiir ein m € M und deshalb
gilt ||[x; + M| = ||x2 + M]|. Die Gleichung ||A(x1 + M)]|| = |A] ||x1 + M| folgt fiir
A # 0 sofort daraus, dass mit m auch A - m den Unterraum M durchlduft und fiir
A = 0 ist die Gleichung trivial, da
. 0eM

10+ M| =inf{[[0+ m|,m e M} =" 0.
Um die Dreiecksungleichung zu beweisen, betrachte x1,x, € A. Wahle zu € > 0
Elemente my,my; € M mit ||x; — m;|| < ||x; + M|| + € fiir i = 1, 2. Es folgt

[x1 + M+ x2 + M| = [lx1 + x2 + M|
< [ (x1 + x2) = (m1 + my) ||
< lxx = ma [ + [[x2 — ma||
< ||lxg + M| + [|x2 + M]| + 2¢,

denn my +my € M. Da € > 0 beliebig war, folgt die Dreiecksungleichung. Da
M nach Proposition (1.5)(d) als maximales Ideal abgeschlossen ist, konnen wir die
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Definitheit |[x + M| =0 < x + M = 0+ M zeigen, denn

[x+ M| =0 < inf{||x+m|,meM}=0

Analysis

xeM=M
& x+M=0+M.

Damit ist gezeigt, dass obige Definition eine Norm darstellt. Wir wollen nun zeigen,
dass A/ M ein Banachraum ist, das heifit wir miissen zeigen, dass A/ M vollstandig
ist. Dazu benotigen wir Lemma (1.6). Seien x; € A mit ) ;2 ; ||xx + M| < oo. Nach
Definition der Quotientennorm darf ohne Einschrankung x| < ||xx + M| +27F
fiir alle kK € IN angenommen werden. Dann gilt aber

Y el < Y (e + M +275)

keIN keIN
=Y la+ M+ 3 2
keIN keIN
< 00,

wobei wir in * die absolute Konvergenz beider Reihen benétigt haben. Da A voll-
standig ist, existiert nach Lemma (1.6) ein x € A mit limg_. [[x — 2,1;1 xil| = 0.
Dann gilt aber auch

K K
le+ M = Y (e + M) =1 (x = Y xi) + M|
k=1 k=1

K K — o0
<llx=Y xll"=70,
k=1

da stets ||x + M| < ||x|| gilt. Nach Lemma (1.6) folgt nun, dass A/ M vollstindig
ist. Demnach ist A/ M ein Banachraum. Zudem gilt fiir x,y € A und mq, m; € M
beliebig, dass xy 4 myy 4+ mox + mymy € xy + M gilt, und demnach

|lxy + M| < ||lxy +myy + mox + mymy||

= [I(x = m1) (y + ma)||
< lx+ mallly + mal|

Da m1, my € M beliebig waren, folgt

lxy + M| < lx + M[lly + M.
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Insgesamt erhdlt man somit, dass A/ M eine Banachalgebra ist. Da M ein maxima-
les Ideal ist, erhdlt man aus der Algebra, dass A/ M ein Korper ist und dadurch
keine nichttrivialen Ideale haben kann. Insbesondere ist damit jedes von Null ver-
schiedene Element in A/ M invertierbar. Da nach dem oben Gezeigten A/ M eine
Banachalgebra ist, folgt mit dem Gelfand-Mazur [1, (1.7)], dass A/ M = C gilt. Be-
zeichnet man den Isomorphismus aus dem Gelfand-Mazur Theorem mit ®, dann
ist @ o 71 ein multiplikatives Funktional von A mit Kern M. Die Abbildung ® o 7 ist
multiplikativ, denn es gilt

m(xy) = xy + M =: (x+ M)(y + M) = n(x)7e(y),

sowie
(1.7) 1.7)
d(xy) = (D(\“f_/ e ) = ®(abe) =" ab = D(ae)®(be) = (x)P(y),
=X =y
und damit

®(r(xy)) = (n(x)7t(y)) = P(7(x))@(7(y))-
Nach Definition der Abbildung ® o 7 ist der Kern gerade M, wodurch die Abbil-
dung h — Kern(h) surjektiv ist.
Insgesamt haben wir also gezeigt, dass die Abbildung h — Kern(h) von ¢ (.A) in die
Menge der maximalen Ideale von A bijektiv ist. O

§2 Der Satz von Gelfand

In diesem Paragraphen werden wir die sogenannte Gelfand-Transformation einfiih-
ren und anschlieflend den Satz von Gelfand beweisen. Zudem werden wir symme-
trische *-Algebren behandeln und abschlieBend eine Motivation finden, c(.A) das
Spektrum von A zu nennen.

— Die Gelfand-Transformation —

(2.1) Definition
Fiir x € A definieren wir die Funktion X auf 0(.A) durch

2(h) = h(x), heo(A).



Der Satz von Gelfand §2 Der Satz von Gelfand

Weil die Topologie der punktweisen Konvergenz auf A die Topologie auf o(.A) ist,
ist X stetig auf o (.A), denn wegen

%) = hu(x) " =7 h(x) = 2(h),

ist X schwach-x-stetig, also ¥ € C(c(.A)). Die Abbildung x — X von A nach C(c(A))
wird Gelfand — Transformation auf A genannt und mit I' oder I' 4 bezeichnet (falls
Missverstandnisse zu befiirchten sind). o

— Der Satz von Gelfand —

(2.2) Satz (Gelfand)
Sei A eine kommutative Algebra mit Eins und sei x € \A. Dann gilt

a) Die Gelfand-Transformation ist ein Homomorphismus von A nach C(c(.A)) und
e ist die konstante Funktion 1.

b) x ist invertierbar < X verschwindet nirgends.
c) Range(x) = o(x).

d) [[X]lsup = o(x) < [lx]|. o

Beweis
a) Dass die Gelfand-Transformation wohldefiniert ist, haben wir bereits in der Defi-
nition gesehen. Weiter gilt

xy(h) = h(xy) = h(x)h(y) = x(h)y(h),

sowie ax(h) = h(ax) = ah(x) = az(h)

und

X +y(h) =h(x+y) = h(x) +h(y) = 2(h) + 7(h),
(

also ist I' ein Homomorphismus. Sei nun h € ¢
(1.2)(a) gilt dann e(h) = h(e) = 1. Demnach ist e = 1.

b) Sei x € A nicht invertierbar. Nach Proposition (1.5) ist das von x erzeugte Ideal
echt. Daraus folgt ebenfalls nach Proposition (1.5), dass x in einem maximalen
Ideal enthalten ist. Nach Satz (1.7) ist dann aber x € Kern(h) fureinh € 0(.A), das
heift h(x) = 0 fur ein h € 0(A). Damit ist also X(h) = h(x) =0 firein h € c(A),
also hat X eine Nullstelle. Hat umgekehrt x eine Nullstelle, dann existiert ein
h € 0(A) mit X(h) = 0 = h(x), das heiflt h(x) = 0 fir ein h € 0(A). Also ist

10



Der Satz von Gelfand §2 Der Satz von Gelfand

x € Kern(h) fiir ein h € 0(.A) und nach Satz (1.7) ist x dann in einem maximalen
Ideal enthalten. Da maximale Ideale nach Definition echte Ideale sind, ist auch
das von x erzeugte Ideal echt und damit kann x nach Proposition (1.5) nicht
invertierbar sein.

c) Nach Definition des Spektrums gilt A € ¢(x) genau dann, wenn Ae — x nicht
invertierbar ist. Dies ist aber nach Teil (b) 4quivalent dazu, dass h(Ae — x) = O fiir
ein h € o(A) gilt. Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn Ah(e) —h(x) =0
beziehungsweise A = h(x) = x(h) fiir ein h € o(A) gilt. Aquivalent dazu ist
dann aber A € Range(X). Insgesamt folgt also die Behauptung.

d) Mit Hilfe von Aufgabenteil (c) und [1, (1.4)(a)] folgt

||3?||sup = sup |3?(h)‘
heo(A)

= sup{|A|, A € o(x)}
= o(x)

was die Behauptung zeigt. O

— Symmetrische *-Algebren —

Falls A eine *-Algebra ist, dann kann man sich fragen, ob die Involution auf 4 auf
die komplexe Konjugation auf C(c(.A)) transformiert wird, das heiflt wann x* = ¥
fur x € A gilt. Dies ist nicht immer moglich, wie wir im néchsten Vortrag sehen
werden.

(2.3) Definition
Man nennt eine *-Algebra .A symmetrisch, wenn x* = ¥ fiir x € A gilt. o

Fiir das weitere Vorgehen benotigen wir den folgenden

(2.4) Satz (Stone-Weierstrass)
Sei T ein kompakter Raum und A C C(T) eine Algebra mit folgenden Eigenschaften:

1) A enthilt die konstanten Funktionen,

2) A ist punktetrennend, das heifit zu s,t € T mit s # t existiert ein f € A mit
f(s) # f(t), sowie im Fall K = C

11
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3) A ist selbstadjungiert, das heiit fiir f € .4 muss bereits f € A sein.

Dann ist A dicht in C(T) bezuiglich || - ||co- o
Beweis
Einen Beweis findet man in [3, VIII (4.7)]. ]

(2.5) Proposition
Sei A eine kommutative Banach *-Algebra. Dann gilt

a) A ist symmetrisch genau dann, wenn X reellwertig ist fiir alle x mit x = x*.
b) Falls A eine C*-Algebra ist, ist A symmetrisch.
c) Falls A symmetrisch ist, ist T'(.A) dicht in C(c(A)). o

Beweis
a) Sei zundchst A symmetrisch und x € A mit x = x*. Dann gilt

i‘\:x*:

)

also ist X reell.

Zu x € A definiere fiir die Riickrichtung # und v durch u = %(x + x*) sowie

v = % (x — x*). Dann gilt

u = G (Hx*))* ;@wﬂ**)

sowie

wobei wir in * die Eigenschaften einer *-Algebra nach [1, (1.1)] verwendet haben.
Es folgt also nach Voraussetzung, dass i und o reell sind. Weiter gilt

u-l—iv:—(x*-l—x)-i—i(%(x—x*))

NI~ NI -

(x*+x)+%(x—x*)

I
&

12
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und

Damit erhélt man aufgrund der Linearitdt der Gelfand-Transformation nach Satz
(2.2) und der Tatsache, dass it und v reell sind , dass

3 - = ~
X*=u—1v=1u—10
=U—10=1U—10
=u-+i0=u+10v
— =
=u+iwv=xXx

gilt. Da x € A beliebig gewdhlt war, ist A nach Definition (2.3) symmetrisch.

Um die Behauptung zu zeigen, wollen wir Aufgabenteil (a) verwenden. Sei dazu
x € A mit x = x*. Falls wir zeigen konnen, dass x reellwertig ist, folgt mit
Aufgabenteil (a) die Behauptung. Sei weiterhin & € o (A) beliebig und a, f € R
mit X(h) = h(x) = a 4+ iB. Fur t € R definiere z = x + ite. Dann gilt
h(z) = h(x +ite) = h(x) + ith(e)
=h(x)+it =a+if+it
=a+i(B+t)

und
Z'z= (x+ite)" (x +ite) = (x* + (ite)”) (x + ite)
= (xF +ite*) (x +ite) = (x* —ite*) (x + ite)
= (x —ite?) (x +ite) T = (x — ite) (x + ite)
= x?—(ite)* = x* + Fe,

wobei wir in * die Eigenschaften einer *-Algebra nach [1, (1.1)] verwendet haben,
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aus denen ebenfalls folgt, dass e = e* gilt. Mit Proposition (1.2) (c) folgt nun

@)+ (B+1)>=la+i(B+1t) = |n(z)]
< lz|? = |Iz*z|

= [lx* + el < [|lx*] + || ]
el =1
= 12+ llell = 122 + £,

und damit ) ) ) ) )
w” + BT+ 2Bt 417 < ||x7|| + ¢

el +p 2t <l
fir alle t € R. Daraus folgt aber bereits, dass f = 0 gelten muss. Damit erhalt
man dann
X(h) =h(x) =a €R.
Da h beliebig gewédhlt war, muss X reell sein. Nach Aufgabenteil (a) ist A dann
symmetrisch.

Sei ¥ € T(A). Da sich jedes ¥ als ¥ fiir ein y € A darstellen lasst, mit y = x*,
ist I'(LA) abgeschlossen unter komplexer Konjugation. Zudem enthilt I'(.A) nach
dem Satz von Gelfand die konstante Funktion & = 1 und demnach auch alle
konstanten Funktionen. Weiter ist I'(A) punktetrennend, denn seien f, ¢ € 0(A)
Homomorphismen mit f # g, dann existiert ein x € A mit f(x) # g(x), also
X(f) # x(g). Da ¢(A) nach Lemma (1.3) kompakt ist und T'(A) C C(c(A))
eine Algebra ist (da bereits A eine kommutative Banach *-Algebra ist und I ein
Homomorphismus), sowie die Voraussetzungen (1) bis (3) von Satz (2.4) nach
oben Gezeigtem erfiillt sind, folgt nach dem Satz von Stone-Weierstrass, dass
I'(A) dicht in C(c(A)) ist. O

— Zusammenhang zwischen o(A) und o(x) —

Fiir das weitere Vorgehen benoétigen wir ein bekanntes Lemma aus der Topologie.

(2.6) Lemma
Sei f : T — S stetig und bijektiv, sowie T und S kompakt. Dann ist f~!: S — T
ebenfalls stetig. o

14
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Beweis

Sei A C T abgeschlossen. Dann ist (f~1) ! (A) = f(A) kompakt, da abgeschlossene
Teilmengen kompakter Rdume selbst kompakt sind und kompakte Mengen unter
stetigen Abbildungen auf kompakte Mengen abgebildet werden. Insbesondere ist
damit (f~1) - (A) abgeschlossen, das heifit Urbilder abgeschlossener Mengen sind
abgeschlossen, also ist f ! stetig. O

Die Motivation dafiir, dass ¢(A) das Spektrum von 4 genannt wird, liefert uns das
folgende Resultat.

(2.7) Proposition
Falls xo € A gilt, so ist Xy ein Homdomorphismus von ¢ (.A) nach o(xp) in jedem der
folgenden Falle:

i) A wird erzeugt von xp und e, oder
ii) x ist invertierbar und A wird erzeugt von xo und x, 1 oder

iii) A ist symmetrisch und A wird erzeugt von xg, x; und e. o

Beweis

Nach Satz (2.2) (c) gilt Range(%p) = o(xo), also wird o (A) unter xp auf o(x) abge-
bildet. Da sowohl ¢(.A) (nach Lemma (1.3)) als auch ¢ (xg) (bekannt aus der Funktio-
nalanalysis) kompakte Hausdorffriume sind, gentiigt es zu priifen, dass ¥y injektiv
ist, denn mit obiger Surjektivitdt und der Tatsache, dass xp nach Definition (2.1) ste-
tig ist, folgt aus dem Lemma (2.6), dass X, * ebenfalls stetig ist. Wir miissen also in
allen drei Féllen die Injektivitdt von Xy nachweisen.

i) Seien dazu h, g € o(A) mit xp(h) = xp(g), also h(xg) = g(x0). Zudem wissen
wir h(e) =1 = g(e). Da aber A nach Voraussetzung von xp und e erzeugt wird,
stimmen g und h bereits auf dem Erzeugnis von xp und e iiberein und damit
gilt h = g. Demnach ist %y injektiv.

ii) Zunachst gilt h(x, ') = h(xp) !, denn

h(xal) = @*111(3(0) h(xal) = h(xo)*lh(xoxal)
=1

= h(xg) L h(e) = h(xo) L.
>

Seien nun h, g € o(A) mit xp(h) = %p(g), also h(xg) = g(xo). Weiter gilt aber

h(xg!) = h(xo) ™ = g(x0) ™' = glxg ).
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iif)

Da A nach Voraussetzung von xo und x, ! erzeugt wird, stimmen g und & bereits
auf dem Erzeugnis von xp und x; ! {iberein und damit gilt 1 = g. Demnach ist
X injektiv.

Es gilt h(x§) = h(xg), denn

A symmetrisch

h(xg) = x5(h) %o(h) = h(xo).
Seien nun , g € o(A) mit xp(h) = %p(g), also h(xg) = g(xo). Weiter gilt aber
h(xp) = h(xo) = g(x0) = 8(xp)-

Da A nach Voraussetzung von xo, x; und e erzeugt wird, stimmen ¢ und / be-
reits auf dem Erzeugnis von xy, x; und e {iberein und damit gilt # = ¢. Demnach
ist X injektiv.

Da wir in allen drei Féllen auf die Injektivitdt von X schliefen konnten, ist aus
obigen Griinden Xj in eben diesen Fillen ein Homéomorphismus von ¢(.A) nach
(xp). O
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