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Sabine Meisen und Anke Wirtz

Aus der Linearen Algebra und der Funktionalanlysis ist der Spektralsatz fiir endlich-
dimensionale Vektorrdaume bekannt. Ziel dieses Vortrags ist es nun, einen Spektral-
satz fiir C*-Algebren herzuleiten. Dabei wird die in den vorherigen Vortragen ken-
nengelernte Gelfand-Theorie als Hilfsmittel dienen.

§1 Grundlagen

— Banach Algebren —
(1.1) Definition (Banach Algebra)
Sei A eine C-Algebra, ||| eine Norm und (A4, ||-||) ein Banachraum. Weiterhin gelte
llxy|| < ||x]| [yl ¥ x,y € A. Dann heifit A Banach Algebra. o

(1.2) Definition (Involution)
Eine Involution auf einer Algebra A ist eine Abbildung * : A — A, x — x*, welche
folgende Eigenschaften erfiillt

(x+y)* =x"+y*, (Ax)" =Ax*, (xy)* =y*x*, ™ =x Vx,yc A, A€C. o

(1.3) Definition ((Banach) *x-Algebra)
Eine Algebra A mit Involution heifdt x-Algebra. Eine Banach Algebra A mit Involuti-
on heifst Banach x-Algebra. o

(1.4) Definition (C*-Algebra)
Eine Banach *-Algebra A mit

It x| = x[* Vx € A
heifst C*-Algebra. o

(1.5) Definition ((*-) Homomorphismus)
Seien A und B Banach Algebren. Die Abbildung ¢ : A — B heifit (Banach Algebra)
Homomorphismus, falls ¢ eine beschrénkte, lineare Abbildung mit

P(xy) = p(x)p(y) Vx,y € A
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ist.
¢ heifit x-Homomorphismus, falls A und B *-Algebren und

p(x*) =p(x)*Vx e A o

(1.6) Definition (Erzeugnis)
S sei eine Teilmenge einer Banach Algebra A. A heifit erzeugt von S, falls die Menge
der Linearkombinationen von Elementen aus S dicht in A ist. o

— Gelfand Theorie —

(1.7) Definition (Multiplikatives Funktional)

A sei eine kommutative Banach Algebra mit Einselement. Ein multiplikatives Funktio-
nal auf A ist ein Homomorphismus F : A — C, der nicht dem Nullhomomorphis-
mus entspricht. o

(1.8) Definition (Spektrum)

A sei eine kommutative Banach Algebra mit Einselement. Die Menge aller multi-
plikativen Funktionale auf A heifst Spektrum von A. Das Spektrum von 4 wird mit
o(.A) bezeichnet. o

(1.9) Definition (Gelfand-Transformation)
A sei eine kommutative Banach Algebra mit Einselement. Die Abbildung

r:A—C(c(A)), x—xmitx:0(A) — C, h— h(x)
heifst Gelfand-Transformation auf A. x heifst Gelfand-Transformierte von x. o

(1.10) Definition (Symmetrisch)
Eine *-Algebra heifst symmetrisch, falls fiir die Gelfand-Transformierte X von x € A
gilt

=)l

x* = o

(1.11) Proposition
A sei kommutative Banach *-Algebra.

(a) A ist genau dann symmetrisch, wenn X fiir alle x € 4 mit x* = x reellwertig
ist.

(b) Ist A eine C*-Algebra, dann ist A symmetrisch.
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(c) Ist A symmetrisch, dann ist T'(A) dicht in C(c(A)). o
Beweis
[1], Proposition (1.14). O

(1.12) Satz (Gelfand-Naimark Theorem)
Ist A eine kommutative C*-Algebra mit Einselement, dann ist die Gelfand-

Transformation auf A ein isometrischer *-Isomorphismus. o
Beweis
[1], Satz (1.20). O]

(1.13) Proposition
A sei eine kommutative C*-Algebra mit Einselement, B sei Banach *-Algebra und
¢ : B — A sei x-Homomorphismus. Dann gilt

lpfl < 1. o

Beweis
[1], Proposition (1.24), (b). O

(1.14) Proposition
A sei eine kommutative C*-Algebra mit Einselement, xy € A. X ist ein Homdomor-
phismus von ¢(.A) nach o(x), falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist.

(a) A ist erzeugt von xp und e.

(b) xp ist invertierbar und A ist erzeugt von xp und x; L

(c) A ist symmetrisch und erzeugt von xo, xj und e. o
Beweis
[1], Proposition (1.15). O

— Der Rieszsche Darstellungssatz —
(1.15) Satz (Riesz)
H sei Hilbertraum.

(a) Fir jedes z € 'H ist durch f(x) = (x,z) ein Element aus £(H) definiert, dass
heifst ein stetiges, lineares Funktional auf H.
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(b) Zujedem f € L(H) existiert genau ein z € H, so dass f(x) = (x,z).

Weiterhin gilt || f|| = ||z]. o
Beweis
[4], Satz (26.1). O

Nun betrachtet man den Riesz’schen Darstellungssatz fiir MafSe. Dazu benotigt man
zundchst den Begriff der Regularitit, der sich mittels der Definition des positiven
Mafies charakterisieren lésst.

(1.16) Lemma und Definition
Sei p ein komplexes Borel-Mafs auf dem kompakten Raum X. Dann wird durch

I1|(A —S”P{ZW A:UEi}/ACX,

ieN ieN
ein positives Maf$ auf X definiert mit |u|(X) = ||u]|. o

(1.17) Definition (regulir)
Sei u ein positives, endliches Maf§ auf dem kompakten Raum X. y heifst regulir,

wenn fiir alle Borel-Mengen A und alle € > 0 Mengen K C A C U existieren mit U
offen und u(U \ K) < e. o

(1.18) Definition (regular)
Sei X ein kompakter Raum und y € M(X). p heif8t requlir, wenn |u| reguldr ist. ©

(1.19) Satz (Riesz’scher Darstellungssatz fiir Maf3e)
Sei X ein kompakter Raum, M(X) der Raum der komplexen reguldren Borel-Mafe,
dann ist M(X) isometrisch isomorph durch

M(X) x C(X) / fap.

Beweis
3], Korollar (7.18). O
3]

— Das Lemma von Zorn —

(1.20) Lemma (Zorn)
Jede nichtleere halbgeordnete Menge, in der jede total geordnete Teilmenge eine
obere Schranke besitzt, enthdlt mindestens ein maximales Element. o
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— Der Satz von Lax Milgram —

(1.21) Satz (Lax Milgram)
Sei ‘H ein komplexer Hilbertraum mit Skalaprodukt (-, -) und sei B: H x H — C
sesquilinear.

(a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent
(i) B ist stetig.

(ii) B ist partiell stetig, das heiit y — B(x,y) ist stetig V x € H und x —
B(x,y) ist stetig Vy € H.

(i) IM>0Vx,y e H: |B(x,y) <Mlx| -yl
(b) Falls B stetig ist, existiert T € £(H) mit

B(x,y) = (Tx,y) ¥V x,y € H.

(c) Gilt zuséatzlich
dm>0VxeH: B(x,x) 2m-||x||2,

so ist T invertierbar mit HT‘1H < % o

Beweis
[5] O
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§2 Vorbereitungen zum Spektralsatz

— Spektralsatz im endlich-dimensionalen Hilbertraum —

Der endlich-dimensonale Spektralsatz in seiner einfachsten Form lautet wie folgt:

(2.1) Satz (Endlich-dimensionaler Spektralsatz)
H sei endlich-dimensionaler Hilbertraum und T selbstadjungierter Opertator auf H.
Dann existiert eine Orthonormalbasis fiir H aus Eigenvektoren von T. o

Obige Formulierung verliert im unendlich-dimensionalen Fall ihre Giiltigkeit, da
selbstadjungierte Operatoren dann moglicherweise keine Eigenvektoren besitzen.
Man kann Satz (2.1) so umformulieren, dass die neuen Formulierungen auch auf
den unendlich-dimensionalen Fall iibertragbar sind. Sie lauten wie folgt:

(2.2) Satz (Formulierung I)

T sei selbstadjungierter Operator, ¥ das Spektrum von T und H ein Hilbertraum.
Fiir A € X sei P die orthogonale Projektion auf den zugehorigen Eigenraum. Dann
gilt

P\P, =0 fir A #u , I=) P , T=)Y AP, . (1)
~ N~ A€R Aex o
Bildbereiche orthogonal ——— N—————

Bildbereiche spannen H auf  Spektralzerlegung von T

(2.3) Satz (Formulierung II)

T sei selbstadjungierter Operator, H ein Hilbertraum mit dim(H) = n und C" =
{f|f:{1,...,n} — C}. Eine orthonormale Eigenbasis fiir T legt eine unitdre Ab-
bildung U : H — C" und eine Funktion ¢ € C" fest, so dass UTU 'y = ¢p. Dabei
ist ¢(j) der Eigenwert zum j-ten Eigenvektor. o

Die Verallgemeinerung auf den unendlich-dimensionalen Fall geschieht in Formulie-
rung I, indem man die Summen durch passende Integrale ersetzt. In Formulierung
Il muss dazu C" durch L?(Q), i) ersetzt werden, wobei (Q), 1) ein geeigneter Maf3-
raum ist.

Eine weitere verfeinerte Version des endlich-dimensionalen Spektralsatzes lautet:

(2.4) Satz

H sei Hilbertraum mit dim(H) < oo und 7 sei Familie von selbstadjungierten, kom-
mutierenden Operatoren. Dann existiert eine Orthonormalbasis fiir H, die Eigenba-
sis zu jedem T € 7 ist. o
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(2.5) Bemerkung
Sowohl Formulierung I als auch Formulierung II funktionieren in der allgemeineren
Situation aus Satz (2.4).

(I) S sei die Menge der simultanen Eigenrdume der Operatoren T € 7 und
Py, A € %, seien die zugehorigen orthogonalen Projektionen auf diese Eigen-
raume. Fiir jedes T € 7 existiert dann eine Funktion @ auf S, so dass

T=Y)_ ®r(A)P.
AEX

(I) Es existiert eine unitire Abbildung U : H — C" und eine Funktion ¢ €
C", VTeT,sodass
UTU Y = ¢rip. o

(2.6) Bemerkung

Sei T wie in Satz (2.4), dann ist die von 7 erzeugte Algebra eine kommutative C*-
Algebra. Weiterhin ist die simultane Eigenbasis der Elemente aus 7 auch eine Eigen-
basis fiir jedes Element aus dieser Algebra. Daher soll nun der endlich-dimensionale
Spektralsatz im Kontext von C*-Algebren entwickelt werden. ©

— Generalvoraussetzungen —
Im Folgenden gelten durchgehend die selben Voraussetzungen und Bezeichnungen.
Diese seien hier kurz aufgefiihrt.
(i) H sei ein Hilbertraum.
(ii) A sei eine kommutative C*-Unteralgebra von £(H) mit I € A.
(iii) X = o(A) sei das Spektrum von A.
(iv) Fir T € Asei T € C(X) die Gelfand-Transformierte von T.

(v) Fir f € C(Z) sei Ty € A die inverse Gelfand-Transformierte von f, welche
nach Satz (1.12) wohldefinert ist und H TfH = ||f|| erfullt.

(vi) B(X) sei der Raum der beschrédnkten, Borel-messbaren Funktionen auf X.

(vii) {fu}, sei Folge von komplexwertigen Funktionen auf einer Menge S.
fn heifst p.b.-konvergent (pointwise, boundedly) gegen f genau dann, wenn
fu(s) = f(s) Vse Sund sup{|fu| : s€S, n>1} < oo.
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— MafSwertige innere Produkte —

Entscheidend fiir alle weiteren Ergebnisse ist die im Folgenden dargestellte Kon-
struktion.

Fiir u,v € H ist die Abbildung f — (Tsu,v) ein beschrénktes lineares Funktional
auf C(X), denn

C.S. W)
* [(Tpwo) | < || Trullloll < [ Tel el lloll = 11 flle lull o]

¢ Die Linearitdt erhdlt man, da das Skalarprodukt linear ist und die inverse
Gelfand-Transformation ein Homomorphismus ist:

(Tprgu,0) = ((Ty + Tg)u,0) = (Tyu,0) + (Tgu,0),
(Topu,v) = (aTsu,v) = a(Tfu,v).

Da das Spektrum X = ¢ (.A) ein kompakter Hausdorffraum und ist, existiert nach
Satz (1.19) ein eindeutiges, regulédres, komplexes Borel-Mafs y,, , auf ¥, so dass

(Tpu,0) = [ fapuo, ¥ FECE), o et fual < Jullol. @

Die Abbildung (1, v) — uy,, ist ein maffwertiges inneres Produkt in folgendem Sinn.
(2.7) Proposition

Die Abbildung H: H xH — M(X), (4,v) — My, ist sesquilinear. Weiterhin gilt
Hou = H, , und py,, ist fir alle u € H ein positives Maf. o

Beweis
(i) H sesquilinear:

fdpaupgo = (Tf(au),po) = th<Tfu,v> =aB [ fduuy
/ /
= /fd(“ﬁ,uu,v)

= MHau,po = “Bﬂu,v-
Weiterhin

/fdﬂu1+uz,v = (Tf(u1+u2),0)
<Tfu1 + Tfuz, ?J>

= (Tyu,0) +(Tyuz, 0)

= / fdpu, 0+ / S0
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= Huy+up,v = MHuyv + Huy,o,
und analog
/fdﬂu,vﬁrvz =...= /fdliu,vl + /fdﬂu,vz

= Hupi+o; = HPuo; + Hu,o,-

.. L

(i) pou = Hy
Laut Generalvoraussetzung (ii) ist .A eine kommutative C*-Algebra. Daher gilt
mit Definition (1.10) und Proposition (1.11), (b)

T =T,
das heifst die Gelfand-Transformierte bildet Adjungierte auf komplex-Konjugierte
ab. Es folgt
Ty = Ts Vfe C(%), 3)
denn:

Seil : A — C(Z), T — T die Gelfand-Transformation und I'~! : C(X) —
A, f +— Ty die inverse Gelfand-Transformation. Fiir jedes f € C(X) existiert
ein T € Amit f =T(T) :=T. Also:

Ty = (TH(f) =T7'(f)
= TH(I(T))") =T H(T(T"))
- I'YT%) =r"1 (?)
= T '(f)
= Ty

Damit folgt

= Hou = ﬁu,v'
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(iii) py,u positives Mafs:
Zunichst gilt Vf, g € C(X)

Tre =T '(f8) =T (AT (g) = TyTy. @
Seinunu € Hund f € C(X), f > 0. g sei die positive Wurzel von f. Dann ist
g€ C(X) und
* 2 (4)
T[Ty =Tl =T 2 Ta =Ty,
also

[ Ftpun = (T ) = (T3Teu,0) = || Tu = 0
= Huu > 0. U
Die inverse Gelfand-Transformation T~! : C(X) — A, f Ty liefert eine Darstel-
lung der Algebra C(X) als beschrdnkte Operatoren auf H. Mit Hilfe von (2) soll diese

Darstellung nun auf die grolere Algebra B(X) ausgedehnt werden.
Fir f € B(X) erhdlt man

‘ / fdpuo

Folglich (Satz (1.21)) existiert ein eindeutiges Ty € L(’H), so dass

< N fllo 1aoll < N1 fllco Nl 2]l -

(Tru,v) :/fdyu,v,Vu,veH;

Tl < £l (5)
Obige Definition von Ty stimmt fiir f € C(X) mit der aus (2) tiberein.

(2.8) Satz
Die Abbildung T~!: B(X) — L(H), f + Ty ist ein *-Homomorphismus und es gilt

(a) Falls S € £L(H) mitjedem T € A kommutiert, dann kommutiert S mit T¢ V f €

B(%).
(b) Falls f, € B(X) Vn € N und f, PL f, dann folgt Ty, — Ty in der schwachen
Operator-Topologie. o
Beweis

I'~1 ist *-Homomorphismus:

10
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* Es gilt

<Ttxf+ﬁg”rv> = /“f"‘ﬁgd?/‘u,v

= “/fdl/lu,v‘i‘ﬁ/gdﬂu,v
(aTfu,v) + (BTou,v)
= ((aTy + BTy)u,v)

= T 1 ist linear.

e Fiir f € B(X) gilt mit Proposition (2.7)

<Tj7u,v> = /7d]/lu,v = /fd‘uU,M
= (Tyo,u) = (u, Tyv)
= <Tf*u,v>

= T; =T}V f € B(Z).

e Weiter giltV f,¢ € C(X)
[ fdnuo = (Truv) £ (TTa0)
= /fd:uTgu,v

= dpTuy = gdpuy ¥V § € C(T).
Fir f € B(X) folgt

/fgdyu,v = /fd}ngu,v = (TfTqu,v) = <Tgu, T}kv>

= /8‘1%1;0-

= fdpuo = dpy, 110V 8 € C(2).
SchlieSlich gilt vV f,¢ € B(X)

(TfTeu,v) = <Tg”/ T}kv> = /8dﬂu,Tf*v = /fgdﬂu,v

= (Tpqu,v)
= Tng = ng Vf,g € B(Z).

11
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(a) Nach Voraussetzung kommutiert S € £(H) mit jedem T € A, damit kommu-
tiert S mit T fiir alle f € C(X). Daher

[ faruse = (Tpu,§'0) = (STpu,0) = (TySu,0)
= /fdﬂsu,v
= Mu,S0 = HSu,o-
Also gilt fiir f € B(X)
(TrSu,v) = / fpsuo = / fpuseo

= <Tfu, S*U>
= <STfu,v>

Damit ist (a) gezeigt.

.b.
(b) Aus der Voraussetzung f, = f folgt mit dem Satz von der dominierten Kon-

vergenz
/ fodpuo — / fllbu,o,

dass heifst
(Tg,u,0) — (Tpu,0).

Damit ist (b) gezeigt. O

In Proposition (4.1) werden wir die Aussage aus (b) verscharfen.

— Projektionswertige Maf$e —

Sei nun E C X eine Borel-Menge und xr : E — {0,1} die charakteristische Funktion
von E. Dann definiere

P(E) :=Ty, (6)

(2.9) Satz
Die in (6) definierte Abbildung E — P(E), E C L, hat folgende Eigenschaften:

12



Spektralsatz fiir C*-Algebren §2 Vorbereitungen zum Spektralsatz

(a) V E C X ist P(E) orthogonale Projektion.

(b) P(0) =0und P(X) = 1.

(c) P(ENF) = P(E)P(E).

(d) Falls {E;};°, paarweise disjunkt, dann gilt P(UXE;) = Y©°; P(E;), wobei die

Summe in der starken Operator-Topologie konvergiert. o

Beweis
(a) Fir die charakteristische Funktion gilt X% = XE = Xf, damit folgt

P(E)* =Ty, = Ty,2 = Ty, = P(E),

also ist P(E) eine Projektion.
Die Orthogonalitit erhilt man aus der Symmetrie von P(E)

P(E) =Ty, = Ty, = T;, = P(E)".

(b) Folgtaus xy =0und xz =1 und Ty, = TfT,.

(c) Folgt aus xenr = XEXF-
(d) Fiir eine endliche Folge Ej, ... E,, n € N, folgt die Behauptung aus
n
XU?zlEi = ZXE,‘
i=1

und der Linearitiat der inversen Gelfand-Transformation.
Sei nun F,;, := UL, E; und F := U2 | E;. Dann gilt

pb.
XFn — XF/ n — o0,

Mit Satz (2.8), (b) folgt
Y P(E;) = P(F,) = P(F) = P(UZ4E)).

Weiterhin gilt P(F) = P(F,) + P(F\F,). Da P(F\F,) eine orthogonale Projekti-
on ist, gilt fur u € ‘H
I[P(F) = P(E)ul® = |[P(F\En)ul’
= (P(F\Fy)u, P(F\Fy)u)
= (P(F\F:)u, u)

([P(F) — P(Fn)] u, u)
— 0. ]

13
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(2.10) Korollar

E,F C X seien disjunkt, dann sind P(E) und P(F) orthogonal. o
Beweis
Es gilt
(P(E)u,P(F)v) = (P(F)P(E)u,v)

= (P(ENF)u,v)

= (P(0)u,v)

— (0,0)

= OYuveHVE,F C2X. O

Die in Satz (2.9) beschriebene Situation soll nun in einem abstrakteren Rahmen for-
muliert werden.

(2.11) Definition ((H-)Projektionswertiges Maf3)

() sei eine Menge ausgestattet mit einer o-Algebra M und H sei Hilbertraum. Dann
heilit eine Abbildung P : M — L(H), die (a)-(d) aus Satz (2.9) erfiillt (ersetze ¥
durch Q) (H-)projektionswertiges Mafs auf (Q, M). o

Fiir ein H-projektionswertiges Maf3 P auf (), M) und u,v € H ist
Pyo(E) = (P(E)u,v) )

ein gewohnliches komplexwertiges Mafs.

(2.12) Bemerkung
Die Abbildung (u,v) — P, , ist ein ma3wertiges inneres Produkt gemaf3 Proposition
(2.7) und es gilt

| Pyl = Poo(Q)) = ||v||2 (8)

Beweis

Es gilt VE € M
* Pupo(E) = (P(E)au, po) = aB (P(E)u,v) = apPuy(E)
* Putwo(E) = (P(E)(u+w),v) = (P(E)u,v) + (P(E)w,v) = Puo(E) + Puwo(E)

14



Spektralsatz fiir C*-Algebren §2 Vorbereitungen zum Spektralsatz

* Pupiw(E) = (P(E)u, (v+w)) = (P(E)u,v) + (P(E)u, w) = Puo(E) + Puw(E)

Also ist die Abbildung (u,v) — P, , sesquilinear.
Weiterhin gilt

Pou(E) = (P(E)v,u) = (v, P(E)u) = (P(E)u,v) = Py,(E),

und

Puu(E) = (P(E)u,u) = (P(EYu,u) = (P(E)u, P(E)u) = ||P(E)ul?

= P,y = DPypund P, ,(E) > 0VE € M. )

Also ist die Abbildung (u,v) — P, , ein mawertiges inneres Produkt.
Zu (8):
Mit (9) ist Py, ein positives, reellwertiges Mafs, also erhélt man

n
sup {Z |Pyo(Ai)|: Q= U?:lAi}

i=1

n
sup {va,v(Ai) Q= U?:lA,}

i=1
= P,,(Q)

= (P(Q)v,0)

= (09
lol)*

1Po,o

Damit ist (8) gezeigt. 0]
Sei nun B(Q)) = B(Q), M) der Raum der beschrinkten, M-messbaren Funktionen
auf Q). Fir f € B(Q)) kann man das Integral von f beziiglich eines Projektionswerti-

gen Mafles P wie folgt definieren.

Fiir v € 'H gilt mit (8)

‘ / FdPys

Falls u,v € H und ||u|| = ||v|| = 1 erhdlt man mit der Polarisationsidentitét

’ / FdPyy

2
= [Ifll ll2lI™

< || flleo 1 Poo

1 2 2 -2 .2
< 7 Il [+ oI 4l =0l + Jlu + 0] + || = o]

< 4 flleo-

15
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Es folgt

‘ / FdPyy

Nach Satz (1.21) existiert ein beschréankter Operator T auf H, so dass

<4 flle llull floll, ¥ u,0 € K.

(Tu,v) = /fdPu,v, YuoveH

Wir bezeichnen T mit f fdP, also

<( / fdP) u,v> - / FdPyy.

Fiir eine einfache Funktion f =} ' | cixg, mit E; € M, i=1,...,n, folgt

/ fdPup =Y ciPuo(E) = Y ci (P(Ed)u,0) = <ZciP(Ei)u,v>,
i=1 i=1 i=1
so dass

/fdP - fciP(Ei).
i=1

(10)

Da jede Funktion f € B(Q)) der gleichmé&Bige Grenzwert einer Folge {f.},._, von
einfachen Funktionen ist, erhalten wir [ fdP als Grenzwert von Riemansummen in

der Norm-Topologie, denn:

|/ rar— [ e <417 il

—0, n—oo

(2.13) Satz

(11)

P sei ein H-Projektionswertiges Maf8 auf (), M), dann ist die Abbildung & : B(Q}) —

L(H), f+— [ fdP ein *-Homomorphismus.

Beweis

Die Abbildung h ist offensichtlich linear. Weiterhin wurde schon gezeigt, dass

|/ rar| <4151
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Sei
n m
f=Y cixg,und g =) dixe,
i=1 k=1
dann folgt
f8 =Y cidkXENF,-
ik
Damit gilt

/fgdp = ZcidkP(EiﬂFk)

1,k
= Y _cidiP(E;)P(F)
i

= /fdP-/gdP.

Durch den Ubergang zu gleichméaBigen Grenzwerten (vgl. (11)) folgt

/fgdP: (/fdP) : (/gdP) | Vf,g € B(Q).

Analog zeigt man
/fdP:(/fdP) . .

Mit Proposition (1.13) folgt
|/ i <111

Dies kann man auch direkt herleiten:
Wenn T = [ fdP, dann ist T*T = [ |f|*dP. Mit (8) folgt

2 2 2 2
ITo||” = (T"To, v) =/|f| dPoo < || £l lI0[1-
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§3 Spektralsitze fiir C*-Algebren

— Vorbereitungen zur Verallgemeinerung der Formulierung I —

Zunichst beschrankt man sich auf die Formulierung I. Diese mochte man nun als
einen Spektralsatz fiir den speziellen Fall der C*-Algebra formulieren konnen. Aller-
dings benotigt man hierzu eine Vorarbeit, die hier zundchst betrachtet wird. Darauf
aufbauend, sowie auf den bereits bekannten Erkenntnissen ist es dann nicht schwer
die Verallgemeinerung auszuformulieren.

Es ergibt sich mit Hilfe der Gleichungen (5) und (7), sowie der Definition (6) aus
dem vorangegangem Kapitel folgende Ausage:

—~
~—

P,»o(E) = (P(E)u,v)

—
=

= <TXE”/ Z)>

= /XEd,uu,v
= uys(E) VEEM

—~
=

Daraus ist zu erkennen, dass Py, = iy, gelten muss. Dies impliziert, dass P ein
reguldres Maf3 darstellt, da i, per Dualitdt ein Element aus dem Raum der kom-
plexen reguldren Borel-Mafle ist, d.h. p,, € M(x) (folgt sofort aus dem Riesz’schen
Darstellungssatz fiir Mafie). Weiterhin folgt aus der Darstellung

Py = tup (12)
und den Gleichungen (5) und (10), dass
/fdP —T; Vf€B(Z) (13)

gilt, denn:

N Tf:/fdP Y f e B(X)

18



Spektralsatz fiir C*-Algebren §3 Spektralsatze fiir C*-Algebren

— Spektralsatz I —

Es sind nun soweit alle nétigen Erkenntnisse bekannt, dass sich die Verallgemeine-
rung der Formulierung I ergibt. Sie lautet wie folgt:

(3.1) Satz (Spektralsatz I)
Sei A eine kommutative C*-Unteralgebra von £(H), welche I enthilt und sei ¥ das

zugehorige Spektrum. Dann gibt es ein eindeutiges regulédres projektionswertiges
Maf3 P auf X, so dass

T:/TdPVTeA und Tf:/fdPVfEB(Z)

gilt. Insbesondere sind fiir S € £(H) folgende Aussagen dquivalent:
(i) S kommutiert mitjedem T € A.
(ii) S kommutiert mit P(E) fiir jede Borelmenge E C 2.
(iii) S kommutiert mit [ fdP fiir jedes f € B(X). o

Beweis

Die Darstellungen fiir T und Ty (vgl. (13)) sind bereits vorweg gezeigt worden, wobei
die Darstellung von T lediglich ein Spezialfall von Ty = [ fdP darstellt, da Ty das
Urbild unter der Gelfand-Transformation ist (nach Punkt (v) der Generalvorausset-
zungen) und fiir die spezielle Wahl von f = T, sowie die Betrachtung der inversen
Gelfand-Transformation I’;ll : f — Ty folgt:

Um die Eindeutigkeit des reguldren projektionswertigen Mafses P zu zeigen, betrach-
tet man fiir jedes Paar u, v € H und fiir alle f € C(X) die nach Definition von der in-
versen Gelfand-Transformierten Ty von f gegebene Darstellung [ fdPy, = (Tfu,v)
(folgt sofort mit (2) und (12)). Damit ist aber, fiir alle u,v € H, P, , € M(X) eindeu-
tig festgelegt (nach dem Riesz’schen Darstellungssatz fiir Mafle). Damit sind, fiir
alle u,v € ‘H und alle Borel-Mengen A C X, die Skalarprodukte (P(A)u,v) eindeu-
tig festgelegt, womit insbesondere dann auch P(A) eindeutig fiir alle Borel-Mengen
A C X festgelegt ist.
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Es bleibt nun die Aquivalenzaussage zu zeigen:
(iif)=-(ii): Diese Implikation ist trivialerweise erfiillt, wenn in (iii) f = xr gewdhlt
wird.

(iii)=-(i): Da die Implikation C(X) C B(X) gilt, folgt aus T € C(Z) sofort T € B(X).
Mit der Definition von T durch T = [ TdP und (iii) folgt die Behauptung.

(i)=(iii): Satz (2.8) Teil (a)

(ii)=-(iii): Sei f € B(X) als Linearkombination einfacher Funktionen gegeben, d.h.
f =Y cixg,- Dann gilt die Behauptung durch Anwendung von (ii), denn:

s (/fdP) =S (/i_ilci)(gidp>

n
= ) cSP(E;)
i=1

Mit der Grenzwertbetrachtung n — oo folgt die Behauptung sofort (vgl. (11)). O

— Vorbereitungen zur Verallgemeinerung der Formulierung II —

Nun betrachtet man die zweite Formulierung und setzt sich hier eine weitere Verall-
gemeinerung von dem endlich-dimensionalen Spektralsatz als Ziel. Allerdings wird
in dieser Verallgemeinerung ein wenig differenzierter an das Problem herangegan-
gen. Es wird eine unitdre Abbildung, die bestimmte Eigenschaften haben soll, be-
trachtet. Zunédchst formuliert man zwei Hilfslemmata, bevor man zur eigentlichen
Verallgemeinerung der Formulierung II kommt.

(3.2) Lemma
Sei A C L(H) eine C*-Algebra und X C H ein abgeschlossener Teilraum, so dass
T(X) C X firalle T € A. Dann gilt T(X+) C X+ fiiralle T € A. o
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Beweis
Zuniéchst wihlt man u € X+, v € X und T € A. Dann folgt daraus

(Tu,v) = (u,T*v) =0,

wobei die letzte Gleichheit erfiillt ist, da A abgeschlossen beziiglich der Adjungation
ist. Daraus ergibt sich Tu € X und somit die Behauptung. O

(3.3) Definition (semi-finit)
Ein Maraum (Q), ) (mit einem positiven Maf3 u) heifit semi-finit, wenn zu jedem
E C Amit u(E) =coein A C E in A existiert mit 0 < u(A) < oo. o

(3.4) Lemma
Sei (O, ) ein semi-finiter MaSraum und weiterhin ¢ € L®(u). Ist T € L(L?*(u))
definiert durch Tf = ¢f, dann gilt:

T = {1¢lleo - o

Beweis

Offensichtlich gilt zundchst einmal |¢f| < ||¢]|, |f| fast tiberall. Daraus ergibt sich
lofll, < |¢@lle IIf]l, und mit der obigen Definition von T durch Tf = ¢f erhélt man
die Ungleichung ||T|| < ||¢||-

Um nun die Ungleichung ||T|| > ||¢|/,, und somit die resultierende Gleichheit zu
zeigen, betrachtet man zunichst die Menge E := {w : |[¢p(w)| > ||¢]|, — €} flr ein
gegebenes € > 0. Da u(E) > 0, gibt es eine Teilmenge F C E mit der Eigenschaft
0 < u(F) < o0. Dann ist xr € L?(x) und es folgt:

ITxel® = [ loxePdp
~ [ loPan
F
> (Igllo—€)? [ du
F

(I¢lleo — €)*u(F)
= (Il =€) llxel*.

Daraus erhidlt man die Ungleichung || T|| > ||¢||, und somit die Behauptung. O

Zudem benétigt man folgende Eigenschaft von C(X):
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(3.5) Lemma

Sei X ein kompakter topologischer Raum und y sei ein reguldres Mafd auf X. Dann
ist C(X) dicht in L?(X, u). o
Beweis

3], Proposition (7.9). O

— Spektralsatz II —

Nun betrachtet man die angekiindigte Verallgemeinerung der Formulierung II, wel-
che sich mit der Diagonalisierbarkeit von Matrizen durch unitdre Transformationen
beschaftigt.

(3.6) Satz (Spektralsatz II)

Sei A eine kommutative C*-Unteralgebra von L£(H), welche I enthdlt und sei X
das zugehorige Spektrum. Dann gibt es einen semi-finiten MaSraum (Q, W, i), eine
unitire Abbildung U: H — L?(u) und einen isometrischen *-Homomorphismus von
A — L®(u), T — ¢r, so dass

UTU Yy = pry firalley € L>(u) und T € A

gilt. ) kann als eine disjunkte Vereinigung von Kopien des Spektrums ¥ von A in
der Form angenommen werden, dass y endlich in jeder Kopie ist und ¢7 = T fiir
jede Kopie erfiillt ist. o

Beweis

Angenommen es existiere ein v € H, so dass Av = {Tv: T € A} dicht in H ist und
sei 4 = Uy wie in (2) definiert.

Fiir alle T € A gilt dann:

ITol* = (To,To)

Wenn nun Tv = Sv angenommen wird, so ergibt sich durch die obige Gleichheit
T—-S5=0pu-fii.
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Somit definiert man einen Operator U : Av — L2(u), To — T. Dieser ist sowohl
ein wohldefinierter linearer Operator aufgrund der Eigenschaften des zugrunde lie-
genden Skalarproduktes, als auch ein isometrischer Operator aufgrund der obigen
Gleichheit ||To||? = ||T||%. Es gibt eine eindeutige Fortsetzung U : H — L?(u), die
ebenfalls linear und isometrisch ist. Da C(X) C range(U), range(U) abgeschlossen
und C(X) dicht in L?(u) ist (nach Lemma (3.5)), ist range(U) auch dicht in L?(u),
als Obermenge einer dichten Teilmenge in L?(y). Mit der Abgeschlossenheit von
range(U) folgt die Bijektivitit von U. Zuziiglich der Isometrieeigenschaft ist U so-
mit eine unitdre Abbildung.

Seinun ¢ € C(X) und T € A, dann gilt:
UTU 'y = UTTyv = TTy = TTy = Ty
und damit ergibt sich, dass UTU 'y = Ty fiir alle € L2(n) gilt.

Betrachte nun Familien {H; : i € I} solcher Rédume, fiir die H; paarweise orthogonal
sind: H; L'H;, falls i,j € I mit i # j. Diese Familien kann man durch Inklusionen
ordnen. Das Lemma von Zorn (vgl. (1.20)) garantiert die Existenz einer maximalen
Familie {H; : i € I}. Die Behauptung (%) H = @;c; H; folgt aus dem Lemma (3.2),
denn sonst konnte @,-; H; durch eine weitere Familie ergdnzt werden.

Fiir jedes i € I nehme man nun an, ¥; sei ein Kopie von X und y; das zugehorige Maf3
Mo, 0; auf ;. Weiterhin sei Q) = (J;X; die disjunkte Vereinigung der X; und M die
o-Algebra mit Mengen E C (), so dass E N X; borelsch in ¥; sind fiir alle i € I. Nun
definiert man das MaB3 y auf der o-Algebra M durch (+) u(E) = Y;ic; ui(ENZ)).
Falls u(E) = oo, so gilt u;(ENX;) > 0 fiir mindestens ein i € I, sowie y;(ENY;) < oo,
da p; endlich sind. Somit ist # semi-finit. Aufgrund der Eigenschaft der Positivitat
der ;(E NY;) fir mindestens ein i € I, ist die Summe in (+) wohldefiniert, da auf
die Reihenfolge der Summation nicht geachtet werden muss.

Weiterhin gilt (%) L?(u) = @;c; L*(1:)-
Nun definiert man in Analogie zum Beginn des Beweises die Abbildungen

U; : H; — L*(u;), Viel,
und erhélt so mit (%) und (%) die gewiinschte Abbildung

U=PUu:H— L*(n).

iel
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Weiterhin gilt fiir T € A, dass UTU ! die Multiplikation mit ¢ ist, wobei ¢ = T
ist auf jedem %; gegeben ist.

Es bleibt zu zeigen, dass die Gelfand-Transformierte T ein *-Homomorphismus ist.
Definiere dazu die Abbildung F: A — L®(u), T — ¢r = T.
Die Abbildung erfiillt die Eigenschaft F(T*) = F(T)* VT € A, denn

FT) = ¢ro =T
(T)* = E(T)" VT e A,

sowie die Eigenschaft F(T;T,) = F(Ty)F(T,)VT1, T» € A, denn

F(I'T) = ¢nr, =TT

= 0T = ¢n¢r,
= F(Tl)F(Tz) VT, T, € A

Zudem ist F eine beschrédnkte, lineare Abbildung, denn

FTh+T) = ¢rann=T1+T2
= Th+ 1 = ¢1, + ¢,
= P(Tl) —l-F(Tz) VT, T € A,

F(aT) = ¢up =aT
= aT = apr
aF(T) VT € A, a €C,

sowie

IF(M o = ll¢rlleo

T vTe A

= ||Fllo <1 O

(3.7) Bemerkung

Ist der Hilbertraum separabel, so existieren nur abzdhlbar viele Summanden H;.
Dann ist das betrachtete Maf3 1 o-endlich. Allerdings kann y auch als endlich ange-
nommen werden. Denn setzt man Y ;. ||v;]|? < co voraus, so ldsst sich folgern, dass
H(E) = Yier mi(ENY;) < oo mit der obigen Setzung y; = po, 0, gilt. o
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§4 Gegeniiberstellung und Anwendung

— Verschirfung bekannter Aussage —

Im direkten Vergleich der beiden oben aufgefiihrten Versionen des verallgemeiner-
ten Spektralsatzes ist zu erkennen, dass die zweite Version den Nachteil mit sich
bringt, dass der Mafiraum (), 1), sowie die unitdre Abbildung U nicht bestimmt
wurden. Dennoch ergibt sich ein positiver Nutzen aus dieser Darstellung. Wichtige
Eigenschaften von Operatoren sind oft besser erkennbar, wenn sich die Operatoren
als Multiplikation mit beschrankten Funktionen des L?-Raumes darstellen lassen.
Bespielsweise ergibt sich eine Prézisierung der Aussage (2.8) Teil (b), wie der folgen-
de Satz zeigt:

(4.1) Satz

Wenn { f }nen € B(X) und f, P f gilt, dann gilt Tf, — T¢ in der starken Opera-
tortopologie. o
Beweis

Mit dem Spektralsatz II lasst sich zeigen, dass () UTfU’lgb = ¢ry fir ¢r = f auf
jedem %; gilt.

Aus der p.b.-Konvergenz von f, — f ergibt sich dann ¢y, P ¢¢. Durch Anwendung
des Satzes der dominierten Konvergenz fiihrt dies schliefslich zu

o5, — dptpll, = 0

fiir jedes ¢ € L?(u). Fiir die spezielle Wahl ¢ = Uv ergibt sich mit Hilfe von (x),
dass HTfnU - vaH , — 0 fiir jedes v € H gilt. Dies ist aber gleichbedeutend zu der
starken Konvergenz von Ty, gegen den Grenzoperator Ty. l

— Anwendung auf normale Operatoren —

Als eine mogliche Anwendung kann man nun die bekannte, allgemeine Theorie im
Fall der selbstadjungierten Operatoren betrachten. Als allgemeineren Fall seien die
normalen Operatoren betrachtet, da ja die Inklusion bekannt ist, dass normale Ope-
ratoren (d.h. es gilt TT* = T*T VT € L(H)) allgemeiner sind als selbstadjungierte
Operatoren (d.h. es gilt T* = T VT € L(H)).

Der Grund fiir diese Vorgehensweise liegt darin, dass wenn man einen normalen
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Operator T betrachtet, so ergibt sich Ar als die von T, T* und I erzeugte norm-
abgeschlossene Unteralgebra, welche die von T erzeugte C*-Unteralgebra darstellt.
Zum einen ist At kommutativ und zum anderen kann das Spektrum von At mit
o(T) C C identifiziert werden in der Weise, dass die Gelfand-Transformierte von T
die spezielle Funktion ¢(A) = A auf ¢(T) annimmt. Es besteht somit ein Homomor-
phismus zwischen ¢(T) und (A7), der die gegebenen Borelstrukturen erhélt. Dies
ist grundliegend, da das Spektralmass von At auf dem Spektrum von A7 definiert
ist, die nun bekannten Spektralsétze fiir T sich aber auf ¢(T) beziehen. Durch die
oben genannte Bijektion wird diesem Problem Abhilfe geschaffen.

Diese Vorgehensweise wurde bereits im Spektraltheorem I angewandt, da hier ein
projektionswertiges Ma8 Pr auf o(T) betrachet wurde, welches T = [ AdPr(A) er-
fallt.

Sei nun speziell p(A) = Y0 cjk/\ij ein Polynom sowohl in A als auch in A (oder
dquivalent dazu ein Polynom in Re(A) und Im(A)), so gilt [ pdPr = Zc]-ka T+, da
die Abbildung f — [ fdPr ein *-Homomorphismus ist. Somit wurden in diesem
Schritt lediglich die Variablen A und A ersetzt durch T und T*. Daher ergibt sich die
naheliegende Definition fiir den Operator f(T) Vf € B(¢(T)) durch:

#(1) = [ fap;

Geht man zuriick in die Situation des Spektralsatzes II, so kommt die Frage auf, was
diese neue Erkenntnis fiir den speziellen Fall von H = L?*(Q, #) und wenn T eine
Multiplikation mit ¢ € L*®(Q), ) ist, mit sich bringt.

Erstens ist das Spektrum von T ein essential range von ¢, dass heifst die Menge der
A € C fiir welche {w : |¢p(w) — A| < €} Ve > 0 gilt, hat ein positives Maf$ oder dqui-
valent dazu hat das Mafl der Menge der A, fiir welche (¢ — A)~! ¢ L™ gilt, einen
positiven Wert. Daher folgt unmittelbar durch die Definiton des Spektrums, dass
¢$(w) € o(T) fir fast alle w gilt, also kann man annehmen, dass range(¢)C o(T) gilt.

Zweitens ist offensichtlich T" eine Multiplikation mit ¢" und T* ist eine Multipli-
kation mit ¢, so dass p(T) eine Multiplikation mit p o ¢ fiir jedes Polynom p in A
und A ist. Dadurch liegt es nahe, zu sagen, dass f(T) eine Multiplikation mit f o ¢
sein wird fiir jedes f € B(c(T)). Insbesondere werden die Projektionen Pr(E) eine
Multiplikation mit ) -1 (g sein.

Dazu formuliert man zunéchst folgendes Lemma:
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(4.2) Lemma

Sei K eine kompakte Teilmenge von R” und B die kleinste Algebra von Funktionen
in K, die alle Polynome enthélt und abgeschlossen beziiglich der p.b.-Konvergenz
ist. Dann ist B = B(K) die Algebra der begrenzten borelschen Funktionen auf K. ¢

Beweis

Nach dem Satz von Stone-Weierstra8! gilt C(K) C B. Betrachtet man die p.b. -
Konvergenz, so ergibt sich xg € B VE offen, d.h. B ist nicht leer. Definiere nun
M = {E C K: xg € B}. Es gilt, dass M abgeschlossen ist beziiglich der Kom-
plementbildung, da xx\g = 1 — xg gilt. Weiterhin ist M abgeschlossen beziiglich
der Bildung von endlichen Schnitten, da xgnr = xeXr gilt, sowie beziiglich der Bil-
dung von abzdhlbaren Schnitten, da X B = X0, E; p.b. gilt. Somit stellt M eine
oc—Algebra da, die alle Borelmengen enthilt, da sie alle offenen Mengen enthilt. Da-
her enthilt B alle einfachen borelschen Funktionen und abermals durch Betrachtung
der p.b.-Konvergenz erhélt man, dass B alle beschriankten borelschen Funktionen
beinhaltet. Somit ist B(K) eine Algebra, die unter p.b.-Konvergenz abgeschlossen
ist. l

Als wesentliche Figenschaften fiir die obige angegebene Berechnung des Operators
T ergibt sich nun der folgende Satz:

(4.3) Satz
Sei T € L(’H) normal, dann existiert ein eindeutiger *-Homomorphismus

¢:B(o(T)) — LH), f— f(T),
so dass folgende Aussagen gelten:

(i) Wenn f(A) = A gilt, dann folgt f(T) = T.

(ii) Wenn f, i f gilt, dann folgt f,(T) — f(T) in der starken Operatortopologie.
Die Abbildung ¢ : f — f(T) hat die weiteren Eigenschaften:

(a) Sei A eine kommutative C*-Algebra, welche T enthalt. T sei die Gelfand-Transformierte
von T beziiglich A und P4 ist das zugehorige projektionswertige Maf3 auf o (A),
dann gilt

A(T) = /fo TdP 4.

(b) Sei H = L?(u) und T eine Multiplikation mit ¢ € L*(u) (range(¢) C o(T)),
dann ist f(T) eine Multiplikation mit f o ¢ fiir jedes f € B(c(T)).

LArt, HaNs WiLHELM (1999): Lineare Funktionalanalysis, 3. Auflage, p.277
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(c) Wenn S € L(H) mit T und T* kommutiert, dann kommutiert S mit f(T) fiir
jedes f € B(c(T)). o

Beweis

Zeige zunichst die Existenz des *-Homomorphismus ¢: f — f(T):

Definiere dazu, analog zu oben f(T) = [ fdPr. Die gewiinschte Eigenschaft aus (i)
ergibt sich dann direkt aus dem Satz (2.14), da dort gezeigt wurde, dass es sich bei
der betrachteten Abbildung um einen *-Homomorphismus handelt. Die gewiinsch-
te Konvergenzeigenschaft aus (ii) ergibt sich direkt aus Satz (4.1) mit der obigen
Definition von f(T).

Nun zur Eindeutigkeit:
Seinun ¢: f — f(T) wie oben angegeben und ¢ sei ein weiterer *-Homomorphismus
dieser Art mit (*) ¢(p) = ¢(p) Vp € P, dh. ¢ und ¢ stimmen auf der Menge der
Polynome iiberein, was direkt aus den Eigenschaften des *-Homomorphismus re-
sultiert. Definiere A := {f : ¢(f) = ¢(f)}.
Dann bleibt zu zeigen, dass A = B(c(T)) gilt. Zundchst ist A eine Algebra, da ¢
und ¢ Algebrenhomomorphismen sind. Weiterhin gilt 7 C A nach (*).
Zudem ist A abgeschlossen unter der p.b.-Konvergenz, denn fiir alle (f,), C A mit
fu 15 f gilt

)nCA

. (fu . ~ ~
¢(f) = limnoop(fu) == litn—cop(fn) = ¢(f)
und somit f € A. Mit Lemma (4.2) folgt dann die Behauptung.

Die Eigenschaften (a) und (b) folgen aus der Eindeutigkeit der Abbildung und da
f — [foTdP, und f — (Multiplikation mit f o ¢) die gewiinschten Eigenschaf-
ten besitzen. Die Eigenschaft (a) ergibt sich, da der Ausdruck [ fo TdP,4 einen
x-Homomorphismus nach dem Spektralsatz I darstellt und aufgrund der Eindeu-
tigkeit des *-Homomorphismus ¢ folgt sofort, dass f(T) ein *-Homomorphismus
ist. Die Eigenschaft (b) stellt eine direkte Folgerung aus den Eigenschaften des *-
Homomorphismus da. Die Eigenschaft (c) folgt unmittelbar aus Satz (2.8) Teil (a),
denn wenn S mit T und T* kommutiert, kommutiert S auch mit jedem Operator aus
der erzeugten C*-Algebra o(T). O

AbschliefSend bleibt anzumerken, dass der endlich-dimensionale Spektralsatz eine
einfache Folgerung aus dem Spektraltheorem I ist.

Sei also A eine kommutative C*-Algebra von Operatoren von H mit dim(H) < oo,
dann hat das Spektrum die Form o(A) = {oy,03,...,0,}, wobei 01,03,...,0, die
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Eigenwerte von T sind. Die Bildbereiche der Projektionen P({c;}), 1 < j < n, sind
paarweise orthogonale Teilrdume von H, dessen direkte Summe H ist und sie sind
Eigenrdume fiir jedes T € A, also ist

TP({0}}) = T(c;)P({e}})

tiir jedes j erfiillt.

Weiterhin sei gezeigt, dass fiir kompakte Operatoren der Spektralsatz eine direk-
te Verallgemeinerung von dem endlich-dimensionalen Spektralsatz darstellt.

(4.4) Satz

Wenn T eine kompakter, normaler Operator auf H ist, dann gibt es eine orthonor-
male Basis fiir H, welche aus Eigenvektoren von T besteht. o
Beweis

Zunichst definiert man die Mengen
Eo:={0} und E,:={Aecca(T):n ' <|A|<(n—1)"1} firn>1.

Weiterhin seien H,, die Bilder der Projektionsabbildungen P(E,) = xg,(T). Dann
sind die H, paarweise orthogonal und invariant unter T. Weiterhin ist H = @, Hn,
wobei H bereits Eigenraum von T ist (mit dem Eigenwert 0). Demnach geniigt es zu
zeigen, dass jedes H, fiir n > 1 eine Orthonomalbasis besitzt, die aus Eigenvektoren
von T bestehen.

Zu zeigen ist zundchst, dass T ein invertierbarer Operator auf H, ist. Es ergibt sich
aus dem Spektralsatz I die Darstellung T = [ o(T) AdPr(A) und aufgrund der Defin-

tion der Operators f(T) aus (4.3) ergibt sich die Darstellung xr,(T) = |, g, MPr(A)
als ein Spezialfall. Sei v € 'H;, dann folgt durch die Defintion der H, als Bilder der
Projektionsabbildungen die Gleichung (*) Pr(E,)(v) = v. Dann gilt fiir ein Maf py 5
die Eigenschaft

—
~—
—~

(%) poo(En) =

||A
~—
—

I
-
8
<
—~

Q
—~

bﬂ
~—
~—

Da yy, ein positives MaB3 darstellt, gilt p,,(0(T) \ E;) = 0.
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Ferner gilt allgemein:

ITo|> = (To,To)
= (T"To,v)

- ()
(2) /|T| Ao,

und nun in dem Fall der oben genannten Definition des Operators T

(s55) ITol? = [ 1APdps(A).

Der Integrand ist nach Wahl von E,, auflerhalb einer y,,-Nullmenge sowohl nach

unten als auch nach oben beschriankt durch nl—z < A2 < ﬁ und damit ergibt

sich:
1 ) 1
< -
n2 = A" < (n—1)>2
1 1
o o [ o) < [NParesd) < =g [ sl
o(T) o(T)
(k) 1

&) ahoolo(T) < ITolf < gphon(e(T)

1 2 2 2
& ﬁHUH < ||To| ol

1
<o
Somit ist T speziell auf ‘H, stetig invertierbar. Zudem ist T ein kompakter Opera-
tor auf ‘H, nach Voraussetzung. Es resultiert, dass der Identitdtsoperator auf H,
ebenfalls kompakt ist und dim(H,) < oo. Weiterhin ist T eingeschrankt auf H, ein
normaler Operator, denn mit der Betrachtung T|y, = TP(E,) gilt:

TP(E)(TP(E,) =  TP(E.P(E)T
D TPENT
—  P(E)TT*
Vor. T:normal P(En)T*T
D rpE)T
E P(E)P(ENT
= (TP(En))*TP(En)-
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zu (+): P(E,) ist orthogonale Projektion (P(E,)?> = P(E,)), also insbesondere selbst-
adjungierter Operator (d.h. P(E,)* = P(E,)). Damit gilt sofort P(E,)P(E,)* =
P(E,;)*> = P(E,). Mit dem endlich-dimensionalen Spektralsatz folgt dann die Be-
hauptung. O
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