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In dem Vortag geht es darum, dem Zuhörer die Eigenschaften der Chebyshev-
Polynome erster und zweiter Art näher zu bringen, sowie den Zusammenhang der
beiden Arten darzustellen.

§ 1 Chebyshev-Polynome erster Art

Wir untersuchen in diesem Abschnitt eine Klasse von Orthogonalpolynomen.

(1.1) Definition. Die CHEBYSHEV-Polynome erster Art Tn(x), n ∈N0 sind definiert
durch

Tn(x) =
1
2

((
x +

√
x2 − 1

)n
+
(

x−
√

x2 − 1
)n)

, x ∈ R.

Die Definition führt uns zu folgenden Identitäten:

(1) T0(x) = 1
2

((
x +
√

x2 − 1
)0

+
(

x−
√

x2 − 1
)0
)
= 1

2 · 2 = 1

T1(x) = 1
2

((
x +
√

x2 − 1
)1

+
(

x−
√

x2 − 1
)1
)
= 1

2 · 2 · x = x

T2(x) = 1
2

((
x +
√

x2 − 1
)2

+
(

x−
√

x2 − 1
)2
)

= 1
2

(
x2 + 2x

√
x2 − 1 + x2 − 1 + x2 − 2x

√
x2 − 1 + x2 − 1

)
= 2x2 − 1

T3(x) = 1
2

((
x +
√

x2 − 1
)3

+
(

x−
√

x2 − 1
)3
)

= 1
2

(
x3 + 3x2

√
x2 − 1 + 3x

(
x2 − 1

)
+
√

x2 − 1
3

+x3 − 3x2
√

x2 − 1 + 3x
(
x2 − 1

)
−
√

x2 − 1
3
)

= 1
2

(
x3 + 3x3 − 3x + x3 + 3x3 − 3x

)
= 4x3 − 3x

Dass es sich in (1.1) wirklich um Polynome handelt und dass es auf die
Wahl der (komplexen) Wurzel für |x| < 1 nicht ankommt, zeigt das
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(1.2) Lemma. Tn(x) ist ein gerades bzw. ungerades Polynom vom Grad n in
Z[x], wenn n gerade bzw. ungerade ist. Es gilt

Tn(x) =
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n
2k

)
xn−2k

(
x2 − 1

)k

sowie

Tn(1) = 1, Tn(−1) = (−1)n, Tn(0) =
{

0, f alls n ungerade,
(−1)

n
2 , f alls n gerade.

Beweis. Mit der binomischen Formel folgt:

Tn(x) =
1
2

((
x +

√
x2 − 1

)n
+
(

x−
√

x2 − 1
)n)

=
1
2

(
n

∑
k=0

(
n
k

)
xn−k

√
x2 − 1

k
+

n

∑
k=0

(
n
k

)
xn−k

√
x2 − 1

k
(−1)k

)

=
1
2

n

∑
k=0

(
n
k

)
xn−k

√
x2 − 1

k (
1 + (−1)k

)
︸ ︷︷ ︸

=0, f alls k ungerade

=
1
2

[ n
2 ]

∑
k=0

(
n
2k

)
xn−2k

√
x2 − 1

2k
(1 + 1)

=
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n
2k

)
xn−2k

(
x2 − 1

)k

Also gilt falls n gerade:

Tn(−x) =
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n
2k

)
(−x)n−2k((−x)2 − 1)k

=︸︷︷︸
n gerade

[ n
2 ]

∑
k=0

(
n
2k

)(
(−x)2

)( n
2−k)

((−x)2 − 1)k

=
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n
2k

)(
x2
)( n

2−k)
(x2 − 1)k

2
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=
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n
2k

)
xn−2k(x2 − 1)k

= Tn(x), und damit ist die Funktion gerade.

Und falls n ungerade:

Tn(−x) =
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n
2k

)
(−x)n−2k((−x)2 − 1)k

=
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n
2k

)
(−x)(−x)n−1−2k((−x)2 − 1)k

=︸︷︷︸
n−1 gerade

[ n
2 ]

∑
k=0

(
n
2k

)
(−x)

(
(−x)2

)( n−1
2 −k)

((−x)2 − 1)k

=
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n
2k

)
x(−1)

(
x2
)( n−1

2 −k)
(x2 − 1)k

=
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n
2k

)
x(−1)xn−1−2k(x2 − 1)k

= −
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n
2k

)
xn−2k(x2 − 1)k

= −Tn(x), und damit ist die Funkrion ungerade.

Außerdem gilt:

Tn(1) =
1
2

((
1 +

√
12 − 1

)n
+
(

1−
√

12 − 1
)n)

=
1
2
(1 + 1) = 1

Tn(−1) =
1
2

((
−1 +

√
(−1)2 − 1

)n
+

(
−1−

√
(−1)2 − 1

)n)
=

1
2
((−1)n + (−1)n) = (−1)n

Tn(0) =
1
2

((
0 +

√
02 − 1

)n
+
(

0−
√

02 − 1
)n)

=
1
2
(in + (−i)n)

=
1
2

in(1 + (−1)n)

=

{
0, f alls n ungerade,

(−1)
n
2 , f alls n gerade.

3
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�

Die zentralen Eigenschaften formulieren wir in dem

(1.3) Satz. Für alle x ∈ R gilt

a) Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n ∈N.

b)
√

x2 − 1T′n(x) = n
2

(
(x +

√
x2 − 1)n − (x−

√
x2 − 1)n

)
, n ∈N0.

c) f (x) = Tn(x), n ∈N, erfüllt die Differentialgleichung

(1− x2) f ′′(x)− x f ′(x) + n2 f (x) = 0.

d) 2Tn(x) =
T′n+1(x)

n + 1
−

T′n−1(x)
n− 1

für n ∈N, n ≥ 2.

e) Tn

(
1
2(x + x−1)

)
= 1

2(xn + x−n), n ∈N, x 6= 0.

Beweis. Es genügt die Behauptung für |x| > 1 zu beweisen, da es sich um
Polynomidentitäten handelt.
a) Es gilt

Tn+1(x)− 2xTn(x) + Tn−1(x)

=
1
2

((
x +

√
x2 − 1

)n+1
+
(

x−
√

x2 − 1
)n+1

)
− 2x

1
2

((
x +

√
x2 − 1

)n
+
(

x−
√

x2 − 1
)n)

+
1
2

((
x +

√
x2 − 1

)n−1
+
(

x−
√

x2 − 1
)n−1

)
=

1
2

((
x +

√
x2 − 1

)n+1
− 2x

(
x +

√
x2 − 1

)n
+
(

x +
√

x2 − 1
)n−1

)
+

1
2

((
x−

√
x2 − 1

)n+1
− 2x

(
x−

√
x2 − 1

)n
+
(

x−
√

x2 − 1
)n−1

)
=

1
2

(
x +

√
x2 − 1

)n−1
((

x +
√

x2 − 1
)2
−
(

x +
√

x2 − 1
)

2x + 1
)

+
1
2

(
x−

√
x2 − 1

)n−1
((

x−
√

x2 − 1
)2
−
(

x−
√

x2 − 1
)

2x + 1
)

4
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=
1
2

(
x +

√
x2 − 1

)n−1 (
x2 + 2x

√
x2 − 1 + x2 − 1− 2x2 − 2x

√
x2 − 1 + 1

)
︸ ︷︷ ︸

=0

+
1
2

(
x−

√
x2 − 1

)n−1 (
x2 − 2x

√
x2 − 1 + x2 − 1− 2x2 + 2x

√
x2 − 1 + 1

)
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

b)Für n=0 gilt:√
x2 − 1 · T′0(x) = 0 =

0
2

(
(x +

√
x2 − 1)0 − (x−

√
x2 − 1)0

)
Für n=1 gilt:√

x2 − 1 · T′1(x) =
√

x2 − 1 =
1
2

√
x2 − 1 · 2 =

1
2

(
(x +

√
x2 − 1)1 − (x−

√
x2 − 1)1

)
Für n ≥ 2 gilt:

T′n(x) =
1
2

(
n
(

x +
√

x2 − 1
)n−1

(
1 +

x√
x2 − 1

))
+

1
2

(
n
(

x−
√

x2 − 1
)n−1

(
1− x√

x2 − 1

))
=

n
2

((
x +

√
x2 − 1

)n−1
√

x2 − 1 + x√
x2 − 1

+
(

x−
√

x2 − 1
)n−1

√
x2 − 1− x√

x2 − 1

)
=

n
2
√

x2 − 1

(
(x +

√
x2 − 1)n − (x−

√
x2 − 1)n

)
.

c)Für n=0 gilt:

(1− x2) f ′′(x)− x f ′(x) + n2 f (x)
(1)
= (1− x2) · 0− x · 0 + 1 · 0 = 0

Für n ≥ 1 gilt:

T′′n (x)
b)
=

n

2
√

x2 − 1
3

(
−1

2

)
2x
(
(x +

√
x2 − 1)n − (x−

√
x2 − 1)n

)
+

n√
x2 − 1

n(x +
√

x2 − 1)n−1
(

1 +
1√

x2 − 1
1
2

2x
)

5
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− n√
x2 − 1

n(x−
√

x2 − 1)n−1
(

1− 1√
x2 − 1

1
2

2x
)

=
−nx

2
√

x2 − 1
3

(
(x +

√
x2 − 1)n − (x−

√
x2 − 1)n

)
+

n2
√

x2 − 1
(x +

√
x2 − 1)n−1

√
x2 − 1 + x√

x2 − 1

− n2
√

x2 − 1
(x−

√
x2 − 1)n−1

√
x2 − 1− x√

x2 − 1

=
−nx

2
√

x2 − 1
3

(
(x +

√
x2 − 1)n − (x−

√
x2 − 1)n

)
+

n2

(x2 − 1)
Tn(x)

Daraus folgt mit f (x) = Tn(x):

(1− x2) f ′′(x)− x f ′(x) + n2 f (x)

= −(x2 − 1) f ′′(x)− x f ′(x) + n2 f (x)

= −(x2 − 1)
−nx

2
√

x2 − 1
3

(
(x +

√
x2 − 1)n − (x−

√
x2 − 1)n

)
− (x2 − 1)

n2

(x2 − 1)
Tn(x)

− x
n

2
√

x2 − 1

(
(x +

√
x2 − 1)n − (x−

√
x2 − 1)n

)
+ n2Tn(x)

=
nx

2
√

x2 − 1

(
(x +

√
x2 − 1)n − (x−

√
x2 − 1)n

)
− n2Tn(x)

− nx
2
√

x2 − 1

(
(x +

√
x2 − 1)n − (x−

√
x2 − 1)n

)
+ n2Tn(x)

= 0

d) Mit b) folgt

2Tn(x)−
T′n+1(x)

n + 1
+

T′n−1(x)
n− 1

b)
=
(

x +
√

x2 − 1
)n

+
(

x−
√

x2 − 1
)n

−

(
x +
√

x2 − 1
)n+1

−
(

x−
√

x2 − 1
)n+1

−
(

x +
√

x2 − 1
)n−1

+
(

x−
√

x2 − 1
)n−1

2
√

x2 − 1

=
(

x +
√

x2 − 1
)n

+
(

x−
√

x2 − 1
)n

6
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−
(

x +
√

x2 − 1
)n

(
x +
√

x2 − 1
)2
− 1

2
√

x2 − 1
(

x +
√

x2 − 1
) − (x−

√
x2 − 1

)n −
(

x−
√

x2 − 1
)2

+ 1

2
√

x2 − 1
(

x−
√

x2 − 1
)

=
(

x +
√

x2 − 1
)n

1− x2 + 2x
√

x2 − 1 + x2 − 2
2x
√

x2 − 1 + 2x2 − 2︸ ︷︷ ︸
= 1



+
(

x−
√

x2 − 1
)n

1− −2x2 + 2x
√

x2 − 1 + 2
2x
√

x2 − 1− 2x2 + 2︸ ︷︷ ︸
= 1


= 0

e) Mit (1.1) folgt direkt

Tn

(
1
2
(x + x−1)

)
=

1
2

[(
1
2
(x + x−1) +

√
1
4
(x + x−1)2 − 1

)n

+

(
1
2
(x + x−1)−

√
1
4
(x + x−1)2 − 1

)n]

=
1
2

[(
1
2
(x + x−1) +

√
1
4
(x− x−1)2

)n

+

(
1
2
(x + x−1)−

√
1
4
(x− x−1)2

)n]

=
1
2

[(
1
2
(x + x−1) +

1
2
(x− x−1)

)n
+

(
1
2
(x + x−1)− 1

2
(x− x−1)

)n]
=

1
2
(
xn + x−n) .

�

7
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(1.4) Satz. a) Für alle n ∈N0 gilt

Tn(cos ϕ) = cos(nϕ), ϕ ∈ R,

Tn(x) = cos(n arccos x) für alle x ∈ [−1, 1],

|Tn(x)| ≤ 1 für alle x ∈ [−1, 1].

b) Alle Nullstellen von Tn(x), n ∈ N, sind von erster Ordnung, liegen im Inter-
vall [−1, 1] und sind gegeben durch

xk = cos
(

2k + 1
2n

π

)
, k = 0, 1, ..., n− 1.

c) Für alle m, n ∈N0, x ∈ R, gilt:

Tm(Tn(x)) = Tmn(x).

d)Für alle n ∈N0, gilt:

(i)Tn(ε cosh ϕ) = εn cosh(nϕ), ϕ ∈ R, ε = ±1,

(ii)Tn(x) = (sgn x)n cosh(n arcosh x), für alle x ∈ R, |x| ≥ 1,

(iii)|Tn(x)| > 1 für alle x ∈ R, |x| > 1, n 6= 0.

Beweis: a) Nach (1.1) gilt

Tn(cos ϕ) =
1
2

[(
cos ϕ +

√
cos2 ϕ− 1

)n
+

(
cos ϕ−

√
cos2 ϕ− 1

)n]
=

1
2

[(
cos ϕ +

√
− sin2 ϕ

)n
+

(
cos ϕ−

√
− sin2 ϕ

)n]
=

1
2
[(cos ϕ + i sin ϕ)n + (cos ϕ− i sin ϕ)n]

=
1
2

[
(eiϕ)

n
+ (e−iϕ)

n]
=

1
2

[
einϕ + e−inϕ

]
= cos(nϕ).

Sei x := cos ϕ, dann ist ϕ = arccos x und es folgt

Tn(x) = Tn(cos ϕ) = cos(nϕ) = cos(n arccos x)

Tn(x) = cos(n arccos x) für alle x ∈ [−1, 1]. Daraus folgt Tn(x) ∈ [−1, 1] für alle
x ∈ [−1, 1].

8
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b) Tn(x) ist ein Polynom vom Grad n und hat somit höchstens n Nullstellen. Es
gilt:

Tn(xk) = cos(n arccos xk) = cos
(

n arccos
(

cos
(

2k + 1
2n

π

)))
= cos

(
2k + 1

2
π

)
= cos

(
(k +

1
2
)π

)
= cos

(
1
2

π

)
= 0

Also handelt es sich bei den xk wirklich um Nullstellen. Es sind n paarweise verschie-
dene Nullstellen und somit haben alle die Ordnung 1 und es kann keine weiteren
geben.

c) Es genügt die Behauptung für |x| < 1 zu beweisen, da es sich um Polynomiden-
titäten handelt. Für x = cos ϕ folgt mit a)

Tm(Tn(x)) = Tm(Tn(cos ϕ)) = Tm(cos(nϕ)) = cos(mnϕ) = Tmn(cos ϕ) = Tmn(x)

d)(i)Wegen cosh ϕ = 1
2 (e

ϕ + e−ϕ) impliziert (1.1)

Tn(ε cosh ϕ) =
1
2

1
2

ε(eϕ + e−ϕ) +

√
1
4

ε2(eϕ + e−ϕ)2 − 1︸ ︷︷ ︸
=
√

sinh2(ϕ)


n

+
1
2

1
2

ε(eϕ + e−ϕ)−
√

1
4

ε2(eϕ + e−ϕ)2 − 1︸ ︷︷ ︸
=
√

sinh2(ϕ)


n

=
1
2

(
1
2

ε(eϕ + e−ϕ) +
1
2

∣∣(eϕ − e−ϕ)
∣∣)n

+
1
2

(
1
2

ε(eϕ + e−ϕ)− 1
2

∣∣(eϕ − e−ϕ)
∣∣)n

=

{
(1

2(e
nϕ + e−nϕ)), f alls ε = 1,

(−1
2(e

nϕ + e−nϕ))(−1)n, f alls ε = −1.

= εn(
1
2
(enϕ + e−nϕ))

= εncosh(nϕ)

9
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(ii) Mit (i) folgt für alle x ∈ R, |x| ≥ 1:

(sgn x)n cosh(n x)
= Tn(sgn x · cosh( x)) = Tn(sgn x · |x|)
= Tn(x)

(iii) Mit (ii) folgt, für n ∈N und alle x ∈ R, |x| > 1:

|Tn(x)| = |(sgn x)ncosh(n arcosh x)| = |cosh(n arcosh x)| ≥ 1

und |cosh(n arcosh x)| = 1

⇔ n arcosh x = 0

⇔ arcosh x = 0

⇔ x = 1

⇒ |Tn(x)| > 1 f ür alle|x| > 1

�

Mit (1.4)a) kann man auch die Stellen yk bzw. zk bestimmen, in denen Tn|[−1,1] sein
Maximum bzw. Minimum annimmt. Sie werden gegeben durch

yk = cos
(

2k
n

π

)
, k = 0, 1, ...,

[n
2

]
, zk = cos

(
2k + 1

n
π

)
, k = 0, 1, ...,

[
n− 1

2

]
.

Nun untersuchen wir die erzeugende Funktion

(1.5) Satz. Für alle x, t ∈ R, |x| ≤ 1, |t| < 1 gilt

w(x, t) =
1− xt

1− 2xt + t2 =
∞

∑
n=0

Tn(x)tn.

Beweis. Für alle |x| ≤ 1 gilt |Tn(x)| ≤ 1, so dass sie geometrische Reihe eine konver-
gente Majorante der obigen Reihe ist. Dann folgt mit (1) und (1.3)a)

(
∞

∑
n=0

Tn(x)tn

)
· (1− 2xt + t2)

=
∞

∑
n=0

Tn(x)tn −
∞

∑
n=0

2xTn(x)tn+1 +
∞

∑
n=0

Tn(x)tn+2

10
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= T0(x) + (T1(x)− 2xT0(x))t +
∞

∑
n=2

Tn(x)tn −
∞

∑
n=1

2xTn(x)tn+1 +
∞

∑
n=0

Tn(x)tn+2

= T0(x) + (T1(x)− 2xT0(x))t +
∞

∑
n=2

[Tn(x)− 2xTn−1(x) + Tn−2(x)]tn

= 1 + (x− 2x)t +
∞

∑
n=2

0 · tn

= 1− xt

�

Als Folgerung erhalten wir eine weitere explizite Darstellung der Tn(x).

(1.6) Korollar. Für alle n ∈N0, x ∈ R gilt

Tn(x) =
n
2

[ n
2 ]

∑
k=0

(−1)k (n− 1− k)!
k!(n− 2k)!

(2x)n−2k.

Beweis. Es genügt die Identität für |x| ≤ 1
2 zu beweisen. Aus (1.5) folgt für |x| ≤ 1

2 ,
|t| ≤ 1

2

w(x, t) =
1− xt

1− 2xt + t2
geom. Reihe

= (1− xt)
∞

∑
m=0

(2xt + t2)m

= (1− xt)
∞

∑
m=0

(2xt− t2)m bin. Lehrsatz
= (1− xt)

∞

∑
m=0

m

∑
k=0

(
m
k

)
(2xt)m−k(−t2)k

= (1− xt)
∞

∑
m=0

m

∑
k=0

(
m
k

)
(−1)k(2x)m−ktm+k

= (1− xt)
∞

∑
n=0

 [ n
2 ]

∑
k=0

(
n− k

k

)
(−1)k(2x)n−2k

 tn

=
∞

∑
n=0

 [ n
2 ]

∑
k=0

(
n− k

k

)
(−1)k(2x)n−2k

 tn −

 [ n
2 ]

∑
k=0

(
n− k

k

)
(−1)k(2x)n−2kx

 tn+1


=

∞

∑
n=0

 [ n
2 ]

∑
k=0

(
n− k

k

)
(−1)k(2x)n−2k

 tn − 1
2

 [ n
2 ]

∑
k=0

(
n− k

k

)
(−1)k(2x)n+1−2k

 tn+1
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Durch Koeffizientenvergleich mit (1.5) folgt daraus T0(x) = 1 und für n ≥ 1

Tn(x) =
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n− k

k

)
(−1)k(2x)n−2k − 1

2

[ n−1
2 ]

∑
k=0

(
n− 1− k

k

)
(−1)k(2x)n−2k

=
[ n−1

2 ]

∑
k=0

(
n− k

k

)
(−1)k(2x)n−2k − 1

2

[ n−1
2 ]

∑
k=0

(
n− 1− k

k

)
(−1)k(2x)n−2k

+

{
(n/2

n/2)(−1)
n
2 (2x)n−n = (−1)

n
2 , falls n gerade

0, falls n ungerade

=
[ n−1

2 ]

∑
k=0

((
n− k

k

)
− 1

2

(
n− 1− k

k

))
(−1)k(2x)n−2k +

{
(−1)

n
2 , falls n gerade

0, falls n ungerade

=
[ n−1

2 ]

∑
k=0

(
(n− k)!

k!(n− 2k)!
− 1

2
(n− 1− k)!

k!(n− 1− 2k)!

)
(−1)k(2x)n−2k

+

{
(−1)

n
2 , falls n gerade

0, falls n ungerade

=
[ n−1

2 ]

∑
k=0

(n− 1− k)!
k!(n− 2k)!

(
n− k− 1

2
(n− 2k)

)
(−1)k(2x)n−2k

+

{
(−1)

n
2 , falls n gerade

0, falls n ungerade

=
[ n−1

2 ]

∑
k=0

(n− 1− k)!
k!(n− 2k)!

n
2
(−1)k(2x)n−2k

+

{
(−1)

n
2 , falls n gerade

0, falls n ungerade

=
n
2

[ n
2 ]

∑
k=0

(n− 1− k)!
k!(n− 2k)!

(−1)k(2x)n−2k, da
n
2
(n

2 − 1)!(n
2

)
!0!

(−1)
n
2 (2x)0 = (−1)

n
2

�

Im nächsten Schritt untersuchen wir die Orthogonalitätsrelation. Dazu bemerken
wir die Existenz des uneingentlichen Integrals

12
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(2)
1∫
−1

dx√
1− x2

=

π∫
0

sin ϕ√
1− cos2 ϕ

dϕ =

π∫
0

dϕ = π.

Also existiert das Integral

1∫
−1

p(x)√
1− x2

dx

für jedes p(x) ∈ R[x].

(1.7) Satz. Für alle m, n ∈N0 gilt

a)
1∫
−1

Tm(x)Tn(x)√
1− x2

dx = 0, f alls m 6= n

b)
1∫
−1

T2
n(x)√
1− x2

dx =
π

2
, f alls n ≥ 1

c)
1∫
−1

T2
0 (x)√
1− x2

dx = π.

Beweis. Mit der Substitution x = cosϕ erhält man aus (1.4)a)

1∫
−1

Tm(x)Tn(x)√
1− x2

dx =

π∫
0

Tm(cos ϕ)Tn(cosϕ)√
1− cos2(ϕ)

sinϕ dϕ

=

π∫
0

cos(mϕ)cos(nϕ) dϕ =


0, f alls m 6= n,
π
2 , f alls m = n ≥ 1,
π, f alls m = n = 0.

Da für m 6= n gilt:

π∫
0

cos(mϕ) cos(nϕ) dϕ
Additonstheo.

=
1
2

π∫
0

cos((m + n)ϕ) + cos((m− n)ϕ) dϕ

13
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=
1

2(m + n)
sin((m + n)ϕ)

∣∣∣∣π
0
+

1
2(m− n)

sin((m− n)ϕ)

∣∣∣∣π
0

=
1

2(m + n)
(sin((m + n)π)− sin(0))

+
1

2(m− n)
(sin((m− n)π)− sin(0))

= 0

Für m = n ≥ 1 gilt:

π∫
0

cos(mϕ) cos(nϕ) dϕ =

π∫
0

cos(mϕ)2 dϕ =

(
ϕ

2
+

sin(mϕ) cos(mϕ)

2m

)∣∣∣∣π
0
=

π

2

Für m = n = 0 gilt:

π∫
0

cos(0 · ϕ) cos(0 · ϕ) dϕ =

π∫
0

12 dϕ = ϕ|π0 = π

�

§ 2 Chebyshev-Polynome zweiter Art

Es gibt eine weitere Klasse von CHEBYSHEV-Polynomen.

(2.1) Definition. Die CHEBYSHEV-Polynome zweiter Art Un(x), n ∈ N0, sind defi-
niert durch√

x2 − 1Un(x) =
1
2

((
x +

√
x2 − 1

)n+1
−
(

x−
√

x2 − 1
)n+1

)
, x ∈ R.

Die Definition führt uns zu folgenden Identitäten:

(3)

U0(x) =
1
2

(
(x +

√
x2 − 1)1 − (x−

√
x2 − 1)1

)
√

x2 − 1
=

1
2
· 2 = 1

14
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U1(x) =
1
2

(
(x +

√
x2 − 1)2 − (x−

√
x2 − 1)2

)
√

x2 − 1

=
1
2(x2 + 2x

√
x2 − 1 + x2 − 1− x2 + 2x

√
x2 − 1− x2 + 1)√

x2 − 1
= 2x

U2(x) =
1
2

(
(x +

√
x2 − 1)3 − (x−

√
x2 − 1)3

)
√

x2 − 1

=
1
2(x3 + 3x2

√
x2 − 1 + 3(x3 − x) +

√
x2 − 1

3
)√

x2 − 1

−
1
2(x3 − 3x2

√
x2 − 1 + 3(x3 − x)−

√
x2 − 1

3
)√

x2 − 1
= 3x2 + x2 − 1 = 4x2 − 1

U3(x) =
1
2

(
(x +

√
x2 − 1)4 − (x−

√
x2 − 1)4

)
√

x2 − 1

=

1
2

(
x4 + 4x3

√
x2 − 1 + 6x2(x2 − 1) + 4x(x2 − 1)

√
x2 − 1 + (x2 − 1)2

)
√

x2 − 1

−
1
2

(
x4 − 4x3

√
x2 − 1 + 6x2(x2 − 1)− 4x(x2 − 1)

√
x2 − 1 + (x2 − 1)2

)
√

x2 − 1

=
4x3
√

x2 − 1 + 4x(x2 − 1)
√

x2 − 1√
x2 − 1

= 4x3 + 4x3 − 4x = 8x3 − 4x

Analog zu (1.2) folgt das

(2.2) Lemma. Un(x) ist ein gerades bzw. ungerades Polynom vom Grad n in
Z[x], wenn n gerade bzw. ungerade ist. Es gilt

Un(x) =
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n + 1
2k + 1

)
xn−2k

(
x2 − 1

)k

sowie

Un(1) = n + 1, Un(−1) = (−1)n(n + 1), Un(0) =

{
0, falls n ungerade,

(−1)
n
2 , falls n gerade.

Beweis. Der Beweis, dass Un(x) ein gerades bzw. ungerades Polynom ist, wenn n
gerade bzw. ungerade ist, ist der gleiche wie der für Tn(x), da die Koeffizienten

15
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keine Rolle spielen.

Außerdem folgt mit der binomischen Formel:

Un(x) =
1
2

1√
x2 − 1

((
x +

√
x2 − 1

)n+1
−
(

x−
√

x2 − 1
)n+1

)
=

1
2

1√
x2 − 1

(
n+1

∑
k=0

(
n + 1

k

)
xn+1−k

√
x2 − 1

k
+

n+1

∑
k=0

(
n + 1

k

)
xn+1−k

√
x2 − 1

k
(−1)k+1

)

=
1√

x2 − 1
1
2

n+1

∑
k=0

(
n + 1

k

)
xn+1−k

√
x2 − 1

k (
1 + (−1)k+1

)
=

1√
x2 − 1

1
2

n

∑
k=−1

(
n + 1
k + 1

)
xn+1−k−1

√
x2 − 1

k+1 (
1 + (−1)k+2

)
︸ ︷︷ ︸
=0, f alls k ungerade

=
1√

x2 − 1
1
2

[ n
2 ]

∑
k=0

(
n + 1
2k + 1

)
xn+1−2k−1

√
x2 − 1

2k+1
· 2

=
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n + 1
2k + 1

)
xn−2k(x2 − 1)k

und:

Un(1) =
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n + 1
2k + 1

)
1n−2k(12 − 1)k =

(
n + 1

1

)
1(1− 1)0 +

[ n
2 ]

∑
k=1

(
n + 1
2k + 1

)
1 (1− 1)k︸ ︷︷ ︸

=0

= n + 1

Un(−1) =
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n + 1
2k + 1

)
(−1)n−2k((−1)2 − 1)k

=

(
n + 1

1

)
(−1)n−0(1− 1)0 +

[ n
2 ]

∑
k=1

(
n + 1
2k + 1

)
(−1)n−2k (1− 1)k︸ ︷︷ ︸

=0

= (−1)n(n + 1)

Un(0) =
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n + 1
2k + 1

)
0n−2k(02 − 1)k

=

∑
[ n

2 ]
k=0 0 = 0, f alls n ungerade,

( n+1
2 n

2+1)0
n−2 n

2 (−1)
n
2 + ∑

[ n
2 ]−1

k=0 0 = (−1)
n
2 , f alls n gerade.

�
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Grundlegende Rekursionsformeln und Zusammenhänge zwischen beiden Typen
von CHEBYSHEV-Polynomen beinhaltet das

(2.3) Lemma. Für alle x ∈ R

a) Un+1(x) = 2xUn(x)−Un−1(x), n ∈N,

b) Tn(x) = Un(x)− xUn−1(x), n ∈N,

c) Un(x) =
1

n + 1
T′n+1(x) =

[ n
2 ]

∑
k=0

(−1)k
(

n− k
k

)
(2x)n−2k =

n

∑
k=0

xkTn−k(x), n ∈N0,

d) Un+1(x) = 2Tn+1(x) + Un−1(x), n ∈N,

e) Tn(x) + Un−1(x)
√

x2 − 1 =
(

x +
√

x2 − 1
)n

, n ∈N.

Beweis: a) Es gilt

Un+1(x)− 2xUn(x) + Un−1(x)

=
1

2
√

x2 − 1

((
x +

√
x2 − 1

)n+2
−
(

x−
√

x2 − 1
)n+2

)
− 2x

1
2
√

x2 − 1

((
x +

√
x2 − 1

)n+1
−
(

x−
√

x2 − 1
)n+1

)
+

1
2
√

x2 − 1

((
x +

√
x2 − 1

)n
−
(

x−
√

x2 − 1
)n)

=
1

2
√

x2 − 1

((
x +

√
x2 − 1

)n+2
− 2x

(
x +

√
x2 − 1

)n+1
+
(

x +
√

x2 − 1
)n
)

− 1
2
√

x2 − 1

((
x−

√
x2 − 1

)n+2
− 2x

(
x−

√
x2 − 1

)n+1
+
(

x−
√

x2 − 1
)n
)

=
1

2
√

x2 − 1

(
x +

√
x2 − 1

)n
((

x +
√

x2 − 1
)2
−
(

x +
√

x2 − 1
)

2x + 1
)

− 1
2
√

x2 − 1

(
x−

√
x2 − 1

)n
((

x−
√

x2 − 1
)2
−
(

x−
√

x2 − 1
)

2x + 1
)

=
1

2
√

x2 − 1

(
x +

√
x2 − 1

)n (
x2 + 2x

√
x2 − 1 + x2 − 1− 2x2 − 2x

√
x2 − 1 + 1

)
︸ ︷︷ ︸

=0

+
1

2
√

x2 − 1

(
x−

√
x2 − 1

)n (
x2 − 2x

√
x2 − 1 + x2 − 1− 2x2 + 2x

√
x2 − 1 + 1

)
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0
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b) Sei n ungerade, dann folgt mit (2.3) und (1.2):

Un(x)− xUn−1(x)

=
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n + 1
2k + 1

)
xn−2k(x2 − 1)k − x

[ n−1
2 ]

∑
k=0

(
n

2k + 1

)
xn−1−2k(x2 − 1)k

=
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n + 1
2k + 1

)
xn−2k(x2 − 1)k −

[ n
2 ]

∑
k=0

(
n

2k + 1

)
xn−2k(x2 − 1)k

=
[ n

2 ]

∑
k=0

((
n + 1
2k + 1

)
−
(

n
2k + 1

))
︸ ︷︷ ︸

=( n
2k)

xn−2k(x2 − 1)k

= Tn(x)

Sei n gerade, dann folgt mit (2.3) und (1.2):

Un(x)− xUn−1(x)

=
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n + 1
2k + 1

)
xn−2k(x2 − 1)k − x

[ n−1
2 ]

∑
k=0

(
n

2k + 1

)
xn−1−2k(x2 − 1)k

=
[ n−1

2 ]

∑
k=0

(
n + 1
2k + 1

)
xn−2k(x2 − 1)k + (x2 − 1)

n
2 −

[ n−1
2 ]

∑
k=0

(
n

2k + 1

)
xn−2k(x2 − 1)k

=
[ n−1

2 ]

∑
k=0

((
n + 1
2k + 1

)
−
(

n
2k + 1

))
︸ ︷︷ ︸

=( n
2k)

xn−2k(x2 − 1)k + (x2 − 1)
n
2

=
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n
2k

)
xn−2k(x2 − 1)k

= Tn(x)

c)

1
n + 1

T′n+1(x)
(1.3)b
=

1
n + 1

1√
x2 − 1

n + 1
2

(
(x +

√
x2 − 1)n+1 − (x−

√
x2 − 1)n+1

)
=

1√
x2 − 1

1
2

(
(x +

√
x2 − 1)n+1 − (x−

√
x2 − 1)n+1

)

18
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(2.1)
= Un(x)

1
n + 1

T′n+1(x)
(1.6)
=

1
n + 1

n + 1
2

[ n+1
2 ]

∑
k=0

(−1)k (n + 1− 1− k)!
k!(n + 1− 2k)!

(2x)n+1−2k−1(n + 1− 2k)2

=
[ n+1

2 ]

∑
k=0

(−1)k (n− k)!
k!(n− 2k)!

(2x)n−2k

=
[ n+1

2 ]

∑
k=0

(−1)k
(

n− k
k

)
(2x)n−2k

=


∑
[ n

2 ]
k=0(−1)k(n−k

k )(2x)n−2k, f alls n gerade,

(−1)
n+1

2 (2x)−1
(n

2 −
1
2

n
2 + 1

2

)
︸ ︷︷ ︸

= 0

+∑
[ n

2 ]
k=0(−1)k(n−k

k )(2x)n−2k, f alls n ungerade

=
[ n

2 ]

∑
k=0

(−1)k
(

n− k
k

)
(2x)n−2k

n

∑
k=0

xkTn−k(x) = xnTn−n(x) +
n−1

∑
k=0

xkTn−k(x)
b)
= xnT0(x) +

n−1

∑
k=0

xk(Un−k(x)− xUn−1−k(x))

= xnT0(x) +
n−1

∑
k=0

xkUn−k(x)−
n−1

∑
k=0

xk+1Un−1−k(x)

j=k+1
= xnT0(x) +

n−1

∑
k=0

xkUn−k(x)−
n

∑
j=1

xjUn−1−(j−1)(x)

= xnT0(x) +
n

∑
k=1

xkUn−k(x) + x0Un−0(x)−
n

∑
j=1

xjUn−j(x)− xnUn−n(x)

= xnT0(x) + Un(x)− xnU0(x) = xn + Un(x)− xn

= Un(x)

d)Un+1(x)
a)
= Un+1(x)+Un+1(x)− 2xUn(x) + Un−1(x)︸ ︷︷ ︸

=0

= 2 (Un+1(x)− xUn(x))︸ ︷︷ ︸
b)
= Tn+1(x)

+Un−1(x) =

2Tn+1(x) + Un−1(x)
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e) Einsetzen der Definitionen von Tn und Un−1 liefert

Tn(x) + Un−1(x)
√

x2 − 1

=
1
2

(
(x +

√
x2 − 1)n + (x−

√
x2 − 1)n

)
+
√

x2 − 1
1√

x2 − 1
1
2

(
(x +

√
x2 − 1)n − (x−

√
x2 − 1)n

)
=

1
2
(x +

√
x2 − 1)n +

1
2
(x−

√
x2 − 1)n +

1
2
(x +

√
x2 − 1)n − 1

2
(x−

√
x2 − 1)n

= (x +
√

x2 − 1)n

�

(2.4) Lemma.
a) Für alle n ∈N0 gilt:

Un(cos ϕ) =
sin((n + 1)ϕ)

sin ϕ
, ϕ ∈ R \Zπ.

b) Für alle |x| ≤ 1, |t| < 1 gilt:

u(x, t) :=
1

1− 2xt + t2 =
∞

∑
n=0

Un(x)tn.

c) Für alle m, n ∈N0 gilt:

1∫
−1

Um(x)Un(x)
√

1− x2 dx =

{
0 f ür m 6= n,
π
2 f ür m = n.

Beweis. a) Nach (2.1) gilt:

Un(cosϕ) =
1

2
√

cos2ϕ− 1︸ ︷︷ ︸
= i
√

sin2 ϕ

(
(cosϕ + i sinϕ)n+1 − (cosϕ− i sinϕ)n+1

)

=
ei(n+1)ϕ − e−i(n+1)ϕ

2i sinϕ

=
sin((n + 1)ϕ)

sinϕ
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b) Für alle |x| ≤ 1 gilt nach a) |Un(x)| ≤ 1, so dass die geometrische Reihe eine
konvergente Majorante der obigen Reihe ist. Dann folgt mit (3) und (2.3)a)(

∞

∑
n=0

Un(x)tn

)
· (1− 2xt + t2)

=
∞

∑
n=0

Un(x)tn −
∞

∑
n=0

2xUn(x)tn+1 +
∞

∑
n=0

Un(x)tn+2

= U0(x) + (U1(x)− 2xU0(x))t +
∞

∑
n=2

Un(x)tn −
∞

∑
n=1

2xUn(x)tn+1 +
∞

∑
n=0

Un(x)tn+2

= U0(x) + (U1(x)− 2xU0(x))t +
∞

∑
n=2

[Un(x)− 2xUn−1(x) + Un−2(x)]tn

= 1 + (2x− 2x)t +
∞

∑
n=2

0 · tn

= 1

c) Wegen a) folgt durch Substitution mit ϕ(x) =, dass cos ϕ = x ist, und ist ϕ stetig
differenzierbar.

1∫
−1

Um(x)Un(x)
√

1− x2dx

= −
0∫

π

Um(cosϕ)Un(cosϕ) sin2ϕ dϕ

=

π∫
0

sin((m + 1)ϕ)sin((n + 1)ϕ)dϕ =

{
0 f ür m 6= n,
π
2 f ür m = n.

Da für m 6= n gilt:

π∫
0

sin((m + 1)ϕ) sin((n + 1)ϕ) dϕ

Additonstheo.
=

1
2

π∫
0

cos((m + 1− n− 1)ϕ)− cos((m + 1 + n + 1)ϕ) dϕ

=
1

2(m− n)
sin((m− n)ϕ)

∣∣∣∣π
0
+

1
2(m + n + 2)

sin((m + n + 2)ϕ)

∣∣∣∣π
0

21



CHEBYSHEV-Polynome § 2 Chebyshev-Polynome zweiter Art

= 0.

Für m = n gilt:

π∫
0

sin((m + 1)ϕ) sin((n + 1)ϕ) dϕ

=

π∫
0

sin2((m + 1)ϕ) dϕ

=

(
ϕ

2
− cos((m + 1)ϕ) sin((m + 1)ϕ)

2(m + 1)

)∣∣∣∣π
0

=
π

2

�
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