Chebyshev-Polynome
Vortrag zum Seminar zur Analysis, 04.10.2010
Inga Blundell, Christian Bayer

In dem Vortag geht es darum, dem Zuhorer die Eigenschaften der Chebyshev-
Polynome erster und zweiter Art ndher zu bringen, sowie den Zusammenhang der
beiden Arten darzustellen.

§1 Chebyshev-Polynome erster Art

Wir untersuchen in diesem Abschnitt eine Klasse von Orthogonalpolynomen.

(1.1) Definition. Die CHEBYSHEV-Polynome erster Art T,,(x), n € INg sind definiert

durch
Tu(x) = % ((x+ \/x2—1>n+ (x— x2—1>n) ,x €R.

Die Definition fiihrt uns zu folgenden Identititen:

(1) To(x) =1 <x+m>0+<x—m>o =1l.2=1
nw) =3 ((x+va2—1) + (x-vE2 1) )=} 2.x=2x
B =3 ((x+ v 1) + (x— v -1)]

:%<x +2x\/x27+x —14+x%2—2xV/x2—14 2 —1)
=2x2 —
:%(HW +(x- x2—1>3)

%(x + 3x2v/x2 — +3x(x2—1)—|—\/x2—13
+x% = 3x2y/x2 —1+3x (x* — 1) —\/x2—13)

=1 (x®+3x3 = 3x + 2% +3x3 — 3x) = 4x® — 3«

Dass es sich in (1.1) wirklich um Polynome handelt und dass es auf die
Wahl der (komplexen) Wurzel fiir |x| < 1 nicht ankommt, zeigt das
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(1.2) Lemma. T, (x) ist ein gerades bzw. ungerades Polynom vom Grad n in
Z[x|, wenn n gerade bzw. ungerade ist. Es gilt

7

To(x) =Y (2nk> L2k <x2 B 1)k

k=0

0, falls n ungerade,
(=1)2, falls n gerade.

k=0
i .
= X () () -y
n gerade =
H .
= (2nk> (x2>(2 k (x* = 1)f
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Und falls n ungerade:
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OJ

Die zentralen Eigenschaften formulieren wir in dem

(1.3) Satz. Fiir alle x € R gilt
a) Tyi1(x) =2xT,(x) — T,_1(x), n € IN.
b) VaZ—1T)(x) =2 ((x+ VA1) — (x — = 1)11), n € No.
c) f(x) = Tu(x), n € N, erfullt die Differentialgleichung

(1= %) f"(x) — xf'(x) + n*f(x) = 0.

Ty (%) . Ty 1(x)
n+1 n—1

d) 2T, (x) = firn €N, n > 2.

e) T, <%(x+x‘1)> =1(x"+x"), neN, x #£0.

Beweis. Es gentigt die Behauptung fiir |x| > 1 zu beweisen, da es sich um
Polynomidentitdten handelt.
a) Es gilt

Tui1(x) —2xT, (x) 4+ T,—1(x)

:%<<x—|— x2—1>n+1—2x<x+m>n+<x+m>n_1)
—I—%(x— x2—1>n+1—2x<x— x2—1>n—|—<x— x2—1>n_1>
(Hm)”‘l((ﬁm)t(Hm)sz)
+%(x— x2—1)n_1(<x— x2—1)2—<x—m>2x+1>
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1 -1
E(x—l— \/x2—1>n (x2+2x x2—1—i—x2—1—2x2—2x\/x2—1—|—1>

_|_

(x— x2—1>n_1 <x2—2x x2—1+x2—1—2x2—|—2x\/x2—1+1>

(&

N —

=0
b)Fiir n=0 gilt:
0
Va2 —1-Ty(x) =0 E(X+V 2—1)0)
Fiir n=1 gilt:
VaZ—1-Tj(x) = V22— :% x2—1-2:%<(x+ x2—1)t — (x - x2—1)1>
Fiir n > 2 gilt:
y _1 7 n—1 x
T,,l(x)—2 n<x+ x 1> 1+ -
1 n—1 X
Z — 2 _ —
—|—2 (n (x X 1) (1 xz—l)

:E((x+ ) R R xz_1>”‘1_m—X)

2

:# __1<(x—|— 2 —=1)"—(x— x2—1)”>.

c)Fiir n=0 gilt:

(1= )" (x) = xf'(x) +n2f(x) £ (1= x2) - 0—x-041-0=0

Fir n > 1 gilt:

Trlll(x)b_)z xZL ( ) <x_|_,/ 2_1);1)
+mnx+\/x2—1)”_l(1+ﬁ%2x
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— \/% n(x —/x2-1)""1 (1 — \/%%Zx)
I (e T~ (e V)
2\/x2

. 2 - —2_1);171\/’@7_17”(
Vaz—1 * x2—1
n? VX2 —1—x

- xz_1<x‘ e T

2 2 (x—l—\/i m)n>
Va2 —

+ﬁT(x)

Daraus folgt mit f(x) = T, (x):

(1= %) f"(x) = xf'(x) + n*f(x)

= —(* = 1)f"(x )— xf'(x) +n?f(x)

)
(x2—1)2 = <x+ Va2 —Vx 2—1)”)—(x2—1)an(x)

—x2\/x27 ((x—i—\/ 21" —( x—\/xz—l)”>+n2Tn(x)

s (o - )

= gt (VT = (x VEY) )

=0
d) Mit b) folgt

ot ) Bt () | Tha )

n—+1 n—1
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<x+\/ﬁ)2—1

) " _(x—\/m)z—i-l
- (x Va2 -1) 2m<x+m>_<x_m> 2/ =1 (x = Vo 1)

n 2 2 2_1 2_2
<x+ /—x2—1> L +2xVx + x
C2xV/x?—142x2 -2

1

742 2
+<x— x2_1>n 1_ 2x% + 2xVx 1+2
\2x\/x2—1—2x2+24

=1

e) Mit (1.1) folgt direkt

Ty (%(x + x_1)>

:% (%(x+x—1)+\/i(x+x—1)2_1> + (%(erx‘l)_\/ (x+x—1)2—1> ]
:% (%(X—i—xl)—k }L(x—xl)2> +(%(x+x1)— %l(x—xl)2>]
:% :<%(X+x—1)+%(x—x—1)>"+ (%(x+x_1) —%(X—x—l))n‘|
1, ., .
:E(x +x )
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(1.4) Satz. a) Fiir alle n € INj gilt

Tu(cos @) = cos(ng), ¢ € R,
Ty (x) = cos(n arccos x) fiir alle x € [—1,1],
[T, (x)| <1 fiir alle x € [—1,1].

b) Alle Nullstellen von Ty (x), n € IN, sind von erster Ordnung, liegen im Inter-
vall [—1,1] und sind gegeben durch

2 1
X = COS (k—+7r> , k=0,1,..,n—1.
2n

c) Fiir alle m,n € INg, x € R, gilt:
d)Fiir alle n € INy, gilt:

(i)Ty(ecosh @) = €" cosh(ng), ¢ € R, e = =£1,
(ii) Ty (x) = (sgn x)" cosh(n arcosh x), firallex € R, |x| > 1,
(iii)| T, (x)| > 1 firallex € R, |x| > 1, n #0.

Beweis: a) Nach (1.1) gilt

n n

{(cosq)#— coszgo—l) + (Cosq)— cosz(p—l) 1
n n
[(cosq)—i—\/—sinzgo) —i—(cosgo—\/—sin2g0> ]

[(cos @ +isin@)" + (cos @ —isin @)"]

Tu(cos @) =

1
2
1
2
1
2
% [(eiq’)n + (e*i(”)n} = % [einq’ + e*i”q’] = cos(ng).

Sei x := cos ¢, dann ist ¢ = arccos x und es folgt

Tu(x) = Ty(cos @) = cos(ngp) = cos(n arccos x)

Tu(x) = cos(narccosx) fiir alle x € [—1,1]. Daraus folgt T,(x) € [—1,1] fiir alle
x €[-1,1].
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b) T,(x) ist ein Polynom vom Grad n und hat somit hochstens n Nullstellen. Es
gilt:

2n

2k+1 1 1
—cos( 3 7'() = cos ((k+§)n) = cos (57'() =0

Also handelt es sich bei den xj wirklich um Nullstellen. Es sind n paarweise verschie-
dene Nullstellen und somit haben alle die Ordnung 1 und es kann keine weiteren
geben.

2k+1
Tu(xx) = cos(n arccos x;) = cos (n arccos (cos ( il 7'() ))

c) Es gentigt die Behauptung fiir |x| < 1 zu beweisen, da es sich um Polynomiden-
tititen handelt. Fiir x = cos ¢ folgt mit a)

Tin(Tn(x)) = Tiu(Tn(cos ¢)) = Tu(cos(ng)) = cos(mng) = Tyn(cos @) = Tmn(x)
d)(i)Wegen cosh ¢ = % (e? + e~ %) impliziert (1.1)

111 1
Tu(ecosh ) = 5 Ee(e‘P +e %)+ \/ZgZ(e(P +e9)2 -1

J

~

=/sinh?(¢)

n
111 1
Z | Ze(e? P\ _ (] Ze2(p® —9\2 _
+2(25(e +e ?) \/4e(e +e ?)2—-1

-~

=4/ sinh?(¢p)
1 1 "
= _ 4 % _ ¢ _ o9
(2£(e +e )+2\(e e )|)

(%8(64) +e ) — % |(e9 — e 9) ’)n

(3(e"? 4 e7m9)), fallse =1,
(—L(en? + e ) (=1)", falls e = —1.

= (e + 7))

= ¢"cosh(ng)
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(ii) Mit (i) folgt fur alle x € R, |x| > 1:
(sgn x)" cosh(n x)

= Tu(sgn x - cosh( x)) = Ty(sgn x - |x|)
= Tu(x)

(iii) Mit (ii) folgt, fiir n € N und alle x € R, |x| > 1:

| T (x)| = |(sgn x)"cosh(n arcosh x)| = |cosh(n arcosh x)| > 1
und |cosh(n arcosh x)| =1
& narcosh x =0
& arcosh x =0
&S x=1
= |Tu(x)| > 1 fiir alle|x| > 1

O

Mit (1.4)a) kann man auch die Stellen y; bzw. z; bestimmen, in denen Tﬂ‘[—l,l} sein
Maximum bzw. Minimum annimmt. Sie werden gegeben durch

2k n 2k +1 n—1
yk—cos(zn), k—O,l,...,[ﬂ, zk—cos( . n),k—O,l,...,[ 5 }

Nun untersuchen wir die erzeugende Funktion

(1.5) Satz. Fiir alle x,t € R, |x| <1, |t| <1 gilt

1— xt ad

———— =) Tu(x)t".
1-2xt4+£2 =

w(x,t) =

Beweis. Fiir alle |x| <1 gilt |T,(x)| < 1, so dass sie geometrische Reihe eine konver-
gente Majorante der obigen Reihe ist. Dann folgt mit (1) und (1.3)a)

(Z T (x ) (1—2xt+1%)

=Y Tu(x 2 2xT, (x)t" 1 + Z T ()" 2

n=0 n=0

10
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= To(x) + (Ta(x) — 2xTo(x))t + Z T (x)t" — i 2x Ty (x) " 4 Z Ty (x) "2
= n=0
= To(x) + (Tl( ) ZXTO t—l— Z —2xT,_ 1( ) + Tn_z(x)]t”

=1+ (x—2x)t+ Y 0t
n=2
=1-—xt

Als Folgerung erhalten wir eine weitere explizite Darstellung der T;,(x).

(1.6) Korollar. Fiir alle n € INg, x € R gilt

T = § LD

Beweis. Es geniigt die Identitat fiir [x| <  zu beweisen. Aus (1.5) folgt fiir |x| < 3,
<3

1—xt geom. Reihe

(x t) m 1—xt Z 2xt+t2
—(1— > Ot — 2\m bin. Lehrsatz 1_ L 2 m—k 2Nk
=(1—xt) ) (2xt—t°) = tzz xt)" T (—1%)
m=0 m=0k=0
© M
=(1-xt) Y} (k)( 1)k (2x)m—kpm+k
m=0 k=0

(
_ :;) -<ko (n;k)(l)k(zx)nzk) o k%l(n;k) 1)k (2)"2* ) tn+1]
i ) [

o [ (18] /¢ PSRN R | i mk k(o ynt1=2k | 41
;}(kzo( L) (D) =3 k:0< ¢ )(—1) (2x) t

11
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Durch Koeffizientenvergleich mit (1.5) folgt daraus To(x) = 1 und fir n > 1

AP ]
ni =3 (") ey (T et

n—1

n_ ] g
kk)(—l)k(Zx)”Zk—% )3 ( ,1 k)(—l)"(zx)nzk

I
Nag!

k=0 k=0
I (Z;%)(_l) (2x)" " = (=1)2, falls n gerade
0, falls n ungerade

—
3

N |
—

s

n—k\ 1/n—-1—k ki 2k (—=1)2, falls n gerade
< k )_§< k ))(_1) @) +{O, falls n ungerade
m—k! 1 (n—1-k)! ;
ki(n — 2k)! _Ek!(n—l—zk)!) (=D @0

Il
o

I

—

=
N

i

o

T
o
7N N

N (—1)2, falls n gerade
0, falls n ungerade
[”T’l] 1
(n 1—k)

W
(@)

v 1, vk an—2k
1)%, falls n gerade

Q/\

falls n ungerade

+
——

—
2

N |
—_

.

(n—1-k)'n
k!(n — 2k)! 2
%

(~1)(2x)"

T
(e}

1)2, falls n gerade

+
—N—

(=
0, falls n ungerade
[

3yt (DEe = (0

(=1)f@0)", da

Im néchsten Schritt untersuchen wir die Orthogonalitédtsrelation. Dazu bemerken
wir die Existenz des uneingentlichen Integrals

12
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1

T 7T
2 / / sm(p /d
@) \/1—x2 / V1 —cos?g 19 ; ¢

= = TT.
-1
Also existiert das Integral
1
/ ACI NN
1—x2
-1
fur jedes p(x) € Rlx].
(1.7) Satz. Fiir alle m,n € Ny gilt
[ Tu(0Ta(x)
m (X X
a dx =0, fallsm #n
T falls m #
1
T3 (x) 4
= — >
) mdx 2,fallsn_l
1
T3 (x)
c dx =1
)1 V1—x?
Beweis. Mit der Substitution x = cos¢@ erhdlt man aus (1.4)a)
[ ()T (x) T )
X X (cos )T, cosgo .
dx = / i sing d
_/1 V1 —x2 \/1—COSZ vae

0, falls m#n,

os(me)cos(ng) dp = ¢ 5, fallsm=n2>1,
m, fallsm=n=0.

I
O\:l
a

Da fiir m # n gilt:

7T 7T

itonstheo. 1
/cos(mgo) cos(ng) de Additgnsth > /cos((m +n)p) +cos((m—n)e) de
0 0

13
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——1 sin((m+n i sin((m —n ’

= S ((m+ )(p)0+2(m_ ] (( )40)0
1 : :

= CEE) (sin((m +n)m) —sin(0))

+ m (sin((m — n)m) — sin(0))

=0

Firm =n > 1 gilt:

7T T . 7-[
/cos(mq)) cos(ne) do = /cos(m(p)2 dg = (f n sin(mg) Cos(m(p)) 7
2 2m o 2
0 0
Fir m = n = 0 gilt:
T T
/cos(O-go) cos(0- @) dop = /12 dp =gl =7
0 0
O

§2 Chebyshev-Polynome zweiter Art

Es gibt eine weitere Klasse von CHEBYSHEV-Polynomen.

(2.1) Definition. Die CHEBYSHEV-Polynome zweiter Art U,(x), n € Ny, sind defi-
niert durch

V2 —1Uy(x) = % <<x+ \/x7-—1>nJrl — <x— x2—1>n+1) ,x € R.

Die Definition fiihrt uns zu folgenden Identititen:
(3)
: ((x+ VaZ— 1)t — (x — Va2 - 1)1>

Up(x) = = =

2=1

N~

14
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P4 Va2 =12 = (x = VAT —1)?)

tlx) = xz—1
T2+ 20Vl =1+ 22 —1— 22 +2xV/x2 —1— 2% +1) )
= = 42X
Vaz—1
%((x+\/x2—1)3—(x—\/x2—1)3>
Ualx) = xz—1
(4332 —143(x% —x) +\/x2—13)
x2—1
%(x3—3x2\/x2—1+3(x3—x)—\/x2—13)
x2—1
=3+ —1=4x* -1
%((x+\/x2—1)4—(x— x2—1)4)
Us(x) = x2—1
: (x4 +4x3Vx2 =14 6x2(x2 — 1) +4dx(x* = 1)Va2 — 14 (2% — 1)2)
B x2—1
: (x4 —4x3V/x2 — 1+ 6x2(x® —1) —dx(x®> = DVa2 — 1+ (x* — 1)2)
B x2—1
:4x3 x2—1—|—4x(x2—1) x2_1:4x3+4x3—4x:8x3—4x
x2—1

Analog zu (1.2) folgt das

(2.2) Lemma. U,(x) ist ein gerades bzw. ungerades Polynom vom Grad n in
Z|x], wenn n gerade bzw. ungerade ist. Es gilt

[5]

Un(x) = Y (znkill) 12k (xz B 1>k

k=0
sowie

0, falls n ungerade,

Un(1) =n+1, Uy(=1) = (=1)"(n+1), un(0)={(_1)3, falls n gerade.

Beweis. Der Beweis, dass U, (x) ein gerades bzw. ungerades Polynom ist, wenn n
gerade bzw. ungerade ist, ist der gleiche wie der fiir T,(x), da die Koeffizienten

15
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keine Rolle spielen.

Aufierdem folgt mit der binomischen Formel:

1 1 n+1 n+1
Un(x):5 ] <<x+\/x2—1) —(x— x2—1> )
1 1 W (n+1 n+1— k () n+l-k, /.2 k k+1
T2 x2—1<k¥0( k )x +Z< ) ¥ —=1(-1)
1 1UE m+ 1\ /3 L
= 5 - —1 (14 (=1)k!
x2—12;§)< iy )x X <+( ) )
— 1 1 n+1 n+1—k—1 2 k1 _ 1\k+2
B \/x2—12k_Z: (k+1)x -1 \<1+(V1) )
=0, falls k ungerade
5]
1 1& (n+1Y\ 1 o 5 2k+1
= 5 Vaxr—1 -2
x2—12 /=, (2k+1)x *
2] n-l—l)
— xn—Zk( 2 1)k
= <2k—|—1
und:
(5] na1 5]
_ n—2k12 1k (nF1 N0 n+1 Nk
un(1)_k:0 (2k+1>1 (12 —=1) —( 1 )1(1 1) +k:1 (2k+1)1i 1
=0
=n+1
b n+1
_1) — n—2k 2 k
(1) = 3 gy 3) 0 )
(5]
= (=) (1-1)"+ (=)= (1-1)
( 1 =1 2k +1 \—;,d
= (-1)"(n+1)
2] n+1
n—2k (n2 k
= 1
U0 = 3 () @ -1
B 2;[(%:]00:0, falls n ungerade,
N (2’2“1)0” 23 (— 1)%+Z,£%_J810=(—1)%, falls n gerade.
OJ

16
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Grundlegende Rekursionsformeln und Zusammenhinge zwischen beiden Typen
von CHEBYSHEV-Polynomen beinhaltet das

(2.3) Lemma. Fuir alle x € R

a) Uy1(x) = 2xUy,(x) — U,_1(x), n € N,
b) Ty(x) = Uy(x) — xU,_1(x), n € N,
[

4]
1 2 n—=k
L o= <—1>’<( )<2x>" 2% _ Y T (x), n € No,
n41"" k=0 k k=0 "

d) Uyq(x) =2T,01(x) + U, 1(x), n € N,

e) Tn(x)+ U, 1(x)vVx2—1= <x+ \/x2—1>n, neN

¢) Un(x) =

Beweis: a) Es gilt
Upa (x ) = 22U (x) + U1 (x)

((Hﬁ)”*z (x m))

2\/3@7

NT«Hﬁ)"“ (x M))
+W«x+m>n‘<“ 2-1))

— o= (e V1) (xR 1) T o (v V)
_W((x_ 1) ax (r =V o1) T (5 - xz_l)")

(x+ v =1)" ((Hm)z_ (x+ m)zxﬂ)

2¢T
—2—x2_<x— x2—1>n(<x— x2—1>2—<x—\/ﬁ>2x—|—1>
2\/T<x+\/ ) <x2+2xvx2—1+x2—1—2x2—2x\/x2—1—|—1)

~

=0

1 n
+—<x— x2—1> (x2—2x x2—1+x2—1—2x2+2x\/x2—1+1>
2v/x% —1

=0

J

~~

=0

17
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b) Sei n ungerade, dann folgt mit (2.3) und (1.2):

(5]

_ n+1\ ok, 2 k% n n—1-2k/.2 _ a\k
_k_0<2k+1) (x=1) xkg 2%k+1)" (x*=1)

[5] na1 (5]
_ ank(xZ_l)k_ ( n )xn2k(x2 1)k

2] n+1 n
_ _ n—2k/.2 _ q1\k
_k20<<2k+1> <2k+1)>x (> =1)

=)

= Tn(x)

Sei n gerade, dann folgt mit (2.3) und (1.2):

Uy, (x) — xU,—1(x)
]

1
n+1Y\ ,_ 2% e 12 k
Z;(2k+1>x —x ) 2k+1 -1

k=0

n—+1 X Zk(x _1)k+ x _1% E xn—Zk(x2_1)k
2k+1 2k+1

f <<znk111) - (2k11))}x”—2"(x2 — D+ (-1t

k=0
= Tn(x)
0)

1 w3 1 1 n+1 / n+1 /% n+1
n+1T”+1(x) on41yx2_-1 2 < + -1 )
_ 21 1%<x+\/in+1 (x — n+1)

X

18
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“u, @)
(%]
1 o) 1 n+1 IV U St B LYY FE B
i@ = gy b Vg gy BT (12602
241
_ k(=) n—2k
= L D oy )
(4] _
= 3 (" e
k=0
ZIE%:]O(—l)k(”;k)(Zx)”_Zk, falls n gerade,
n_ 1 n
=1 (=1)"7 (2x)"1 (i f) +Z]£7:]0(—1)k(”;k) (2x)"=2%,  falls n ungerade
272
=0
W,
ST g e
k=0
n n—1 n—1
Z kan—k(x) = ann—n(x) + Z kan—k(x) b__) anO(x) + Z xk(un—k(x) - xun—l—k(x))
=0 k=0
—xTO +2xunk Zxk+1un1k()
k=0 k=0
]EHXT +qunk qunljl )
k=0
= x"Ty(x +2x U, (x) + x°U, o ( foun (%) = X" Up—n(x)
k=1
= x"To(x) + Uy (x) — x"Up(x) = x" + Uy (x ) —x"
= Uy, (x)

DU () L Uy () + U1 (x) — 25U () + Uy (x) = 2 (Ui (x) — 2y (x)) +U 1 (x) =

)

= Tn+1 (x)

-0
2T 41 (x) + Up—1(x)
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e) Einsetzen der Definitionen von T, und U,,_1 liefert

Tu(x) + U, q(x)Vx2 -1
zl(x—i—mnjt x—ﬁ)”)
\/iz(’“”
:%<x+m>n+§<x_¢r
:(x+\/ﬁ)”

x— V1))

x~|—\/7 m)”

I\JI'—‘

c) Fiir alle m, n € INg gilt:

1

-1

(2.4) Lemma.
a) Fiir alle n € Ny gilt:
i 1
Uy (cos @) = —sm(@ +1e)
sin ¢
b) Fur alle |x| <1, || <1 gilt:
)= 1—2xt—|—t7-

[t de_{

, @ €eR\Zn

Z U (x

fiir m # n,

fiir m = n.

(SIE

Beweis. a) Nach (2.1) gilt:

Uy (cosp) = L

2y/cos?p — 1
N——
=i 4/sin%g

elntl)e _ p—i(n+1)g

2i sing
sin((n+1)¢)
sing

20
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b) Fir alle |x| < 1 gilt nach a) |U,(x)| < 1, so dass die geometrische Reihe eine
konvergente Majorante der obigen Reihe ist. Dann folgt mit (3) und (2.3)a)

(i ) (1—2xt+ %)
=0

[e¢]

Z 2 20Uy (x) 1" + Z Uy (x) "2
= n=0
= Up(x) + (U;(x) — 2xUy(x))t + Z U, (x Z 2xU, (x) "1 + Z U, (x)t" 2

n=0

= Up(x) + (U;(x) — 2xUp(x))t + 2 Uy (x) — 2xU, 1 (x) + U, o (x)]t"

=1+ Q2x—2x)t+ Y 0-t"
n=2

=1

c) Wegen a) folgt durch Substitution mit ¢(x) =, dass cos ¢ = x ist, und ist ¢ stetig
differenzierbar.

1
/ Uy () Uy (x)V 1 — x2dx

-1
0
—/Um(cosgo)un(cosq)) sin*g do
7T

0 fiirm#n,

% fiirm =n.

O\:l

(m+1)@)sin((n+1)p)de = {

Da fiir m # n gilt:

/sin((m + 1)) sin((n +1)¢) dg
0

T
Additonstheo. 1

5 s(im+1—n—1)¢) —cos((m+1+n+1)p) de

0
T 1 7T
. + mSln((m+n+2)q0) .

= z(m—_n)sm(( —n)g)

21
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=0.

Fir m = n gilt:

St~y

sin((m +1)g)sin((n+1)g) do

sin? m+1 ) do

¢ cos((m+1)g)sin ((m+1)90))
2 2(m+1)

Jn
|
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