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Der Fundamentalsatz der Algebra §1 Vorwort

§1 Vorwort

Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass der Korper C algebraisch abgeschlos-
sen ist:

(1.1) Satz (Fundamentalsatz der Algebra).
Zu jedem nicht-konstanten Polynom

p(Z) =ay+ a1 Z + ...+ a,Z" € C[Z]
existiert ein c € C mit p(c) = 0.

In diesem Vortrag werde ich mich mit dem Fundamentalsatz der Algebra beschif-
tigen. Dazu fiihre ich neben dem Beweis auch noch niitzliche Eigenschaften dieses
Satzes auf. Neben dem Zerfall eines Polynoms in Linearfaktoren veranschaulicht der
Fundamentalsatz der Algebra ebenso die irreduziblen Polynome tiber R und C. Er
wird aber auch in Beweisen immer fiir die Existenz von mindestens einer Nullstelle
eines komplexen Polynoms angefiihrt.

Als Grundlage fiir den Beweis von (1.1) dient der 1815 von Carl Friedrich Gauf3
veroffentlichte Beweis, der auf Ideen von Leonhard Euler basiert. Gaufs verwende-
te dazu, dass jedes reelle Polynom ungeraden Grades nach dem Zwischenwertsatz
mindestens eine Nullstelle hat.

Genauso finden sich auch Ideen eines ersten analytischen Beweises von d’Alembert
um 1746. Dieser Beweis basiert darauf, dass zu jedem Punkt ¢ € C, der keine Null-
stelle ist, ein Punkt ¢ + w € C existiert, der einen kleineren Betrag beziiglich des
Funktionswertes des Polynoms aufweist. Dies fithrt dazu, dass die Minimalstelle
dieser Funktionswerte eine Nullstelle sein muss.

Ich beginne meinen Vortrag mit den Beweisen einiger Hilfsaussagen, die ich fiir den
Beweis von (1.1) benétige. Es folgt dann der eigentliche Beweis und anschlieSend
werde ich die verschiedenen Eigenschaften des Fundamentalsatzes der Algebra be-
trachten.
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§2 Der Beweis

— n-te Wurzel auf C —

Zu Beginn mochte ich mich kurz mit der n-ten Wurzel auf C beschéftigen, da diese
einen interessanten Spezialfall eines Polynoms liefert. Dazu betrachte ich zunéchst
das

(2.1) Lemma.
Zu jedem n € IN und a € C existiert ein c € C mit c"" = a.

Beweis:
Fiir den Beweis verwende ich eine vollstandige Induktion nach n:
Induktionsanfang:
n =1 Mit c:= a trifft die Aussage fiir ein beliebiges a € C zu.
Da ich ihn spéter benotige, betrachte ich ebenso den Fall

n=2: Da a € C ist, lasst sich a auch als
a:=u-+iv
darstellen, wobei # und v € R sind. Ich definiere mir nun

o 1 ,0>0
1 -1 ,v<0

Aus Analysis I (vgl. I1(4.4)) ist bekannt, dass |a| = Vu? + v? ist.
Somit ist |a| > |u|, da vu2 + 02 > Vu? fiir alle u und v € R ist.

Daraus folgt, dass ¢ € C mit ¢ := \/3(|a| +u) + iey/3(|a] — u) stets
wohldefiniert ist und es gilt mit Hilfe der binomischen Formel:

& = (/4 (lal +u))? +2ie\ /3 (1al + u)y/3(|a] — ) + (iey/3(|a] — )

= Y(lal + u) +2iey/3(JaP — w2) + 2e2L(a] — )
= M+ bk e = = il + du
= u + ie/]a]2 — u2,
Da |a| = VuZ + ©2 dquivalent zu |a|?> = u? + o ist, ergibt sich
C=u+ievuil+v>—u2 =u+iev] = u+iv=a. O

elv|=v
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Induktionsvoraussetzung:
Es gelte die Behauptung fiir ein n € IN.

Induktionsschritt:

Es sei nun n > 2.

n gerade:  Ich definiere mir m € IN mit m := 7. Dann existiert nach Induktions-
voraussetzung ein b € C mit b = 4. Wenn ich nun c? := b wihle,
so folgt ¢ = (c?)™ = b™ = a, da dieser Fall bereits im Induktions-
anfang fiir n = 2 gezeigt wurde.

nungerade: a € R: Fiira > 0und ¢ := /a € R gilt:

"= (Ya)" = a.
Fiira <0, b := —aundc::—{'/EEIRgilt,dab>Oist:

o= (=) = (-1)"(WB) =  —b=a

(~1)r=—1

a¢R: Esseinund?:=ac C.Daa ¢ Rist, istauchd ¢ R.
Dazu muss ich folgendes mit d := u + iv betrachten:

d? = (u+iv)? = u? + 2iuv + 0> = a.

Da a ¢ R ist, muss 2uv # 0 sein. Somit miissen u und v
ungleich 0 sein und und es folgt, dass d ¢ R ist.

Des Weiteren ist |d| = Vdd (vgl. [1(4.4) in Analysis I) und
somit dd = |d|? = |d?| = |a]. (x)

Ich betrachte nun das folgende Polynom mit Hilfe der
binomischen Formel aus Analysis I (vgl. 1(1.12))

p(X) = ild(X +i)" — d(X —i)"]
—i[d Y ( (Z) xkin—ky — dkizo ( (Z) xXk(—i)"H)]
=i f [G) (di"F — d(—i)" ) xH]

n—1 n\ — _
=iy [(k) (di"* —d(=i)" "V X¥] + i(d — d)X"

Dad ¢ Rist,istd # d und somit der Koeffizient von X"
stets ungleich 0. Da n ungerade ist, ist p ein Polynom
ungeraden Grades.
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p ist ein reelles Polynom, da nach Analysis I (vgl. 11(4.3))

p(x) =i i [(Z) @i (=) R - 1K

11(71.3) =
= (—i) - Y . d(—i\"k — gin=ky . xk
(- L ((;) @iy

_ . n n . E,n_k_d_.n_k Lk
PABRCaS e
= p(x) fiir alle x € R ist.

Aus Analysis I ist bekannt, dass ein reelles Polynom un-
geraden Grades eine Nullstelle in R hat (vgl. IV(3.9)).
Fiir p sei diese Nullstelle A € R. Damit p(A) = 0 sein
kann, muss d(A +i)" — d(A —i)" = 0 sein. Dies ist a4qui-

valent zu d(A + )" = d(A —i)", also nach (x)
(=2 == - 2 1
A=) T T ad TP Tl
Es sei nun z € C mit z := f‘\—ﬂ Da A € R ist, ist auch
A —i # 0 und z somit stets wohldefiniert. Daraus folgt
zZ" = \Z_I’ was ebenfalls wohldefiniert ist, da a € R ist.
la] = 0 ist dquivalent zu a = 0, aber dies ist nicht mog-
lich, da 0 € R ist. Es sei nun ¢ := {/|a|z € C. Dann ist
a

Z" = o dquivalent zu a = |a|z" = ({/]a|z)" = c".

Es folgt die Behauptung durch eine vollstindige Induktion nach n. [

Dieses Lemma ermoglicht die Betrachtung eines Spezialfalls des Fundamentalsatzes
der Algebra. Es besagt, dass jedes Polynom der Form X" — a eine Nullstelle besitzt.
Im Folgenden mochte ich mich wieder mit allgemeineren Féllen beschiftigen.
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— Minimum des Betrages eines Polynoms —

Jedes Polynom nimmt betragsméfiig ein Minimum an. Fiir die konstanten Polynome
ist dies klar, da dann alle Funktionswerte des Polynoms dieses Mininum annehmen.
Deswegen muss ich diese Aussage nur noch fiir alle nicht-konstanten Polynome
zeigen und betrachte dafiir das

(2.2) Lemma.
Zu jedem nicht-konstanten Polynom

p(Z)=a9p+ mZ + ... + a,Z" € C|Z]
existiert ein ¢ € C mit

lp(c)| < |p(z)| fiir alle z € C.

Beweis:

Der Beweis zu diesem Lemma besteht aus mehreren Schritten. Ich betrachte dazu
eine kompakte Menge auf der der Betrag eines Polynoms, da dieser stetig ist, auf
diesem Kompaktum sein Minimum annimmt. Weiterhin zeige ich, dass ein Element
dieses Kompaktums existiert, sodass der Betrag vom dem entsprechenden Funkti-
onswert dieses Elementes kleiner oder gleich dem Betrag der anderen Funktions-
werte auf ganz C ohne dem Kompaktum ist. Da der Betrag des Polynoms auf dem
Kompaktum sein Mininum annimmt, folgt dann, dass dieses Minimum nicht nur
auf dem Kompaktum, sondern auf ganz C angenommen wird.

Damit p den Grad n hat, sei ohne Einschrankung a, # 0. Im Folgenden zeige ich,
dass ein R > 0 existiert, so dass |p(z)| > 3|ax|R" fiir |z| > R ist. Das bedeutet, dass
sich |p(z)| fir alle |z| > R nach unten durch einen divergenten Ausdruck abschétzen
lasst und somit auch selber divergent ist.

Ich definiere mir dazu €= % und

R:=1+ ‘a E Z |ax|, was dquivalent ist zu e = & + IR |R Z |ag]-
Da der Betrag stets groﬁer oder gleich 0 ist, folgt somit, dass auch stets R > 1 ist.
Mit der 2. Dreiecksungleichung aus Analysis I (vgl. I(2.9)) erhalte ich nun

n n—1
p(2) = | Y a2 = |anz"| = Y |axz"|
k=0 k=0
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und mit |z|" > |z|* fiir alle z € C mit |z| > 1 und 1, k € N mit n > k
n—1

P(2)] = lanz"| = ) laz""").
k=0
Es folgt fiir z # 0

|n 1

p(2)] > lauz"|(1 - zn\z\akr aul 21" Wzrau

und somit fiir alle |z] > R > 1 da dann auch |z|" > R" ist

p(2)] > JasR" (1~ |R2|ak|

Es ist £ > 0 und es folgt daraus

n—1
P 2 janlR" 1= G+ e o) = JanlR* (1~ &) = Hlaa R
=0

&=

Nj—

fur alle |z| > R > 1.

Ich betrachte nun die Menge M := {z € C; |z| < R} und aus Analysis II ist bekannt,
dass es sich hierbei um ein Kompaktum handelt.

Des Weiteren betrachte ich die Funktion f : C — R, z — |p(z)|. Der Korper C ist
isomorph zum IR?, da sich z € C auch als z = u + iv mit (%) € R? darstellen l4sst.
Aus Analysis II ist bekannt, dass jedes Polynom tiber R", n € IN, stetig ist und es
folgt somit, dass auch alle komplexen Polynome stetig sind.

Der Betrag von z = u + iv € C mit |z| = Vu? + v? ist eine Komposition der Addition
von Monomen und der Wurzelfunktion. Alle diese reellen Funktionen sind stetig,
und nach Analysis I (vgl. IV(1.10)) ist somit auch der Betrag auf C stetig. Da f
ebenfalls eine Komposition der Betragsfunktion und p ist, folgt somit, dass f stetig
ist.

Da f stetig und M kompakt ist, folgt nach dem Satz vom Minimum und Maximum
aus Analysis I (vgl. IV(3.7)), dass f auf M Minimum und Maximum annimmt. Dieses
Minimum sei nun ¢ € C, das heifit es sei f(c) < f(z) fir alle z € M.

Fiir das oben gewihlte R folgt, da der Betrag immer grofier oder gleich 0 ist und
wegen der Monotonie der Wurzel

n—1
_ 2 2 n PO] < n/y1pO)]
R_1+ng|ak|21+mlao|2\/1+2W2 2
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Somit folgt fiir die oben gezeigte Ungleichung |p(z)| > %|a,|R" fiir alle |z| > R:

p()] > lanR? > Has[2B0) = |p(0)] fiir alle |2] > R.

Es ist stets 0 € M fiir alle R > 0, das heif3t es existiert ein m € M, so dass

lp(m)| < |p(z)| fur alle |z| > R ist. Ich betrachte nun wieder die kompakte Menge
M, auf der f sein Minimum ¢ annimmt, das heif$t es gilt |p(c)| < |p(m)|. Daraus
folgt, dass |p(c)| < |p(z)| fiir alle z € C ist. O

— Spezielle Eigenschaften —

Ich komme nun zum letzten Hilfsmittel, um (1.1) beweisen zu kénnen. Dazu be-
trachte ich spezielle Polynome, die spéter von grofler Bedeutung sind. Dazu dient
das

(2.3) Lemma.
Seike N,beC,b#0,g(Z) € C|Z] mit g(0) =0 und

hZ) =1+ bzk+ Zkg(Z) € C[Z].

Dann existiert ein u € C mit |h(u)| < 1.

Beweis:
Nach (2.1) existiert ein d € C mit d* = —%, was dquivalent zu bdk = —1 ist. Es sei
weiterhin f € R mit 0 < ¢ < 1. Mit der Dreiecksungleichung gilt dann

[h(td)| = 1+ b(td)* + (td)*g(td)| < [1+b(td)*| + |(td)*g(td)|
= |1+ bd"tk| + |tkd g (td)] . 11— tk| + tk|dkg(td)]|.

Da0 <t <1ist istauch 0 < t* <1, und es folgt

\h(td)| < 1 — th+ tk|dkg(td)).

Mit b # 0 ist auch d¥ = —3} # 0. Da g als Polynom stetig in 0 ist, existiert zu ¢ = ﬁ
ein 6 > 0, sodass aus |td — 0] < ¢ folgt, dass |g(td) — g(0)| < € ist. Somit folgt aus

|td| < 4, dass |g(td)| < ﬁ ist. Dies ist dquivalent zu

|d¥||g(td)| < § fiir 0 < |td| < 6.
Da d¥ # 0 ist, ist auch d # 0 und |d| > 0. Somit gilt

d*g(td)] < 3 fiir 0 < |t] < .
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Weiterhin definiere ich mir vy := | - Dad > 0und |d| > 0 sind, ist auch ¢ > 0. Des
Weiteren kann ich v < 1 einschranken, da ¢ < 1 ist, und erhalte so fiir 0 < v <1

|dkg(td)| < 3 fir 0 < t < 1.

Daraus folgt
h(td)] <1 —tF + 3tk =1 - Mk firo <t < 1.

Wegen den Einschrankungen von ¢t ist 0 < 3#* < 1 und somit
|h(td)| < 1fir0 <t < 9.

Ich erhalte so fiir # € C mit u := td und den obigen Bedingungen |h(u)| < 1. O

— Der Beweis —

Nun habe ich alle notwendigen Hilfsmittel um den Fundamentsatz der Algebra be-
weisen zu kdnnen.
Beweis:

Nach (2.2) existiert ein ¢ € C mit |p(c)| < |p(z)| fiir alle z € C. Des Weiteren nehme
ich an, dass p(c) # 0 ist und definiere mir

n(z) =1l e clz).

Dann ist nach der binomischen Formel aus Analysis I (vgl. 1(1.12))

n

Y ap(c+2Z) i Z(J)klzl Z“kCJFZ()k]Z]

h(Z) = =0 7 = ~

Y ayc Z arck 2 arc
k=0 k=0 k=0

n n k n k
Y oa+ Y Z ar (k) k=izi Yo ) (k> ck=izi
k=0 k=0j=1 \J ]

k=1j=1
4 k=l

n - n
Y ayck Y ayck
k=0 k=0

Der Binomialkoeffizient (ﬁ) ist laut Definition fiir n > k immer 0 und es folgt

- B £ e

kl]lp kl]lpc
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Die Addition auf C ist assoziativ und kommutativ und es ergibt sich somit

j=1k=1 ]:1k1p

n .
Ich definiere mir nun b; := Z A k k=i , 1 <j < mn,und erhalte
T E e\

n .
hZ)=1+) bZ.
=1
Betrachtet man

-

k=1 P

so folgt, da (fi) fur k < n gleich 0 ist, dass b, = %(Z)c”_” = % ist. Damit p den
Grad n hat, sei ohne Einschriankung a, # 0. Daraus folgt, da auch p(c) # 0 ist, dass
by, # 0 ist. Somit ist /i ein nicht-konstantes Polynom. Es sei nun 1 </ < n minimal

mit b; # 0. Dann ist

n n n
WZ)=1+Y bZf=1+Y bZ' =1+p2' + 7'y b7
k=1 k=1 k=T+1

Ich definiere mir nun g € C[Z] mit

n
8(2) =Y bz
k=I+1
Dabei ist ¢(0) = 0, da stets k # [ und somit auch 0¥~/ = 0 ist.

Dann existiert nach (2.3) ein u € C mit |h(u)| < 1. Dies ist dquivalent zu

pletu), _ pletu)]
S = e <1

Daraus folgt, dass |p(c + u)| < |p(c)| sein muss. Dies ist ein Widerspruch zu
lp(c)| < |p(z)| fur alle z € C. Es ist |p(z)| > O fiir alle z € C und somit folgt, dass
p(c) = 0 sein muss. O

10
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§3 Eigenschaften

— Linearfaktoren —

Nun mochte ich mich mit Eigenschaften des Fundamentalsatzes der Algebra be-
schiftigen. Dazu betrachte ich zunédchst das

(3.1) Lemma.
Sei p(Z) € C[Z] vom Grad n € IN und ¢ € C mit p(c) = 0. Dann existiert genau ein
Polynom q(Z) € C[Z] vom Grad n — 1 mit

Beweis: "
Esseip(Z) =) a;ZF und damit p den Grad n hat auch a, # 0.
k=0

Das gewtinschte ¢ existiert nach (1.1) und somit gilt fiir alle Z # ¢
n n
p(2) =p(Z) = ple) = Y aZt = ) act
k=0 k=0

n . " n Zk——Ck
=Y a(Z" =) =(Z—c))_ a 7
k=0 k=0

Mit Hilfe der Geometrischen Summenformel aus Analysis I (vgl. I(1.8)) erhalte ich

n k-1 )
p(Z)=(Z—-0)) ar ) Zick=1-1,
k=1 j=0

n k-1 )
Mitg(Z) ==Y ar ) ZIck=177 € C[Z] erhalte ich p(Z) = (Z — ¢)q(Z).
k=1 j=0

Somit ist p(z) = (z — c)q(z) fur alle z € C, z # c. Fur z = c ist diese Gleichung
allerdings auch erfiillt, da p(c) =0 =0-g(z) ist.

Esistauchg(z) = % furallez € C, z # ¢. Somitist g(Z) durch p(Z) und c eindeutig
bestimmt, da auch fiir z = ¢ wegen der Stetigkeit von q die Eindeutigkeit folgt.

Im Folgenden betrachte ich den Grad von g(Z). Dazu definiere ich mir

k-1 )
g(Z):=)_ Zick=1I, q(2)eClz], 1<k<n
i=0

11
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Weiterhin ist

k=2 )
s(2) =Y ZIcF1 + zk
j=0

und somit der Grad von g,(Z) gleich k — 1 fiir alle 1 < k < n. Des Weiteren ist
n
9(Z2) =) ag(Z)
k=1

und a, # 0 sowie der Grad von g,(Z) gleich n — 1. Daraus folgt, dass der Grad von
q(Z) gleich n — 1 ist. O

Dies fiihrt mich direkt zu dem

(3.2) Korollar.
Jedes Polynom p(Z) € C[Z] vom Grad n € N besitzt eine Darstellung

n

p(Z)=a]](Z—-a) O0#a€C, a,...,a,€C.
k=1

Dabei sind « und bis auf die Reihenfolge auch ay, ..., a, eindeutig bestimmt.

Beweis:
Nach (1.1) existiert ein a; € C mit p(a;) = 0. Somit existiert nach (3.1) genau ein
71(Z2) € C[Z] vom Grad n — 1, sodass p(Z) = (Z —a1) - q1(2) ist.

Wenn n > 1 ist, existiert fiir alle gx_1(Z) nach (1.1) ein a; € C mit g;_1(ax) = 0 und
nach (3.1) genau ein qi(Z) € C[Z] mit gx_1(Z) = (Z —ag) - qx(Z) fur alle 1 < k < n.
Dabei ist der Grad von gx(Z) gleich n — k.

Somit erhalte ich fiurn > 1

n—1

p(Z)=11(Z-a) qu-1(2)

k=1
wobei g,_1(Z) den Grad 1 hat.

Beim weiteren Vorgehen ist der Fall n = 1 analog, nur mit qo(Z) := p(Z).

Nach (1.1) existiert ein a, € C mit g,_1(a,) = 0. Es sei g,_1(Z) := b - Z + c. Damit
qn-1(an) = 0 sein kann, muss ba, + ¢ = 0 gelten, was dquivalent ist zu a, = —.
Es ist b # 0, weil sonst g,,_1(Z) nicht den Grad 1 hatte. Nach (3.1) existiert genau
ein konstantes Polynom a € C[Z] mit q,-1(Z) = (Z — a,) - . Da « ein konstantes

Polynom ist, ist auch & € C.

12
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Fira = b # 0 ist
(Z—ay) - a=(Z+5)-b=b-Z+c=q,-1(Z).

Somit ergibt sich
n
p(2) =a-T](Z—a).
k=1

Weil alle qx(Z), 1 < k < n, durch g;_1(Z) beziehungsweise p(Z) und a; eindeutig
bestimmt werden, wird auch a eindeutig bestimmt. Ebenso werden a4, ..., a, bis
auf die Reihenfolge dadurch eindeutig bestimmt. [

Dieses Korollar besagt, dass jedes komplexe Polynom vom Grad n € IN in n Linear-
faktoren zerfillt, und man erhélt auch dadurch das

(3.3) Korollar.
Ein Polynom p(Z) € C[Z] vom Grad n € N hat hichstens n (komplexe) Nullstellen.

Beweis:
Nach (3.2) ist firay, ..., a, « € C,a #0

p(2) = o] ](Z—a)
k=1

und somit p(a;) = 0 fiir alle 1 < k < n, also n mogliche Kandidaten fiir Nullstellen.
Dabei kann es vorkommen, dass ein Kandidat mehrfach vorkommt, das heifst, dass
a; = aj fiir i # j ist. Es gebe | < n verschiedene Kandidaten fiir Nullstellen. Dann
definiere ich mir by € {ay,...,a,}, 1 <k <, b; # b; flr i # j und erhalte

l
p(2) = [T (Z - )"
k=1
l
wobei ¢, die Haufigkeit der einzelnen Kandidaten darstellt und Z Ck = nist.
k=0
Da diese Darstellung eindeutig ist und ein Produkt nur dann gleich 0 sein kann,
wenn ein Faktor gleich 0 ist, folgt, dass p(Z) genau I paarweise verschiedene Null-

stellen, also hochstens n Nullstellen, hat. ]

Somit hat jedes komplexe Polynom vom Grad n € IN nach (1.1) mindestens eine
und nach (3.3) hochtens n komplexe Nullstellen.

13
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— Der Fundamentalsatz der Algebra auf R —

Im Folgenden mochte ich eine reelle Version des Fundamentsatzes der Algebra ver-
anschaulichen. Dazu betrachte ich das

(3.4) Korollar.
Jedes Polynom p(X) € R[X] vom Grad n € N besitzt eine Darstellung

r S
p(X):oc-H(X—ak)~qu(X), 0#acRR, ai, ..., a, €R,
k=1 j=1

q]-(X):X2+b]-X+cj, bj, ci € R, b]2—4c]-<0, 1<j<s, r+2s=n.

Dabei sind « und jeweils bis auf die Reihenfolge ay, ..., a, und q1(X), ..., gs(X)
eindeutig bestimmt.

Beweis:

Da p(X) € R[X] ist, ist auch p(X) € C[X] mit reellen Koeffizienten und es gilt

p(z) = p(z) fur alle z € C. Daraus folgt nach (3.2), dass 0 # «, a1, ..., a, € C
existieren mit

p(X) = a] ] (X — ay).
k=1

Es sei r < n die Michtigkeit der Menge {a; | ax € R,1 <k <n}.Daay, ..., a, bis auf
die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind, erhalte ich durch geschicktes Umsortieren

n

r
p(X)=a][(X—a) [T (X—4a)
k=1 j=r+1
wobei flir 0 < r <ndannay,...,a, € Runda, 4, ..., a, € R sind. Fir r = 0 sind
ar, ..., 0y € Rund firr =nsind ay, ..., a, € R.

Ab nun betrachte ich 4; ¢ R mit a; := u; + ivj, uj, v; € R, v; #0,1<j<n.

Da p(a;) = 0 = p(aj) ist, ist a; eine von a; verschiedene Nullstelle. Dabei ist wegen
vj # 0 auch @; ¢ R und es ergibt sich fiir s < 7 durch eine geeignete Umsortierung
mita; = agjundr +2s =n

14
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s
= D‘H — A H (X — ar+j) (X - ar+s+j)]
j=1

S

= alill (X — ak)H (X — ar+j) (X - a”JFj)]

j=1
r s )
= D‘H (X - ak)H (X - ar—f—jX - aH—jX + ar—f—jm)
k=1 j=1
r s )
=« (X — ak)H (X° - (ar-i-j + ar+j)X + ar+jar+j)‘
k=1 j=1

Da a; = u; + iv; und nach Analysis I (vgl. 11(4.3)) a; - a; = ujz + 0]2- ist, folgt

S
_ [XH — ay H X2 — (ur+j — iUr+j + Mr_H‘ =+ iU;u,.j)X + M%_'_]' + UE"!‘j)
j=1

s
_DCH — ag H X —21/[,/+]'X+M3+]~+U72,+]').
j=1
= X2 + b]X —+ C]', b], C]' € IR mit

Dann definiere ich mir q]( ) € R[X], ) =
< s, und erhalte

qj
bj:= —2u,jund ¢j := “r+] + vr+] 1<

X) = o T (X —a)[ Tg;(X
k=1 j=1

Wegen v, j # 0 ist v2 +j > 0 und es folgt

(X
j

2 2 2
b —4c]—4ur+] 4ur+].—4vr+]. 4r+]<0

Ich erhalte somit die gewiinschte Darstellung von p und es bleibt nur noch die
Eindeutigkeit zu zeigen. « und a3, ..., a, existieren nach (3.2) und sind demnach
auch eindeutig bestimmt. g1(X), ..., gs(X) sind von den a,41, ..., a,, also den nicht
reellen Nullstellen von p, abgeleitet, indem ich die komplex konjugierten Nullstellen
zu einem Polynom zusammengefasst habe, welches diese Nullstellen enthélt. Diese
sind nach (3.2) ebenfalls eindeutig bestimmt. Es bleibt nun nur noch die umgekehrte
Richtung zu zeigen, dass ein Polynom X2 + bX + ¢ € R[X] mit b* — 4c < 0 keine
reellen, sondern nur 2 konjugiert komplexe Nullstellen hat:

Jede reelle Nullstelle ist auch eine komplexe Nullstelle und nach (3.3) hat ein solches
Polynom hochstens 2 komplexe Nullstellen, das heifst es bleibt zu zeigen, dass diese
beiden Nullstellen komplex konjugiert sind.

15
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Dazu betrachte ich
X2+bX+c=0

was dquivalent ist zu
X2+ bX+ (5)2=(5)%-c

Mit Hilfe der binomischen Formel folgt dann
(X+52 = (41—

was wiederum dquivalent ist zu
X+5=x/(5)2-c

und ich gelange somit zu der Gleichung

X=-b+/(52-c

Es ist b* — 4c < 0 aquivalent zu ()% < ¢ und somit ()% — ¢ < 0. Dadurch ist der
Term unter der Wurzel negativ und beide Nullstellen nicht auf R definiert. Dafiir
sind die beiden aber komplex konjugiert und es folgt dadurch die Eindeutigkeit von

ql(X), ey qS(X)

— Irreduzible Polynome —

0

Zum Schluss mochte ich mich mit irreduziblen Polynomen auseinandersetzen. Dazu

verwende ich die aus der Linearen Algebra bekannte

(3.5) Definition.

Es seien K ein Korper und f € K[X] ein nicht-konstantes Polynom.

Dann ist f ein irreduzibles Polynom, wenn aus

f=gh gheK[X]

folgt, dass g oder h ein konstantes Polynom sein muss.

Als erstes betrachte ich die irreduziblen Polynome tiber C mit dem

(3.6) Korollar.

Die irreduziblen Polynome iiber C sind genau diejenigen vom Grad 1.

16
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Beweis:
Zunichst werde ich zeigen, dass die Polynome vom Grad 1 iiber C irreduzibel sind.
Dazu sei p(Z) € C[Z] mit

p(Z):=a+bZ, a,beC,b#0.

Dann existiert nach (1.1) und (3.3) genau ein ¢ € C mit p(c¢) = 0 und nach (3.1)
genau ein konstantes Polynom g(Z) € C[Z], sodass p(Z) = (Z —¢) - q(Z) ist. Diese
Darstellung ist eindeutig bestimmt und somit ist p ein irreduzibles Polynom. Da p

ein beliebiges komplexes Polynom vom Grad 1 ist, folgt, dass alle Polynome vom
Grad 1 iiber C irreduzibel sind.

Es bleibt zu zeigen, dass keine weiteren irreduziblen Polynome tiber C existieren.
Dazu sei f(Z) € C[Z] vom Grad n € N, n > 2. Nach (3.2) besitzt f(Z) fir
0#a€C,ay,...,a, €C die Darstellung

n

f<z>=a-kﬁ<z—ak)=a-<z—a1>-<z—az>-n<z—ak>
=1

k=3
Daraus folgt, dass nicht-konstante Polynome g(Z), h(Z) € C[Z] mit

f(Z2) =8(Z) -h(Z)

existieren und es ist somit f(Z) kein irreduzibles Polynom. Daraus erhalte ich
wiederum, dass nur die Polynome vom Grad 1 iiber C irreduzibel sind. UJ

Nun mochte ich mich mit den irreduziblen Polynomen tiber R beschéftigen und
betrachte dazu das

(3.7) Korollar.
Die irreduziblen Polynome iiber R sind genau diejenigen vom Grad 1 sowie diejenigen
vom Grad 2 ohne reelle Nullstelle.

Beweis:

Zunichst werde ich zeigen, dass die reellen Polynome vom Grad 1 iiber R irreduzi-
bel sind. Dazu sei p(X) € R[X] vom Grad 1 mit

p(X)=a+bX, abeR,b#0.
Dann ist —¢ € R mit p(—7) = 0 und ich erhalte mit (3.4) die Darstellung
p(X)=a-(X+¢), O0#acR

Diese Darstellung ist eindeutig bestimmt und daraus folgt, dass p(X) ein irredu-
zibles Polynom ist, da « auch als konstantes Polynom, also a € R[X], aufgefasst
werden kann. Somit sind alle Polynome vom Grad 1 iiber R irreduzibel.

17



Der Fundamentalsatz der Algebra §3 Eigenschaften

Ich betrachte nun die Polynome vom Grad 2 ohne reelle Nullstelle. Es sei
f(X) € R[X] ein solches Polynom mit

f(X)=aX?+bX+c, abceR a#0.
Dies ist dquivalent zu
— 2, b
f(X)=a- (X*+ 72X+ 7).

Da f(X) keine reelle Nullstelle hat, entspricht diese Darstellung der Darstellung
von (3.4), welche eindeutig bestimmt ist. Man kann « auch als konstantes Polynom
auffassen, also « € R[X]. Daraus folgt, dass f(X) und somit jedes Polynom vom
Grad 2 ohne reelle Nullstelle iiber R irreduzibel ist.

Nun bleibt zu zeigen, dass keine weiteren irreduziblen Polynome tiiber R existieren.
Dazu betrachte ich das Polynom g(X) € R[X] vom Grad n € IN. Nach (3.4) besitzt
¢(X) die Darstellung

r S

gX)=a J](X—a)-[]9j(X), O0#way,...,ar€R, r+25=n,
k=1 =1

(X)) =X*+ b X +¢j, b,GeER, b —4;<0, 1<j<s

Ich behandle zuerst den Fall n = 2 und ¢(X) hat mindestens eine reelle Nullstelle.
Da ¢(X) mindestens eine reelle Nullstelle hat, ist r > 1. Weil r + 2s = 2 sein soll,
folgt, dass s = 0 und r = 2 sein muss. Somit erhalte ich

g(X) =a-(X—a) (X—a)
und es folgt, dass zwei nicht-konstante Polynome f(X), h(X) € R[X] existieren mit
8(X) = f(X) - h(X).

Daraus folgt, dass g(X) fiir diesen Fall nicht irreduzibel ist. Es sei ab nun n > 3, also
auch r + 2s > 3. Dadurch ergeben sich die folgenden Bedingungen: Fiir » = 0 muss
s > 2 und fiir r = 1 muss s > 1 sein. Daraus folgt genauso wie fiir r > 2, dass zwei
nicht-konstante Polynome f(X), h(X) € R[X] existieren mit

8(X) = f(X) - h(X).

Somit ist g(X) auch fiir diesen Fall nicht irreduzibel und es folgt, dass nur die
Polynome vom Grad 1 und die Polynome vom Grad 2 ohne eine reelle Nullstelle
irreduzibel sind. 0

18



Der Fundamentalsatz der Algebra §4 Literaturverzeichnis

[1]
2]
3]
[4]
[5]
[6]

§4 Literaturverzeichnis

A Krieg: Proseminar zur Analysis. Skript, RWTH Aachen 2010.

A Krieg: Analysis I. Skript, RWTH Aachen 2007.

A Krieg: Analysis II. Skript, RWTH Aachen 2008.

B. Fine: The Fundamental Theorem of Algebra, New York 1997.

M. Wiesemann: Lineare Algebra I. Vorlesungsmitschrift, Aachen 2002.

H. Wussing: Vorlesung zur Geschichte der Mathematik.
Frankfurt am Main 2008.

19



