Proseminar Analysis §7 Trigonometrische Polynome und FOURIER-Reihen

§7 Trigonometrische Polynome und FOURIER-Reihen

In diesem Abschnitt werden trigonometrische Polynome und FOURIER-Reihen ei-
gefiihrt und einige ihrer Figenschaften bewiesen. Diese werden am Ende dazu ge-
nutzt zwei {-Funktionen herzuleiten.

Bei diesem Thema geht es um 27m-periodische Funktionen, d.h. um Funktionen
f : R — R fiur die f(x) = f(x 4+ 2m) fir alle x € R gilt. Solche periodischen
Funktionen sind z.B. die trigonometrischen Polynome, die wie folgt definiert sind.

(7.1) Definition (trigonometrisches Polynom)
Eine Abbildung f : R — R heifdt ein trigonometrisches Polynom, wenn es
ax, by € R gibt, sodass

n

flo) =2+ kz (ay cos(kx) + by sin(kx)) (1)
-1

Nun kann auch ein Beispiel angegeben werden.

(7.2) Beispiel
Sei f ein trigonometrisches Polynom, x € R,x ¢ 27tZ und fiir alle k € {0,..,n} sei
ar = 1,by = 0. Dann gilt

7=
NN
X
=

1 n
flx) = 5t Y cos(kx)
k=1
1 "1, ;
= - 4 Z _(ezkx +e—zkx>
2 =2
1 14 1 ;
:_+_Zezkx+_ze—zkx
22 k=1 2 k=1
91 1 4 1 &
®) 5+5 kx4 5 ) ek~ (s.u.)
k=1 k=—n
1 1 n ikx eo
272 4 T2
=—n
1
2

o~
I

|
S
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2n
— % Y el (Indexverschiebung)
k=0

1 . 2n .
— Ee—mx Z ezkx
k=0

1 1— e(2n+1)ix

—inx
=M —
2 1—e™
1 e—inx _ p(n+1)ix

=5 T (mit e

1 e—i(n+1/2)x _ ,i(n+1/2)x

(geom. Summe)

~i¥/2 erweitern)

2 efix/Z _ ez’x/z
1 ei(n+1/2)x . e—i(n+1/2)x

2 eix/2 _ p—ix/2
sin((n+1/2)x)
2sin(x/2)

wobei verwendet wurde, dass

ezx + e—zx ezx _ e—zx

cos(x) = 5 sin(x) = 5

sowie mit Indexverschiebung und Kommutativgesetz

n

—1 n
(*) Z ek — Zek—n—l — kzle—k

k=—n k=1

Der Begriff aus (7.1) fithrt uns zu folgender Aussage.

(7.3) Lemma
Die Koeffizienten ay, by in (1) sind eindeutig bestimmt und werden gegeben
durch

27
ay = %/f(x) cos(kx)dx, k=0,1,..,n
0

27
by = %/f(x) sin(kx)dx, k=1,..,n
0
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Beweis

Dazu miissen wir zunéchst folgende Orthogonalitédtsrelationen beweisen.
Fiir k,I € N gilt

21 27
/cos(kx) cos(lx)dx = /sin(kx) sin(Ix)dx =0 Vk#I
0 0

27

/ cos(kx)sin(lx)dx =0 ¥k,

0

27T 2

/ (cos(kx)2dx = / (sin(kx))2dx =71 Vk>1.
0 0

denn mit den Additionstheoremen ist

cos((k+1)x) = cos(kx) cos(lx) — sin(kx) sin(Ix) ()
cos((k —1)x) = cos(kx) cos(lx) + sin(kx) sin(lx) 3)
sin((I 4 k)x) = sin(lx) cos(kx) + cos(Ix) sin(kx) 4)
sin((I — k)x) = sin(Ix) cos(kx) — cos(Ix) sin(kx) 5)
Das ergibt
cos((k+1)x) + cos((k —1)x) = 2 cos(kx) cos(lx), (6)
sin((I +k)x) + sin((I — k)x) = 2sin(lx) cos(kx) (7)
und daraus folgt
2r 1 21
/cos(kx) cos(lx)dx = > /cos((k +1)x) 4 cos((k —I)x)dx (mit (6))
O 0 1 . 27 1 ' 2r
= k<) sin((k +1)x) ; + 2k =1) sin((k —1)x) ;
= (k1+ 5 (sin((k-+ D27) sin(0))
+2(k y (sin((k —1)27) — sin(0))
=0 Vk#I
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Aufierdem folgt aus den obigen Additionstheoremen

21 2
/sm(kx sin(lx)d /cos (kx) cos(Ix) — cos((k + I)x)dx (mit (2))
0 0
27T 1 27
:O/ s(kx) cos(Ix)dx msin((k—f—l)x) .
00 Yk £
und
2 1 2n
/cos(kx) sin(lx)dx = 5 /sin((l + k)x) +sin((I — k)x)dx (mit (7))
4 0
1 27T 27
= 3T cos((k+1)x) .20 cos((I —k)x) ;
- (k1+ py (cos((k +1)271) — cos(0))
=0
a0 - y Lcostl b2m) = cos(0))
=0
—0  VI#k

Fiir | = k gilt mit Gleichung (7)

sin(2kx) = 2sin(kx) cos(kx),

dass
27T 1 27
/cos(kx) sin(kx)dx = E/sin(ka)dx
0 0
1 27
=~ cos(2kx) . = —4—k(cos(4k7r) — cos(0))
=0 VI=k
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Esist fiiralle k > 1

27 o
0/ (cos(kx) 2dx = Zl—k(sin(kx) cos(kx) + kx)

(Analysis II)

0

1
ﬂ2nk =7

und
21 27

/(sm(kx ))?dx = /1 — (cos(kx))?dx = /1dx— /(cos(kx))zdx

0 0
Lot —nm=r1

Nun gilt
f(x) cos(lx) ( i (ar cos(kx) + by sm(kx))) cos(lx) (nach (7.1))

n
= %0 cos(lx) + Z ay cos(kx) cos(Ix) + Z by sin(kx) cos(Ix)
k=1 k=1

Da f(x)cos(Ix) als Komposition von stetigen Funktionen RIEMAN N-integrierbar
ist, gilt fiir [ = 0

27 2r
/f(x)d / —|—/ Zakcos (kx) dx+/2bksm (kx)dx
0 0
27 " 2r 271
/30 g /cos (kx) dx+kZ:lbk/sin(kx)dx
0 = =10
ap 127 L sin(kx) [T & cos(kx) [*7
= 7% 1 L e e M DL e e
=am+ ) " (sin(27tk) — sin(0)) 4 ) - (cos(27tk) — cos(0))
k=1 e k=1 N
0 0



Proseminar Analysis §7 Trigonometrische Polynome und FOURIER-Reihen

Also folgt

Aus den Orthogonalitdtsrelationen folgt dann fiir [ =1, ...,n

27 "
/f(x) cos(lx)dx = (612_0 + Y _ (ag cos(kx) + by sin(kx))> cos(lx)dx
0 k=1

T n T n
612_0 cos(lx)dx + / Y ag cos(kx) cos(lx)dx + / Y b sin(kx) cos(lx)dx
=1 k=1

0k
27 27
0 27T n n .
_ —sm(lx)‘ +Y ak/cos(kx) cos(Ix)dx + ) bk/sm(kx) cos(lx)dx
! L =1 3
=0
" 27 27 " 21
=) ak/cos(kx) cos(Ix)dx +al/(cos(lx))2dx—|— Y. bk/sm (kx) cos(Ix)dx
k=1, k=1
-0 = =0
= a7t
Damitist fiir/ =0, ...,n
1 27
a = %/f(x) cos(lx)dx.
0
Auflerdem gilt
n
f(x)sin(lx) = (012_0 + Y (ax cos(kx) + by sin(kx))) sin(Ix) (nach (7.1))
k=1

n n
= 112—0 sin(lx) + ) ag cos(kx) sin(Ix) + Y _ by sin(kx) sin(Ix).
k=1 k=1

Da f(x)sin(lx) als Komposition von stetigen Funktionen RIEMAN N-integrierbar
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ist, gilt fir [ =1, ..., n

0 k=1

2m 2

/f(x) sin(Ix)dx = / (ﬂo + Y (ag cos(kx) + by sin(kx))) sin(Ix)dx
0
2

2 2
sin(lx)dx+/ Y ag cos(kx) sin(lx)dx+/ Y besin(kx) sin(lx)dx
o k=1 o k=1

|
o
NS

27T 27

) n n
— —a—(l) cos(lx)) i Zak/cos(kx) sin(Ix)dx + Zbk/sin(kx) sin(Ix)dx
2l b, 3 0 [
=0
27 " 27 27
=) ak/cos(kx) sin(lx)dx+ ) bk/sin(kx) sin(lx)dx +b1/(sin(lx))2dx
D WD 0 )
=0 =0 7
= blT(
Alsoistfurl =1,...,n
1 27
b= — / F(x) sin(lx)dx.
0
Damit folgt die Behauptung. [

Nun betrachten wir komplexwertige trigonometrische Polynome, also f: R — C mit
ai, b, € C in (1). Man definiere

1 1
Cp = E(ﬂk —iby), c_p = E(ﬂk +ib) Yk >1und ¢o = %0 ®)

und erhalt damit

Def 4g

flx) = ST (ay cos(kx) + by sin(kx))

eikx 4 e—ikx eix o e—ix
aj + bk .

1= Tps

Elo+
2 2 2i

I
—_
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1 ; Z -
_ az_o + E Z a (ezkx P 1kx) + 5 2 bk(ezx . e*lx)
k=1 k=1

_a0 | ve | b ik ar ey _ikx

2+k_21(2+2i) k_Z‘i(Z 21)
() 40 + Z (% + b—k_)eikx + Zl (a;k — b—__k)eikx (Kommutativgesetz)

2 /=20 2 v, 2 21
a1, e v 1 : ikx
= + Z (ak zbk)e + Z (afk + lbfk)e

2 k 2 k=—n 2

Hiermit leiten wir dazu tiber, Integrale von komplexwertigen Funktionen zu be-
trachten. Dazu bendétigen wir eine Definition:
Sei f =u+iv: [a,b] - Cmitu,v: [a,b] - R, soist

/bf(t)dt — /bu(t)dt+i/bv(t)dt €C,

falls die rechte Seite existiert.

Fiir f(t) = ™ = cos(mt) +i sin(mt), m € Z\{0} gilt: ()
b b
/f(t)dt: /ei"”dt
a a
b b
= /cos(mt)dt+i/sin(mt)dt
a a
1 b b
= —sin(mt)| — — cos(mt)
m a m a
1 . ’
= E(sm(mt) — i cos(mt) )
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b
1 oo

= — t t
— (cos(mt) +i sin(mt) )

1 b

m

imt

a

Also folgt mit 2™ = cos(27tm) +i sin(27rm) = 1

__ _— yimt
/f(t)dt— |
0
— l (€2nmi . 1)
im N—_————
=0
=0.

Aus (7.3) und Gleichung (8) ergibt sich das folgende Korollar.

(7.4) Korollar
Ist f: R — C,x — Yp__, cxe’™ ein trigonometrisches Polynom, so gilt

27
1 —ikx
<
Cr = =— O/f(x)e dx, |k| n

Beweis
Fiir k = 0 ist mit (7.3) und Gleichung (8)

27 27
1 1 1 ;
Co =50 =7 /f(x) cos(0) dx = gy /f(x)e_loxdx.
0 1=¢0 0
Fir k > 1 gilt
Ck = %(uk — iby) (mit Gleichung (8))
27 27
= % (/f(x) cos(kx)dx — z/f(x) sin(kx)dx) (mit (7.3))
0 0
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2r
= %/f(x) cos(kx) —1 f(x) sin(kx)dx
0
27
= %/f(x)(cos(kx) — 1 sin(kx))dx
0

1 27
_ = —ikx
= 27_(()/f(x)e dax.

denn . '
cos(kx) —i sin(kx) = E(eik" + e~k — Zii(eikx — ey = ik 9)

Da fiir k > 1 nach (8) die Aussage c_; = %(ak + iby) gilt, folgt fir k < —1, dass
Cx = %(ﬂl_k + ib_k) ist.
Also gilt fiir k < —1

Ck = %(a_k +ib_y) (mit Gleichung (8))
27 27
= % (/f(x) cos(—kx)dx+i/f(x) sin(kx)dx) (mit (7.3.))
1 2no 0
= / F(x) cos(kx) — i f(x)sin(kx)dx (s.0)
0

27
= [ ) (cos(ke) =i sin(kx))dx
0

) 1 27
S —ikx
—2n!fww :

denn cos(—x) = cos(x) und sin(—x) = — sin(x). O

10
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Dieses Korollar fiihrt uns zur folgenden Definition

(7.5) Definition (FOURIER-Koeffizient/ FOURIER-Reihe)
Sei f: R — C eine 2m-periodische Funktion, die tiber [0,271] RIEMANN-
integrierbar ist. Dann heifsen die Zahlen

27
— 1 —ikx
R 27_(()/f(x)e dx

die FOURIER — Koeffizienten von f und

die FOURIER — Reihe von f.

Nun betrachten wir die Konvergenz der FOURIER-Reihe. Diese konvergiert genau
dann, wenn die Partialsummes, =Y, ckeikx, n € IN, konvergiert (Analysis II, VII
(1.8.)). Im Allgemeinen konvergiert die FOURIER-Reihe allerdings nicht und falls
sie doch konvergieren sollte, dann nicht notwendigerweise gegen f(x). Das folgende
Lemma macht einige Aussagen iiber die Konvergenz.

(7.6) Lemma
a) Sei f: [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann gilt

k] o0 k|00

b b
lim /f(x) sin(kx)dx = lim /f(x) cos(kx)dx = 0.
a a
b) Ist f: R — C stetig differenzierbar und 2m-periodisch, so gilt fiir die

FOURIER-Koeffizienten

lim g = lim by = lim ¢, = 0.
k k
|k|—o0 k| =00 |k|—o0

Beweis
a) Fur k # 0 gilt mit partieller Integration

b b

/f(x) sin(kx)dx = —%f(x) cos(kx)

a

_|_

a

| =

/bf'(x) cos(kx)dx,

11
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1

wobei f: [a,b] — R und g: [a,b] — R,x — —gcos(kx) stetig differenzierbar

sind.

Weil f und f’ stetige Funktionen sind, nehmen sie auf dem Kompaktum [a, b] ihr
Maximum an. Das heifit es existiert ein M > 0, zum Beispiel M := max{||flo, || f'llo

sodass

b

a

/ F(x) sin(kx)dx

IN

IN

IN

b

—%f(x) cos(kx) %/ cos kx

bl
kf(x) cos(kx) ) + %/f'(x) cos(kx)dx| (Dreiecksungl.)
1 g
%f(x) a +W/’f( ) cos(kx)| dx
1 17
LU = 7|+ o [ 17w dx

b

1 1 '
g O+ F@D + / M dx (Dreiecksungl.)
2M M(b—a) |k|—>oo\ 0
k| K| /

und analog gilt fiir k # 0 mit partieller Integration

/ f(x) cos(kx)dx

—f( x) sin(kx)

/f sin(kx)dx,

a

wobei g: [2,b] — R, x — § sin(kx) stetig differenzierbar ist. Mit oben definiertem

M gilt:

b

a

/f(x) cos(kx)dx

IA

) sin(kx)d

e

%/f (x) sin(kx)dx

»lH

%f(x) sin(kx)

% f(x)sin(kx)| |+ (Dreiecksung]l.)

b
a

12
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< %f( |k|/|f x) sin(kx)| dx
1 1l
< %(f(b)—f(a))‘ o 170l as
b
1 .
]k|(|f( )|+ 1f(@)]) + \k| a/M dx (Dreiecksungl.)

2M  M(b—a) ke
+

< > 0
I3 k|

Daraus folgt die Behauptung.

b) f: R — C ist stetig differenzierbar und 27-periodisch, also ist f: [0,271] — C
auch stetig differenzierbar. Also gilt mit a) und den Grenzena =0 und b =27t :

27
‘klgqoo a = ‘k1|1inoo% /f cos(kx)dx = %U(liinoo J f(x)cos(kx)dx =0,
27
‘k1|1£>n(>O by = “(1|1E100E /f sin(kx)dx = %|k1|iinoo0 f(x)sin(kx)dx =0
und

Ii li - —lkx / kx) —
‘k|1inooc ‘k|1inoo 27r/f dx ‘k|_>oo gy f(x)(cos(kx) — i sin(kx))dx

. 1
iy |k_>oo/f cos(kx)dx —i lim /f(x) sin(kx)dx = P 0— E 0=0

|k| —oc0

O

Kommen wir nun zum nichsten Lemma.

13
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(7.7) Lemma
Wenn die Reihe

i 'ykei = hm Z ’yke
k=—o00 Ck=—n

gleichmiBig gegen f(x) konvergiert, dann sind v die FOURIER-
Koeffizienten von f.

Beweis

Sei (fu)n>1 eine Folge von Funktionen f,: R — C,x + 7,¢"*. Die Funktionen f,
sind als Verkniipfung stetiger Funktionen stetig und damit integrierbar. Da aufler-
dem nach Vorraussetzung ) > . fi gleichmiafig konvergiert, kann man Summation
und Integration vertauschen (VII (2.7)). Es folgt

7T
1 .
=5 / F(x)e ™ dx (nach (7.5.))
27
/ Z Yook gy (nach Def.)
g n=—c°
1 . 271
27
Z 'yn/ n- kxdx+—’yk/1dx
”Z;k“ 0
1 1 i(n—k)x o
T2 H,Z’oo T '(n—k)e 0 T
n;ék
i(n—k)2mr 1
=5 n;ﬁ MR %/_2 +7
n#k =0
= k-

14
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Zur Veranschaulichung betrachten wir nun ein Beispiel.

(7.8) Beispiel

Betrachte die Reihe Y 7> ; Si“ikx)

Es liegt absolute Konvergenz vor, da

[ee]

N 5

k=1

sin(kx)
k

:Zw

k=1

nach dem DIRICHLET-Kriterium kon-
vergiert. Denn |sin(kx)| ist beschrankt
und ,1( ist eine monoton fallende Null-
folge.

Also gilt fiir 0 < x < 27

i sin(kx) B i 1 eikx_e—ikx B i eikx i e—ikx
=k Ek 2i B2k = 2ik
00 ezkx -1 ezkx
=y - Y = (mit (+))
= 2k = —2ik
B 00 ez’kx —1 ezkx
= 2ik s 2ik
00 eikx
) k?;a’"’z_ik
Zeige nun, dass
o pikx gy
Loox="3
k£0

Dazu ist

X x

[ cos(kyd = %sin(kt) _ %sin(kx) VkeN

T 7T

15
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Mit Beispiel (7.2) gilt:

_sin((n+1/2)t) 1
k_zlcos(kt ~ 2sin(t/2) 2

und damit

L sin

i/cos(kt)dt: / icos(kt dt

=15 7 k=1

>

X .
/sm (n+1/2) )_ldt:/sm((n—i—l/Z g / 1,
2 2
7T

2sin t/2 2sin(t/2
1
= Fulx) — 5 (x— 1)
mit
/sm (n+1/2) )dt
2sin t/2
7T

Nach dem Additionstheorem sin(x 4 y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y) ist

sin((n 4 1/2)t) = sin(nt) cos(t/2) + cos(nt) sin(t/2)

Also gilt
nlglgo Falx) = ,}glgo/x sin(nt) cos(téii)n—l(—tjozs)(nt) sin(t/2) it
T
o | S gy [
T
Seien f: [, x] — R, t — ;;’;l((tt/ /22)) und g: [77,x] = R, t — 1 Funktionen. Als Kompo-

sition stetiger Funktionen bzw. als Konstante sind sie stetig differenzierbar.
Dann gilt mit (7.6)

lim /f sin(nt)dt = lim /g cos(nt)dt =0

n—o0 n—00

16
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Also folgt, dass limy,_c F,(x) = 0 und damit

Fiir FOURIER-Reihen ist es sinnvoll, einen anderen Konvergenzbegriff einzufiihren.
Dazu sei V := {f : R — C; f ist 27m-periodisch und tiber [0,271] RIEMANN-
integrierbar} und das Skalarprodukt fiir f,g € V gegeben durch

2
(f.8) = 5= [ F)g(x)dx
0

)V ist ein C-Vektorraum, denn fiir f,g,h € V, A € C gilt:
a)

27

21
(Frah) =5 [(F+R) R = o [ FERG) + g0
0

2r 2r
= o [ FRGax+ 5 [ g(0h()dx = (£,h) + (g by
0 0
und
1 2 1 27 L L
(frg+h) = 5 [ F@) g+ M@dx = o [ fx)g6) + fx)h(x)dx
0 0
271 21
= 0/ FgEd+ o 0/ FR(dx = (f,) + (f,h)
b)
1 2r 1 2r
ig) = 5 [ Af3dx = A [ Fg(xdx = A(f,g)
0 0
und 1 2r 1 2r L
(£,28) = 5 [ fRgdx = A [ Fgxidx =X (f,g)
0 0

17
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<)

7T

27 2
85 = 5= [ 8 = 5 [ () FCx)dx
0 0

27T
= o [ FgTdx = (£.8)
0

AufSerdem gilt fiir das Skalarprodukt, dass

7T

2m 2
()= 5= 0/ FO)F G = o 0/ fPdr>0  Yfev.
>0

Aber: Aus (f, f) = 0 kann man nicht f = 0 folgern, was das folgende Beispiel zeigt.
Sei f: R — C definiert wie folgt

1, xe2nZ,
f(x) B {O, sonst.
Also ist )
() = 5= [ (F)dx = 0
0

aber f(x) ist nicht identisch Null.

Nun definieren wir uns die Seminorm:

271
Ifl= 0 = | [1fPax v fev.
0

Dazu miissen wir noch zeigen, dass dies wirklich eine Norm darstellt. Also sind
noch die Normeigenschaften zu untersuchen.

a)
b
0] = 1/{0,0) = /de:o

18
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und es gilt

b
Il =) = | [IfoPax =0 ¥ortfev

_\,_/
>0

IAfll = /(A Af) = J/ﬂ ZM—ML/fuzm

=AML =AIfI YAeCundV feV.

b)

b
If +8l=/f+8.f+8) = J/ (f + () dx

b b
< J/|f(x)2dx+J/g(x)2dx (Cauchy-Schwarz)

=i+ 8 =lIfl+lgl  VfgeV.

19
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Die Funktionen e (x) := ¢,k € Z, in V erfiillen:

1, k=1,

€, e) = 0] =
(ex,e1) = 0k, {Qk#L

denn es gilt:

1 2r 1 2r
—_ > - ikx —ilx
(e, e1) = zn/ekeldx Zn/e e "dx
0 0
1 2r
=5 /(cos(kx) + isin(kx))(cos(Ix) — isin(lx))dx
0
1 21 .2
i :
= E/cos(kx) cos(lx)dx — E/cos(kx) sin(Ix)dx
0 0
.27 1 27
i , . :
+E/sm(kx) cos(lx)dx + E/sm(kx) sin(Ix)dx
0 0
(7.3£3ew 0, k 75 l,
=t =1 k=1L

Damit bilden die Funktionen e; ein Orthonormalsystem.

(7.9) Lemma
Die Funktion f € V habe die FOURIER-Koeffizienten ¢y , k € Z.
Dann gilt fiir alle n € IN:
2
n

= I = ) el

i

k=—n

Beweis "
Sei n € N beliebig. Definiere ¢ := Y. crex € V. Dann gilt :

k=—n

I8l = (g.8) = (Y a3 o)

k=—n j=—n

20
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= ) cxCrler ex)

k=—n

n
= Y ol

k=—n

sowie

<ﬂ@=0ﬂicm>

= Y (f cxer)

k=—n

" 27
= Y 5 [ faedx

k=—n 0

" 1 21 '
:k_z: E/f(x)@elkx dx
——n 0

" 2r .

_ -— 1 —ikx

= _Z: ckzn/f(x)e dx
——n 0

n

= ) T

k=—n

n
= Y ol

k=—n

(Skalarprodukt linear in 1. Komp.)

(Skalarprodukt semilinear in 2. Komp.)

(daekJ_e]- Vk#])

(da (e, ex) =1V ke Z)

(Skalarprodukt semilinear in 2. Komp.)

(mit Def. Skalarprodukt)

(siehe unten)

(Definition ¢y )

wobei ausgenutzt wurde, dass cie** = ce~**, denn wegen cos(y) = cos(—y) und

sin(y) = —sin(—y) fiir alle y € R gilt:

ke = g - ek = g - (cos(kx) + i sin(kx))
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= Cr(cos(kx) — isin(kx))
= Cr(cos(—kx) + isin(—kx))

— C—ke—ikx

Insbesondere ist also (f,g) = (g,g) , auerdem ist (f,g) reell, und damit folgt:

(g, f)=1(f9 (Skalarprodukt hermitesch)
=(f,Q) (da reell)

Damit folgt die Behauptung, denn:

= Y cel? = If — gl

k=—n

={f-8f~-g
=(f-¢f)—{f-8% (Skalarprodukt sesquilinear)
={f,f) (g f)—{f, g + (g, (Skalarprodukt sesquilinear)
= f) (&8 — (&8 + (&g ([dalgf)={fg =(%8)

=(ff) =88

= |I£1% = lgll?

= IfIP - 3 laf N

Da || - || eine Seminorm ist, also insbesondere || - || > 0, folgt durch

Aquivalenzumformung des letzten Resultats
. 2
If = X cell* =0
k=—n

n
— A=Y lexl*>0
k=—n

n
= A2 > ) el

k=—n

22
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sowie per Grenziibergang fiir n — oo der folgende

(7.10) Satz (BESSELsche Ungleichung)

Sei f : R — C eine 27m-periodische Funktion, die tiber [0,271] RIEMANN-
integrierbar ist. Dann erfiillen die FOURIER-Koeffizienten ¢, von f die Un-
gleichung

) / () dx

k=—0o0

(7.11) Definition

Seien f,f, : R — C fir alle n € IN , 2m-periodische und f{iber
[0,27tr] RIEMANN-integrierbare Funktionen. Man sagt, dass {f,},>1 im
quadratischen Mittel gegen f konvergiert, wenn

lim || f = ful =0,

n—o00

wenn also

2r
o [ 1) = fulw)Pdx =0
0

(7.12) Lemma

Aus der gleichmifligen Konvergenz folgt die Konvergenz im quadratischen
Mittel. Umgekehrt folgt aus der Konvergenz im quadratischen Mittel aber
noch nicht einmal die punktweise Konvergenz.

Beweis

Seien f, f, : R — C,n € N und € > 0. Aufierdem konvergiere f, gleichméafiig gegen
f fir n — oo.

Dann existiert ein 19 € IN, sodass |f,(x) — f(x)| < /e fiir alle n > ng und fiir alle
x € [0,27]. Daraus folgt:

27T

If = FulP = 5 [(F0) = Ful) TG~ FaCe)) dx = 5 / £() = ful) P dx

0

23
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27 27
2 1
< 7_(/\/5 dx 27_C/€dx € fiir alle n > ng, x € [0,27]
0 0
Somit ist die erste Behauptung gezeigt.

Seien andererseits g, ¢, : R — R,n € IN, mit ¢(x) = 0 und fiir alle n € IN sei g,(x)
definiert durch

0, firx e (0,2m)
gn(x) 1= {
1, sonst

Fiir alle n € N ist g, RIEM AN N-integrierbar, da die Anzahl der Unstetigkeitsstellen
endlich ist. Die Folge {gn},>1 konvergiert nicht gegen g, da |g(27) — gx(277)| = 1
fiir alle n € IN. Dennoch gilt:

27
1
Is = gul? = 5 [ 1) - gu(x) P dx
0

1 27T
:EO/dezo

Somit ist auch limy,_« ||g — gn|| = 0 und es ist ein Beispiel fiir die zweite Behaup-
tung gefunden.

O

(7.13) Lemma

Es sei f : R — C eine 2m-periodische und tiber [0,27r] RIEMANN-
integrierbare Funktion. Dann konvergiert die FOURIER-Reihe von f genau
dann im quadratischen Mittel gegen f, wenn

(o]

Y el =117

k=—o0

Dies ist der Fall, wenn die BESSELsche Ungleichung zur Gleichung wird. Die Giil-
tigkeit dieser Gleichung nennt man Vollstindigkeitsrelation.

24
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Beweis
Seien {ci ez die FOURIER-Koeffizienten von f, Y. ¢’ die FOURIER-Reihe
k=—0o0
n .
von f, sowie s, := Y. cye'* fiir alle n € N die zugehorigen Teilsummen. Es gilt:
k=—n
lim [[f — 4] = 0
_ s |I?2 =
2
— lim || f — k;n ™| =0
£ lim [[£I2~ 3 lecf? =
7= L ded™ =
2 . 2
= AP~ tim Y el =
=—n
— AP = ) lal? =
k=—o0
— IFIP =3 el [
k=—00

(7.14) Lemma

Sei f : R — R eine 27t-periodische Funktion, so dass f |[0,27r] eine Treppen-
funktion ist. Dann konvergiert die FOURIER-Reihe von f im quadratischen
Mittel gegen f.

Beweis
Betrachte zuerst den Spezialfall a € [0, 277] und

) = {1 fir x € [0,a)

0 firx € [a,2m7]

Durch Einsetzen in die Definition errechnet man

27
1
—sz _ = _
‘= 2n/f x_zno/f(x)d / Jdx+5 /f
1 1 1 7
a
a

25
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1 2r 1 a 1 21
k= =— /f(x)e_ikx dx = — /f(x) e ¥ dx + — /f(x) e~ dx
2 2 2 S~
& 0 T 0 =1 T a  —p
a
_ ke g ] L L g
_271/6 A= ( ik)e o 2km 0
0
- ﬁ(e_ik“ ~1) (fiir k # 0)
Somit hat man fiir k # 0
2: ._:L —ikﬂ_ . ; —ika _
lexl” = -G = 5 (e ) (G (e 1))

b ke L LN Tk o
st @ 1) ) )
i i

= ok (—%)(fﬂm —1)(e~® —1)

= sz - )R 1)

= 4k21712 (e=*® —1) . (cos(—ka) + isin(—ka) — 1)

= 4k217'(2 (e7*® —1) . (cos(—ka) — isin(—ka) — 1)

_ 4k21ﬂ2 (e _ 1) . (cos(ka) + i sin(ka) — 1)

_ 4k21712 (e=ka _ 1) . (eh@ 1)

_ 4k21712 (0 — e~ika _ gika | 1)

_ ﬁ(z (e gkay)

_ 4](21_712(2 ~ (cos(—ka) +isin(—ka) + cos(ka) +isin(ka)))
—cos(ka)  =-—sin(ka)

= 4#(2 —2cos(ka)) = %

26



Proseminar Analysis §7 Trigonometrische Polynome und FOURIER-Reihen

Aus

27 27
IFIP = 5= [ F0f G dx = o [ 1f ) da
0 0

1 27 1 a
:EO/f(x)dx:Eo/ldx

27T

und | - | > 0 folgt mit der BESSELschen Ungleichung (Satz (7.10)), dass

[Z
0< Z ekl < IIfII* =

k=—o00

Also konvergiert Y |cx|? absolut. Damit ist insbesondere jede Teilreihe absolut

k=—o0

konvergent und die unendliche Summe darf auseinander gezogen werden. Damit

gilt:

o0
Yo Jef?

k=—oc0

~1
o+ X leel*+ Z jex?
k=—o0
a® < 1—cos(ka) & 1— cos(ka)
el k:Z_:OO FTEro k:Zl 2k2 2

21— cos(ka)

2 21— cos(—ka)
— k)22 + k; o (absolute Konvergenz)

a
47T2+2

= (

a® —cos(ka) & 1— cos(ka)
12 +k_21 K22 +k_21 K22 (da cos(x) gerade)

a? = 1 — cos(ka)
T, D W st Y4
a2 " k; I

1 & 1—cos 1 — cos(ka)

wrek e

1
2 1 © 1 1 & cos(ka
yoeos + 5 (Z p) o k_zl k(2 ) (absolute Konvergenz)
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as a*> 1 1 icos(ka)
C4m?2 w2 6 m2

:iJrl_i(M_ﬂ_z) (7.16)

12722
_
27
Alsoist ||[f||> = Y |ck|?, woraus mit Lemma (7.13) die Konvergenz im quadrati-
k=—0c0
schen Mittel folgt.

Analog kann man die Aussage zeigen fiir

. 1, firx €04
0, firx € (a,2r]

Sei f nun eine beliebige Treppenfunktion. Es existieren Funktionen fy,..., fy der
oben beschriebenen Art sowie reelle Konstanten 1, ..., yn, so dass man f als (ge-
wichtete) Summe der fi, k € {1,..., N} darstellen kann:

N
flx) = k_Z:l'kak(x)

Bezeichne S, bzw. Sy ,, die n-te Partialsumme der FOURIER-Reihe von f bzw. f, so
folgt

N
Su =Y "Skn
k=1

Beweis:
Seien {ck , }ncz die FOURIER-Koeffizienten von f;. Es ist

n

27
. nooo1 .
Ckezkx — ) : ezkxﬁ/f(x)e—zkx dx
—n 0

S, =
k k=—n

28
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n 27TN
ikx 1 —ikx
=) e E/Zyj]cj(x)e dx
k=—n 0 j=1
N n " 1 27 "
=Y ¥ e [ fle ™ ax
j=1 k=—n 0
N n .
= ¥ e,
j=1 k=—n
N
= 7Sin
=1

Die f; entsprechen fiir alle k € {1,...,N} den im Spezialfall betrachteten Funktio-
nen. Also konvergieren die FOURIER-Reihen der f; im quadratischen Mittel gegen
fr und es gilt:

N N

Bim || f = Sull = lim ||} yiefe — ) 7Sk
k=1 k=1

n—00

N
= lim || Y vefic — 1eSkn ‘
k=1

N
= lim || Y 7%(fx — Skn)
=

n—oo
N
< nh—I>Io10 k_zl vk (fe — Skl (Dreiecksungleichung)
N
= Jim, 3 el e~ )| (Normeigenschaft)
N
= Z lvk] Hm || (fx — Skn) |l (endliche Summe)
=1 n—oo
N
=) Iml-0=0 u
k=1
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(7.15) Satz

Sei f : R — C eine 27t-periodische Funktion, so dass f auf [0,271] RIEMANN-
integrierbar ist. Dann konvergiert die FOURIER-Reihe von f im quadrati-
schen Mittel gegen f.

Sind ¢, die FOURIER-Koeffizienten von f, so gilt die Vollstandigkeitsrelation

Y Il = IfI2 = o / F0)Pdx

k=—o0

Beweis

Es gentigt, die Konvergenz der FOURIER-Reihe von f im quadratischen Mittel ge-
gen f zu zeigen. Die Giiltigkeit der Vollstandigkeitsrelation folgt dann mit Lemma

(7.13).

Sei also f : R — C eine 2m-periodische und auf [0,27r] RIEM AN N-integrierbare
Funktion. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass

f reellwertig ist, denn:

Angenommen, der reelle Fall der Aussage gelte.

Es existieren 27t-periodische Funktionen u,v : R — R, die RIEMANN-
integrierbar sind und fiir die f(x) = (u + iv)(x) gilt. Seien St ,, Sun, So.n
die n-te Partialsumme der FOURIER- Reihe von f, u bzw. v sowie cy, ax, by
die zugehorigen FOURIER-Koeffizienten. Es gilt:

n

If = Spull = |[u+iv— Y cxe™
k=—n

n

_ _ —1kx
=llu+iv— Y e* 27r/f dx

k=—n

n

o
= lu+iv— Z etkx /u—i—w e ikx 4y
0

k=—n
27

“RY Qx4 / o(x)ekx dx}

0

n

. 1
= |lu+1iv— Ze _n

27
1 1 ; 1 ;
; ikx —ikx ; —ikx
= |lu+iv— E — dx+1i- — / d
u+iv ) 7716 [2 O/u(x)e x+i-5 J v(x)e b
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n
= |lu+iv— Z e (@41 - by)
k=—n
n . n .
= |lu+iv— 2 e — i Z e’kxka
k=—n k=—n
n . n .
=lu—") e a +i- (v — ) elkxbk)H
k=—n k=—n

= [Ju = Sun +i(v— Spn)|
< Mu - Su,n““‘\HU - Sv,n”J

n—o00

0

n—oo n—oo

—0 —0

da angenommen wurde, dass die Behauptung fiir reelle Funktionen, also
auch fiir u, v gilt. Somit konvergiert die FOURIER-Reihe von f im qua-
dratischen Mittel gegen f. Es gentigt also, die Aussage fiir reelle Funktio-
nen zu zeigen.

Auflerdem kann ohne Einschrankung der Allgemeinheit angenommen werden, dass
|f(x)| <1firalle x € R, denn:

Angenommen, die Aussage wurde fiir alle g mit der zuséatzlichen Voraus-
setzung gezeigt, dass |g(x)| < 1 auf [0,27].

Das Intervall [0,27] ist kompakt und f auf diesem Intervall RIEMANN-
integrierbar. Aus Analysis II ist bekannt, dass dann ein (reelles) Maxi-
mum von f auf dem Intervall existiert. Also gibt es ein M € R mit M > 0,
so dass |f(x)| < M fiir alle x € [0,27]. Somit ldsst sich f(x) schreiben
als f(x) = M - g(x) fiir eine 27r-periodische und auf [0,27t1] RIEMANN-
integrierbare Funktion g, fiir die aulerdem |g(x)| < 1 gilt.

Seien S fons Sen die n-te Partialsumme der FOURIER-Reihe von f bzw. g
sowie ¢y, & die zugehorigen FOURIER-Koeffizienten.

Es folgt:
n

If=Seull = |[M-g— Y ce™
k=—n

n . 27-[ .
=(|M-g— ) elkx%/f(x)elkxdx
0

k=—n
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27
nooo1 .
_ o ikx . —ikx
=|M-g k_z_ne _ZNO/(M Q) (x)e "™ dx

" 27T

= ||M- <g_ Z eikx%/g(x)eikxdx)
k 0

=—n

= |(|M- (g— i Eikxfk)

k=—n

n—090

:M'”g_sg,nH 0

wobei letzteres aus der Annahme folgt, dass die Behauptung gezeigt wur-
de, falls |g(x)| < 1 auf [0, 277]. Somit kann ohne Einschrankung angenom-
men werden, dass |f(x)| < 1.

Sei e > 0 beliebig. Aus Analysis Il ist bekannt, dass sich das Integral einer RIEMANN-
integrierbaren Funktion beliebig genau durch das Integral einer Treppenfunktion
approximieren lasst. Es existieren also Treppenfunktionen ¢, ¢ auf [0,27] mit

“1<g<f<y<l

sowie
27 ) o )
[o0)-fde| < gn@ und | [ f(0) - g dx| < gre?
0 0
Damit ist
21 27

P(x) = f(x) + f(x) — o(x) dx

21
p(x) — f(x) dx+ [ f(x) = glx) dx
N—————— a ———

>0
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1, 1 -, 1 ,
ggne —|—§7T€——7'L'€
Fir g := f — ¢ gilt dann
8PP =1f— ol
<|(f-o)+@-AHP (da (f —¢), (¢ —f) = 0)
=lp—9P=1p—9l-lp—9¢l
<N =(=1)|[¢p -9 (da—-1<9,9<1)
=2[p— ¢|
=2(¢—¢) (day > ¢)

also

27
1
Igl? = o [ 1g(x) P dx
0

21 27
2(p — @) (x) dx =

A A
N

b= Rl-
—

WS — O
N

—

N

Seien S¢, Sp.n, Sgn die n-ten Partialsummen der FOURIER-Reihen von f, ¢ bzw. g,
sowie Cx, Cyx und cq x die zugehodrigen FOURIER-Koeffizienten. Es gilt:

n

Sf,n — Z eikxck

k=—n

n

1 2
— Z eikxﬂ/f(x)e—ikxdx
0

k=—n
n

1 21
= Y o [(p+g)(x)e *ax
= 27 /
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Auf ¢ ist Lemma (7.14) anwendbar. Es existiert also ein N € IN, so dass
1 )
¢ = Spul < € fir allen > N

Daher ergibt sich fiir allen > N

1f = Sgall = 1(9 +8) = (Spn + Sgn)
= [[(¢ — Spn) + (§ = Sg)
< |[[(¢ = Seu)|l + 1I(g = Segn)ll (Dreiecksungleichung)

= [[(¢ = Spn) ||+\/||g|!2 Z lcgkl? (mit (7.9))

k=—n
< [/(¢ )l +1/1gl?
1
< Z ,/_ —
< 2 €+ 46‘

Damit konvergiert die FOURIER-Reihe im quadratischen Mittel gegen f und die
Behauptung ist gezeigt.

O]
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(7.16) Beispiel
Aus (7.8) wissen wir, dass die FOURIER-Reihe

sin(kx)

L

fiir 0 < x < 271 punktweise gegen die 27- periodische Funktion f : R — R konver-
giert, mit f definiert als

Wir wollen zeigen, dass die Reihe auf jedem Kompaktum in R\ 271Z gleichmiBig
konvergiert. Dazu betrachten wir das Intervall [§,277-6], 0 < 6 < 7.
Fir x € [6,271 — 6], n € Z gilt wegen e'** = cos(kx) + i sin(kx):

Sn(x) := i sin(kx) = Im <i eikx)
k=1

k=1

sowie

(%) 1Sn(x)| = i sin(kx)
k=1

n .
= |Im (Z elkx>
k=1

n

Z eikx

k=1

n—1
_ Z eix(k+1)

k=0
n—1

_ Z (eix) (k+1)

k=0

IA

damit z=a+ib,|z| =a*+b* und |Imz| = b

einx _
il o ‘ (geometrische Summe)

pix(n—3) _ efi%x _ .z
(erweitern mit e '2)
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cos((n — %)x) +isin((n — 1)x) — cos(ix) + isin(%x)’
_ — ©
Jeos((n - 1x) —cos(%x) +i(sin((n — 1)x) —i—sin(%x))‘
B \/cosz((n — D)x) —2cos((n — 1)x) cos(3x) + cos?(1x)
- et — et
+sin?((n — 3)x) + 2sin((n — 3)x) sin(3x) + sin?(3x)
) \/1 = 2(cos((n — 1)x) cos(}x) — sin((n — })x) sin(3x)) +1
€'z —e "2
B \/2 —2cos(((n— %)+ 3)x)
a eln —eia
_ V2 2 cos(nx)
iz — i3
2
2
‘cos 3) +isin(3) —cos(%) +isin(%)| ®)
- 2
 |2isin(3)|
o
|sin(3)]|
< 1
N sin(%)
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Sein >m > 0und Sy = 2}‘:1 sin(jx)

sin(kx)| | & Sk(x) — Sp—1(x)
kz k B Z k (Teleskopsumme)
=m k=m
B n 1 1 Sn(x) Sm—l(x) )
B k;m S(%) (E ok + 1) + n+1 m (umsortieren der Summe)
n 1 ]_ Sn(x) Sm_l(x) . )
< —Z
- k_zm %l (k k+ 1) + n+1 + " (Dreiecksungleichung)
=m 5
sin(5)
L1 /11 1 1 1
< Pl + | =
a k;ﬁin(g) <k k+1> sin(g) ( n—i—l‘ ’mD
1 1 1 1 1 1
s E_n—kl) ‘+sin(%) ( Tl—l—l'—’_‘a‘) (Teleskopsumme)

R N S
n+1 n+1 m

— Ve >03 N = N(e) so, dass ‘ yoo sintk) g sinlkn)| oy > N
— gleichméafiige Konvergenz mit dem Cauchykriterium

Definiere

F(x) konvergiert mit WEIERSTRASS gleichmifig, da

o0

<)

k=1

i cosk(zkx)

k=1

> 1
<)z

k=1

cos(kx)

|F(x)| = i2

was nach Analysis I konvergent ist.
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Betrachte die Reihe der Ableitung. Da F(x) und F'(x) gleichmiBig konvergent sind

und g(x) = Cosk@ stetig differenziebar ist, kann Summation und Differentiation
vertauscht werden.
=, cos(kx
ro = (£ <)
k=1
B i (cos(kx))
k=1 k?
B i sin(kx)
k=1 k
_ mT—X
2

Damit ist die Reihe der Ableitung gleichméfiig konvergent auf [§,27T — 6]

— F'(x) =52

G(x) — (XEN

— F(x) = (%

)2+ c erfiillt G'(x) = 257

N

_\2

) e

Da F, als Grenzfunktion einer gleichméfiig konvergenten Reihe stetiger Funktionen,
stetig ist, gilt:

2
F(O):ZJrc:F(Zn)
Nun gilt
27 2 2
/F(x)dx:/<x27r) +cdx
0 0
21
2 2
:/x 27Tx + 7T 4 cdx
/ 4

27
/ — 27tx + 7e2dx + 27c

A
5

27
— 7Tx2+ nzx‘o } + 27tc

00le

3

3 47° + 271 — O} + 27tcC
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8_7-(3_6_7-(3 +27TC
3 3

27tc

Da Y7, Cosk(zkx) absolut gleichmafig konvergiert, kann Summation und Intergration
vertauscht werden und es gilt:

2
> ncos(kx)
= Z/ d
2
k=1
2
=1 7Tcos(kx)
- L %/ K
k=1"
= Yo 1 [sin(ko) 7]
k=1 k
= Z 1 0
k=1 k
=0
Daraus folgt
3
— +2mc=0
_ 3
> Tn = 27tc
— T
12

Somit gilt fiir 0 < x <27

Sowie fir x =0
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(7.17) Beispiel
a) Wir haben in (7.16) gesehen, dass fiir 0 < x < 27 gilt

(m—x)? =2 cos(k) © 1 lkx—i—e_lkx
T_E+Z k2 _|_Zk_2 2

k=1 k=1

7T2 zkx —ikx
eV Z 2k2 +e )

Die Reihe ) ;7 Ziz( ek* 4 ¢~i¥) konvergiert gleichmafig, da oben gezeigt wurde,

dass die Reihe Y 5° | == kx) gleichmaflig konvergent ist.

Da ¥ 1e® gleichmaRig gegen f(x) = (Z3%)” konvergiert, sind die 7 die
FOURIER-Koeffizienten von f.

Aufstellen der FOURIER-Reihe von f ergibt ZkeZ\O 2%2 ekx 4 71I22 Diese konvergiert
)

gleichmaBig gegen f da sie auf [0,271] mit { tibereinstimmt.
Die Vollstandigkeitsrelation (7.15) liefert
- o1 21 . ,
k;fuzggmww:wu

Da || f]|*> € Rist Y52 |cx|? absolut konvergent und es gilt

e <”2>2 i(z%)* 2 ()

k=—o0 k=—o0

144 + Z 4k4

Andererseits gilt

21
£ = 5= [ 1F(0)Pax = 5
0

™ — 473 x + 6702x% — 47rxd + x4
16

dx

1
27

[
[
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27

1 1
[7‘[49( —273x% + 270203 — it 4+ =P

T 32 57 |,
_ L 271 — 870 + 1677° — 1670 + 1327r5
327 5
1 4
= %7'[

4

>

da Zlio:—oo |Ck|2 - %-[ f027T |f(x>’2dx fOlgt
1

7T ad 7T
Loy o
141 T2 L 38~ 8
11 #t ot s
= 2liE s 1 180
© 1
— =
L= o

b) Wir betrachten die 27r-periodische Funktion f : R — R mit

Flx) = 1, fur0<x<m
B -1, furnm<x<2m

Die FOURIER-Koeffizienten sind

27

co = %/f(x)-ldx

0

1 T 1 27T
0 7T
_ ! [T—0+(—2m+m)] =0
=5 =

und fiir k # 0

27
1 »
Cx = E/f(x)e ik g e
0
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7T 2
— i {/ e ikx gy /e‘ikxdx
27

= 1 1 —ikx 1 —ikx 2n
_27T[ A
- _ 1 —ikrt —2ikrt —ikm
~ ik € 1 te ]
— 1 —ikm
- 2mik (26 2)
_J0, falls k gerade,da dann mit (+) etk —
%, falls k ungerade, da dann mit (+) etk — _1q

(+) Da fiir k € 2Z gilt, dass e~*** = cos(kx) — i sin(kx) und
fur k € (2n +1)Z e~ = cos(kx) — i sin(kx)
——r  —

~—

Die FOURIER-Reihe von f lautet

= 2 ient1)x _ —i(2n+1)x 4 o sin((2n+1)x)
ng)m’(antl) (e >_7rZ 2n+1

]’l:

f+ R — Rist eine 27t-periodische Funktion, wobei f|,,, eine Treppenfunktion ist.
Damit folgt mit Lemma (7.14), dass

4i in((2n +1)x)
T 2n+1

im quadratischen Mittel gegen f konvergiert. Die Reihe konvergiert aber nicht punkt-

weise gegen f, da:

sin((2n+1)-0)
2n+1

.. s 4 voo sin((2n41)-7)
e fiir x = mrist EZHZOT

o firx=0ist =Y, = 0 und 0 konvergiert nicht gegen 1

= 0 und 0 konvergiert nicht gegen —1
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(7.18) Satz

Sei f : R — R eine 2m-periodische Funktion, die stetig und stiickweise stetig
differenzierbar ist.

Dann konvergiert die FOURIER-Reihe von f gleichméfiig gegen f

Beweis

Es gibt eine Zerlegung 0 = tg < ... < t, = 27, sodass f ‘[tj—lzt]’] stetig differenzierbar
ist.

Sei ¢; : [ti_1,tj] — R die stetige Ableitung von f|[tj_1,t]-] und ¢ : R — R die 27-
periodische Funktion, die auf [t]',l, tj] mit ¢; tibereinstimmt fiir j = 1,..., 7.

Fiir die FOURIER-Koeffizienten 7y von ¢ gilt nach (7.10)

(ee]

Yo Iml? < gl < oo

k=—c0

Fiir k # 0 lassen sich die FOURIER-Koeffizienten c; von f durch partielle Integrati-
on aus den FOURIER-Koeffizienten von ¢ gewinnen:

= / f(x)cos(kx)dx —i [ f(x)sin(kx)dx (da e=** = cos(kx) — isin(kx))

tjfl tjfl

- %(f(x) sin(kx)|; | - / 9i(x) sin(kx)dx)

(f(x) cos(kx)|2;1 - / @j(x) cos(kx)dx)

ti1

=1 =

_|_

t

(f(x)(—isin(kx) + cos(kx))\? .~ | ¢j(x)(cos(kx) — isin(kx)))

i
ti1
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damit gilt
1 27
K= E/f(x)e_lkxdx
0
Ji
= % ) f(x)e ™ dx
] 1t]-,1
=3 (¢ (rem e g )
= — —| f(x)e pi(x)e X
2m = \k b1 7

j=1 i Ho
] 27 o
_ —ikx | —ikx
=5 n(f(x)e . O/(p(x)e dx)

i

- L ( Fm)e T _ F(0) - 07ng0(x)eikxdx>

. 2r
__L —ikx
e o
0
27

__i i —ikx
= znO/go(x)e dx

(. J/
-~

Yk

__i

Firallea, p € Cgilt |aB| < 3(|a|?+ |B|?), denn:

0< (Ja] = [B)* = laf* — 2[a| - [B| + [B* = la| — 2]ap| + |B]>
= 20ap| <[l + [P
—

2B] < 3 (12 +1B2)
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1/1 )
SE k_2+|')’k|

Mit der Konvergenz der Reihen ) ° ; k1_2 und Y2, |y¢|* folgt

Damit ist

_ i
el = |-

Y led< Y 4 (%+wﬁ)

k=—c0 k=—o0

1 o
_§<Z_ 2
< 0

Mit WEIERSTRASS folgt die absolut gleichmiflige Konvergenz der FOURIER-
Reihe von f, da

| Y ae™ < Y Jae®™ = Y Jelle® = Y o] < o0

k=—o0 k=—o0 k=—0c0 k=—o0

Sie konvergiert mit VII(2.5) gegen eine stetige Funktion. Diese bezeichnen wir mit g.
Die FOURIER-Reihe konvergiert also im quadratischen Mittel gegen f und g.

= [If =gl =0, da

If=gll=1lf— ¥ ad™+ ¥ ae™—gl|

k=—o0 k=—o0
- ik - ik
<|lf= Y ae™+I[ Y ™ —gl|
k=—o0 k=—c0

=0

Mit der Stetigkeit von f und g folgt f = g¢:
Denn angenommen f # g:

Dann 3 ¥ € R sodass f(¥) # g(¥). Da f, g stetig sind, existiert eine Umgebung U
von X mit f(x) # g(x) Vx e U

27T

= lf-glP = 5= [(F+ 8P ()

0
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= [Fror@d - [ (Fren
xel xe[02]\U

> [ (F+gP0)dx >0
xel >0

Was ein Widerspruch zu || f — g|| = 0 ist.
Alsoist f = g.
Damit konvergiert die FOURIER-Reihe von f absolut gleichméfiig gegen f. [
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