Hermite-Polynome
Vortrag zum Seminar zur Analysis, 04.10.2010

Thomas Heinrichs

,Abel has left mathematicians enough to keep them busy for 500 years.”
— CHARLES HERMITE

Dieser Vortrag behandelt vordergriindig die sogenannten Hermite-Polynome nach
Charles Hermite und einige ihrer Eigenschaften. Aufferdem wird ein kurzer Blick
auf Charles Hermite geworfen und einige Gebiete genannt, in denen die Hermite-
Polynome Anwendung finden.
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§1 Charles Hermite

Charles Hermite (x 24. Dezember 1822 in Dieuze (Lothringen); + 14. Januar 1901 in
Paris) war ein franzosischer Mathematiker.

Abbildung 1: Charles Hermite ca. 1887

— Biographie —

Hermite verlie als Student die Ecole Polytechnique im Streit, nachdem ihm wegen
unzureichender Leistungen strenge Bedingungen auferlegt wurden. In den folgen-
den Jahren entwickelte er sich aus eigener Kraft, im Austausch insbesondere mit
Joseph Liouville, zu einem produktiven Mathematiker. 1848 wurde er Lehrbeauf-
tragter, 1869 Professor an der Ecole Polytechnique; von 1876 bis 1897 unterrichtete
er nur noch an der Sorbonne. 1856 wurde er in die Académie des Sciences gewdihlt,
1883 in die rémische Accademia dei Lincei.

Hermite stand in engem Austausch mit Joseph Liouville, Charles-Francois Sturm
und Augustin Louis Cauchy; zu seinen Schiilern gehorten Gosta Mittag-Leffler, Jac-
ques Hadamard und Henri Poincaré; er heiratete die Schwester von Joseph Bertrand
und wurde Schwiegervater von Emile Picard.

— Beitrag zur Mathematik —

Hermite arbeitete in Zahlentheorie und Algebra, iiber orthogonale Polynome und el-
liptische Funktionen. Er erzielte wichtige Ergebnisse tiber doppelt periodische Funk-
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tionen und Invarianten quadratischer Formen. 1858 1ste er eine algebraische Glei-
chung fiinften Grades mit Hilfe elliptischer Funktionen.

1873 erzielte er sein wohl beriithmtestes Resultat: Er bewies, dass die eulersche Zahl e
transzendent ist; auf Hermites Methode aufbauend bewies Carl Louis Ferdinand von
Lindemann 1882 die Transzendenz der Kreiszahl 77 (Unmoglichkeit der Quadratur
des Kreises).

Folgende mathematische Dinge werden heute nach Hermite benannt:

* Die hermitesche Differentialgleichung iy’ — 2xy’ 4+ 2ny = 0, n € Ny;
e die hermiteschen Polynome H,(x);
¢ die hermitesche Interpolationsformel;

¢ die Bezeichnung zweier Matrizen, die adjungiert (also komplex konjugiert und
transponiert) zueinander sind, auch als hermitesch konjugiert;

¢ die hermitesche Normalform fiir ganzzahlige Matrizen;
¢ die hermitesche Form;
¢ die hermitesche Funktion sowie

¢ der hermitesche Operator.

§2 Hermite-Polynome

In diesem Abschnitt werden die Hermite-Polynome, ihre erzeugende Funktion, sowie
die Rekursionsformeln zur rekursiven Darstellung eingfiihrt.

— Definition Hermite-Polynome —

(2.1) Definition (Hermite-Polynome)
Die Hermite-Polynome Hy(x), n € INp, in R[x] sind definiert durch

2 d" 2
X e, néeNp.

Hy(x) = (=1)" T R
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Durch diese Darstellung erhalten wir durch Differenzieren direkt die ersten Hermite-
Polynome:

4x* —2) =4x* -2
—8x% 4+ 12x) = 8x% — 12«

2 _ .2
x) = (=1)3%% e ¥

(
(
(
(

16x* — 48x% +12) = 16x* — 48x% 412

Hy(x)

Abbildung 2: Hermite-Polynome

Hiermit leiten wir zum zweiten Unterabschnitt tiber.

— Erzeugende Funktion —

(2.2) Satz (erzeugende Funktion)
Fir x,t € R gilt
= H,(x)

w(x, t) _ eriEft‘2 _ Z

n=0

tTl
n! '

Die Funktion w wird auch erzeugende Funktion der Hermite-Polynome genannt. ¢
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Beweis
Die Funktion w ist von t € R abhédngig und somit stetig differenzierbar. Daher kann
sie fiir ein festes x um 0 in eine Taylorreihe entwickelt werden. Also hat man

© p(n)
w(x, t) = e2xt—t 2 th, fiir t € R.
n=0 :

Nun folgt

" d 2 o[ 9" 2
(n) I 2xt—t _ x| Y —(x—t)
w'\" (x,0) {atnw(x, t)} . [81‘”6 L:o e {81‘”6 ] )

Abschliefiend substituieren wir # = x — t und erhalten

n n
(-1)"e” [ddu”e_uz] - (_1)nex2ddxne_x2 = Hy(x).
u=x

Daraus ergibt sich eine weitere Darstellung in folgendem

(2.3) Korollar
Sei n € Ny. Hy(x) ist ein gerades bzw. ungerades Polynom vom Grad n, falls n
gerade bzw. ungerade ist. Es gilt

/2l (—1)kn!

Hy(x) = = m(zx)n_Zk
und inbesondere fiir x =0
H,y(0) {0, | falls n ungerade,
(—1)"/2 (n;}Z) falls n gerade. o

Beweis
Aus (2.2) und der Reihendarstellung der Exponentialfunktion erhdlt man

i Hn(' )tn 22) e2xt, 2 Z kl 2xt k. =
n— = 1=0
0 _ l 00 (e

. —(2xt)" = t 2xt
kl' ( )k 21
k=0"" 1=0
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00 _1\!
-y Y ( 1!1) 2l o i 3 (2xt) 22!

n=01=0

© n _ 1\l
= n\é%)lg(:) l!(z(n 1)21)! (2x)2n—21t2n
_ @ 12 (_1)l n—2l4n
—n;) P TR

o [|n/2] !
_ (_1) n— n
_;1;)( EO 0 — a1y %) Zl)t /

da man wegen der absoluten Konvergenz beliebig umordnen darf. Durch Kooeffizi-
entenvergleich von t" folgt

(=1) S

—_— = —(Zx)n—ZZ _ —(Zx)”_‘?'l
& og;/zl!(n—ZZ)! z;) I'(n —21)!
LH/ZJ (—1)11’1'
= — 7 n—21
und damit die Behauptung. -

Kommen wir nun zu einer rekursiven Darstellung der Hermite-Polynome im néchs-
ten Unterabschnitt.

— Rekursionsformeln —
(2.4) Satz (Rekursionsformeln)
Fiir alle x € R,n € N gilt
a) Hy1(x) —2xHu(x) +2nH,_1(x) =0,
b) H),(x) =2nH, 1(x),
c) Hj/(x) —2xH](x) + 2nH,(x) = 0. o
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Beweis
a) Aus (2.2) ergibt sich

9 (1) = 221 = (23 — 212 = (2% — 28 w(x, 1)
& gw(x, t) — (2x —2t)w(x, t) =0,

woraus man durch die Potenzreihendarstellung von w

giH”() (2x — 2t) i

n!

O

Hy(x

" x " o o
o " —2x ) oy ik +2t2
n=0 : n=0

erhilt. Da die Potenzreihe gliedweise differenzierbar ist, hat man

~—

[e0]

Z n—1'tn1 2x Z t”+2Z Hul&) nia _

Nun folgt durch Indexverschiebung

o [o0] H o _
Z n+1|(x)tn_2xz n('x)tn_’_zz Hi’l 1(x')tn:O
n=0 n n=0 n. n=1 (7’1—1).
o Hu(x) — Hyo1(x)
& Hy(x) — 2xHy( ”“ —2 AL L -
) -2y + 3 S e Y S 2 ) G <o

=0

Hn+1(x) _
n! n! (n—1)!

< Hyi1(x) —2xHu(x) +2nH,_1(x) =0

und damit die Behauptung.

b) Analog zu (a) erhélt man

J _ 9 on 2y ont 2 _
aw(x, t) = 37 = 2te = 2tw(x, t)

d
& aw(x, t) —2tw(x,t) =0,
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also folgt durch die Potenzreihendarstellung

dx = n! = n!

v Hi(%) 0 Ho(%) i
@Z%) n!t—zzO =0

n= n=

! ! im0 ™
Daraus erhalten wir durch Indexverschiebung
o0 Hl 00 H _
Y —”('x)t” —2 ) el 1<x?t” =0,
= n! = (n—1)!

und anschliefsend durch Koeffizientenvergleich von t* das gewiinschte Resultat.
Hy() L Hya(d)
n! (n—1)!

& H,(x) —2nH,_1(x) =0

c) Ergibt sich aus (a) und (b).
Es gilt fiir alle n > 2

H)(x) = (Hy(x)) € 20, (x) € an(n — 1) H,(x),

n—1
woraus sofort
H)!(x) — 2xH,,(x) + 2nH,(x)
=4n(n —1)H,_2(x) —4nxH,_1(x) + 2nHy,(x)
=2n (2(” - 1)Hn—2(x) - Zan—l(x) + Hn(x))j

=0,nach(a)

=0
folgt. Fiir n = 1 erhélt man
HY (x) — 2xHj(x) + 2H; (x)
= (2x)" — 2x(2x)" +4x
=0 —4x +4x

= 0. =
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§3 Hermitesche Differentialgleichung

Kommen wir nun zu den Hermiteschen Differentialgleichungen in folgender Definiti-
on:

(3.1) Definition (Hermitesche Differentialgleichung)
Sei n € INy. Dann heifst

y'—2xy +2ny =0
die Hermitesche Differentialgleichung. o

(3.2) Korollar
Die Hermite-Polynome geniigen der Hermiteschen Differentialgleichung

y" —2xy' +2ny = 0.

o
Beweis
Folgt sofort aus (2.4)(c). O
Als Folgerung erhalten wir das
(3.3) Korollar
Die Funktion
un(x) — ei.XZ/ZHn(x), n e ]NO,
erfiillt die Differentialgleichung
ul(x) + (2n +1 — x*)u,(x) = 0. o

Beweis
Einsetzen der Funktion u, in die Differentialgleichung liefert

(e /2H,(x))" + (2n 41— x¥)e ™ /2H, ()
— (—xe ™ 2H,(x) + e < 2H,(x)) + (2n +1— x¥)e ™ /2H,(x)
= (e7/2(=xHy(x) + Hy,(x))) + (21 +1 — x)e /2 Hy (x)
— —xe /2 (—xH,(x) + Hj(x)) + e /2 (—=xH,(x) + Hj(x))'
+ @2n+1—xY)e " /2H,(x)
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— —xe*x2/2(—an(x) + Hy,(x)) + e*xz/Z(—Hn(x) — xHy (x) + Hy/(x))
+ (2n+1-— xz)e*xz/an(x)
= e V/2H" (x) — 2xe~¥/2H/,(x) + 2ne *"/2H,(x)

= ¢7/2 (Hyl(x) — 2xH(x) + 2nH, (x)

=0,nach(2.4)(c)

=0. -

§4 Orthogonalitit

Nachfolgend wollen wir die Orthogonalitdt der Hermite-Polynome untersuchen.

— Definition Orthogonalitit —

Zunéchst zur Erinnerung folgende

(4.1) Definition (Orthogonale Funktionen)
Ein Funktionensystem g,, n € INy, nennt man orthogonal auf dem Intervall [a, b] mit
dem Gewicht o(x), wobei o(x) > 0, fiir alle x € [4, b], wenn

b
/Q(x)gn(x)gm(x)dx =0, fur alle n,m € Ng mit n # m

a

gilt. o

— Orthogonalitit Hermite-Polynome —

(4.2) Satz
Die Hermite-Polynome sind orthogonal mit dem Gewicht e~*". Daraus erhilt man

/ e_szn(x)Hm(x)dx =0, furallen,m e Ny mitn # m.

Y o

10
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Beweis
Es gelten die Voraussetzungen und Bezeichnungen aus (3.3), dann erhélt man

(upy (x) + (21 + 1 — 2 un (x) ) um (x) — (ugy(x) + (2m + 1 — 2 m(x) )i (x) =0
Sl ()t (%) + 21+ 1 — 2 () 0 (x) — () 1 (%)

—2m+1— x2) (), (x) =0
Sl () (x) — up(x) ) (x) + (21 — 2m)uy (x)upm(x) =0
& 1y () (x) + uy ()1, (x ) 1y, () 43y (%) — 14 () 47 (%)

+2(n — m)un (x)um(x) =

& %(u;(x)um(x) — 1 (X) 17, (x)) +2(n — m)uy(x)tupm(x) =0

Daraus folgt durch Integration tiber das Intervall (—oo, )

Ju
m(

o0

kh_)ngo [u;(x)um(x) — un(x)u;n(x)]k_k —|—/ 2(n — m)uy(x) gy (x)dx =0

& lim [(—xe*xz/an(x) + e*xz/zH;(x))e*xz/sz(x)

k—o00

k
e 2y () (—xe 2 H () + e 2H ()]

+ / 2(n — m)uy (x)tty (x)dx =0

—00

k—o00
A

& lim [e*xz/z (H;, (x)Hp (x) — Hn(x)H,'n(x))}k_k +2(n—m) / Uy ()t (x)dx = 0

-~

=0
und somit

n#m

2(n—m) / Up (X) Ul (x)dx =0

|
8\8
=
Ny
5
Il
o

Aus ) ,
up(x) = e */2Hy(x) und uy(x) =e*/2H,(x) (siehe (3.3))

ergibt sich schliefllich das gewiinschte Resultat

/ ¢~ Hy (x)Hy (x)dx = 0, fiir alle 1, m € No mit 1 # m.
— 00 |:|

11
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(4.3) Lemma
Fiir n = m in (4.2) folgt

/ e_sz,%(x)dx =2"nl\/m, firallen € N.
oo o

Beweis
Zunichst betrachten wir die Fille n = 0 und n = 1. Es gilt

/e_szg(x)dx: /e_x2dx: Vv =2%!7,
sowie - -
/esz%(x)dx: /4ex2x2dx
T iell 1 k T
=4/xe_"2 x dx P2 4 lim [——xe"‘2] —I—Z/e_xzdx
\//'/\_/ Integration k—col 2 —k
—0c0 =u ~~ - —00
=0
=2y =2M11/7.

Sei also n > 2. Nun benutzt man (2.4)(a), ersetzt n durch n — 1, multipliziert mit
H,(x) und erhalt

H;%(x) - szn—l(x)Hn(x) + 2(” - 1)Hn—2(x)Hn(x) = 0.

Des Weiteren ergibt sich aus (2.4)(a) durch Multiplizieren mit H,_1(x) die Glei-
chung
Hy1(x)Hy—q(x) — 2xH, (x)H,_1 (x) +2nH?_{(x) =0,

die anschlieffend von der ersten Gleichung subtrahiert und mit e

wird. Es ergibt sich

multipliziert

Hyj(x) = 2nHy_(x) +2(n — 1) Hy—2(x) Hu(x) — Hyr1(x)Hyo1(x) = 0
& e (H2(x) — 2nH2_ | (x) +2(n — 1) Hy_o(x)Hu(x) — Hyy1(x)Hy 1(x)) =0
& e_sz,%(x) - Zne_sz,%_l(x) +2(n— 1)e‘x2Hn_2(x)Hn(x) - e_sznH(x)Hn,l(x) = 0.

12



Hermite-Polynome §5 Anwendung

Integriert man tiber das Intervall (—oco, o) folgt

o0 oo

/e_sz,%(x)dx—Zn / e_XZHﬁfl(x)dx

—00 —o0

Y 2(n—1) / e~ Hy_p(x) Hy(x)dx — / e~ Hy 1 (x)Hy_q (x)dx

—0,nach (4.2) —0,nach (4.2)
=0
a2
<=>/ x)dx = 2n / e ¥ H2 | (x)dx.

Diese Gleichung n — 1 mal auf sich selber angewendet ergibt sich letztendlich

(o) [e9)

/eXZH,%(x)dx:Z”ln!/esz%( )dx = 2"n!\/T.
—o0 —o0 ]

(4.4) Bemerkung
Zusammengefasst ergibt sich aus (4.2) und (4.3)

[ee]

/ e_szn(x)Hm(x)dx = 2"n\\/TT - bpm, fiir alle n,m € INy.

Y o

Kommen wir abschlieffend noch kurz zur Anwendung der Hermite-Polynome im
letzten Abschnitt.

§5 Anwendung

Ihre Bedeutung erhalten die Hermite-Polynome durch ihre vielseitige Anwendbar-
keit in der Physik. Zum Beispiel werden sie zur Konstruktion der orthonormierten
Losungsfunktionen des quantenmechanischen harmonischen Oszillators benétigt.

13
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Ein harmonischer Oszillator ist ein physikalisches System, bei dem die Zeitent-
wicklung eines der Systemparameter einer Sinusfunktion folgen, also ,harmonisch
schwingen” kann und damit der Differentialgleichung ¥ + w?x = 0 geniigt. Beispiele
fiir harmonische Oszillatoren sind das Federpendel oder der Schwingkreis.

Diese Losungsfunktionen entsprechen den hermiteschen Funktionen hy,, die man aus
den Hermite-Polynomen H, durch Multiplikation mit der Gaufischen Normalver-
teilung erhalt.

(5.1) Definition (hermitsche Funktionen)
Sei n € Ny, dann nennt man

o (x) 1= —— 2R (x)

2nnl/ 1T

die hermitschen Funktionen. o

14



