Laguerre - Polynome
Vortrag zum Seminar zur Analysis, 06.10.2010
Evgeny Saleev

Die LAGUERRE-Polynome werden in der Quantenmechanik bei der Losung der SCHRO-
DINGER-Gleichung angewendet, insbesondere im Falle des Wasserstoffatoms. Sie sind
dabei in folgender Weise Losungen der LAGUERRE’schen Differentialgleichung:
xL)/(x) + (1 —x)L),(x) +nL,(x) = 0 fiir n € INp. Die LAGUERRE-Polynome sind des-
weiteren orthonormal beziiglich eines entsprechenden Skalarproduktes. Dies, sowie
weitere Aussagen zu den LAGUERRE-Polynomen, wird im Folgenden hergleitet.

(0.1) Definition (Laguerre-Polynome)
Die LAGUERRE-Polynome L, (x), n € Ny, sind definiert durch

Ly(x) = aexdx” (x"e™).

Lo(x) =1, Li(x) = —x+1, L(x) = %(xz _4x+2).
Im folgenden wird gezeigt, dass es sich bei den in (0.1) definierten Objekten wirklich
um Polynome handelt.

(0.2) Lemma
L,(x) ist ein Polynom vom Grad n mit L,(0) = 1 und

i £ () com

k=0

Beweis
Fiir den Beweis des Lemmas wird hier die LeiBNi1zsche Formel gebraucht, die an
dieser Stelle erst eingefiihrt und bewiesen wird.

SeienD CC, f,g:D —=C,x¢€ Dundn ¢ INo, f, g n-mal differenzierbar in x. Dann
gilt
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Wir beweisen diese Formel durch vollstindige Induktion: Fiir n = 0 ist die Behaup-
tung klar. Es gelte die Behauptung fiir ein n € INp. Dann gilt fiir alle x € D
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Also gilt die Behauptung fiir n + 1 und somit per vollstandiger Induktion fiir alle
n € Np.

Nun kann Lemma (0.2) bewiesen werden:
Fiir n € INg, x € R gilt

def 1 . d% .
L) & Lo (o)
o) lXi n d_k( %) =t
n! k) dxk dxn—k
k=0
Wir wissen %e’x = (—1)*e™*. Des weiteren gilt
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dd;n*kan =nn—1) - (n—(n—k—1))x"~=k=1)=1 = 2k Wir erhalten also

n!

Loy (1 k-2 k
Ly(x) = me"k:O (k)(—l) e X
no(—1 k
-yl (Z)xk € Qlx]
k=0 ’
Dies ist ein Polynom vom Grad n. Aus dieser Darstellung folgt insbesondere

Ly(0) = (_01!)0 <g) Ly (_Ij)k (Z)ok —1.140=1.

k=1 [
Der folgende Satz betrifft die erzeugende Funktion
(0.3) Satz
Firalle x,t € R, |#] < 1 gilt
e—xt/(l—t) 0
w(x,t) = ———— =) Luy(x)t".
1—t n=0 <

Beweis
Fiir den Beweis werden die folgenden Identititen vewendet. Zum einen fiir die Ex-
ponentialreihe

k=0

fiir alle x € R. Und zum anderen

1 > +k\ ,
() ®

fir k € Np,z € R und |z| < 1. Deren Bekanntsein wird vorausgesetzt (siche A.
Krieg: Analysis I. Skript, RWTH Aachen 2007, insbesondere fiir die zweite Identitét
vgl. I1I(4.11) ). Eine wetere bekannte Identitit, die verwendet wird, ist

I n l I—k
Y Y b= Y (z br) @
n=0 k=0 k=0 r=0
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fiir alle (a;), (b;) € RMNo und I € Ng. Damit erhélt man fiir x,t € R, || <1

p—xt/(1-1) @) Y, (*xt/lgllff))k
1—t 1—t
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Die Aussage (3) wird dabei mit a; = %xk und b, = (*I7)#*+" verwendet.

(0.4) Satz

Fiir alle x € R und n € IN gilt

a) (n+1)Ly41(x) 4+ (x —2n —1)Ly(x) +nL,—1(x) =0,

b) Ljy(x) = Ly, _1(x) + Lyp1(x) =0,

¢) (x =n—1)Ly(x)+ (n+1)L; 4 (x)+ (2n +2—x)Ly(x) — (n+1)L,11(x) =0,
d) xL}(x) = nL,(x) —nL,_1(x).

Beweis
a) Fur x,t € R, [t| <1 gilt

(1- t)zaa—zf(x, £+ (x— (1—1)w(x,t) =0,
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denn

B 2aZU def B 22 e—xt/(l—t)
(1=1)"=-(x1) Q=85 | g

= (-9 (1—1)2
_ X(]tl— t) )—g xt xt/(l—t)(l t) + e—xt/(l—t)
— ¢
X x/aen Lt e
1-¢t° T

Fiir jedes feste x € R ist die durch w(x,t) gegebene Reihe eine Potenzreihe.
Somit kann sie innerhalb des Konvergenzkreises (hier fiir |t| < 1) gliedweise dif-
ferenziert werden. Bei Anwendung der gliedweisen Differentiation auf die durch
w(x, t) erzeugte Reihe gilt

e ()

(t())/_ o0

%(Ln(x)t”) L Y nLu(x)t"!

Ms

=0 n=1
=Y (n+ 1)Ly (x)t"
n=0
Mit der zuvor gezeigten Identitdt erhalten wir also
(1= Y (n+1)Lys1 ()" + (x —1+1£) Y Ly(x)" = 0.
n=0 n=0
Fiithre nun einen Koeffinzientenvergleich von " durch.
linke Seite = ) (n+1)Lygq(x)t" —2- Y (n+ 1)Ly ()81
n=0 n=0
+ Z (n+1)Lypq ()2 4+ (x = 1) Z X+ Z Ly (x)t" 1
n=0 n=0
= (n+ 1) Lyq ()" + (x — 1) Z t”-I—ZLn_l(x)t”
n=0 n=0 n=1
—2- Y nLy(x)t" + Z (n —1)Ly_1(x)t"
n=1 n=2
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b)

Da der obige Term gleich Null ist, muss fiir jedes n € IN>, gelten
(n+1)L,4q1(x) + (x — 1)Ly (x) —2nL,(x) + Ly_1(x) + (n —1)L,_1(x) = 0.
Dies ist dquivalent zu
(n+1)L,1(x)+ (x —2n—1)L,(x) +nL,_1(x) =0,

was die Behauptung fiir ein n > 2 darstellt. Fiir den Fall n = 1 ist der letzte
Summand nicht relevant. Man erhalt

(n+1)Ly41(x) + (x —1)Ly(x) —2nLy(x) + Ly—1(x) =0
= (14+1)L1p1(x)+(x—=2-1—1)Ly(x) + L1_1(x) =0,
was die Behauptung fiir den Fall n = 1 darstellt.
Fur x,t € R, [t| < 1 gilt

ow o (e xt/(1-H) t xt/
_ )= (1 ) /()
(1—1) o (x,t) = (1 t)ax ( 17 > 1 te tw(x,t).

Daher also 5
(1- t)%(x,t) + tw(x, t) = 0.

Fiir jedes feste + € R mit [t| < 1 ist die durch w(x,t) gegebene Reihe eine Po-
tenzreihe, die innerhalb ihres Konvergenzkreises (hier fiir alle x € R) gliedweise
differenziert werden kann. Man erhalt

(1-1) i L/ (x)f" + f Ly_1(x)t" = 0.
n=0 n=1

Fiihre nun auf analoge Weise wie in a.) einen Koeffizientenvergleich fiir t" durch.
Nach Ausklammern in der obigen Identitédt erhadlt man

Z L;z Z L/ tn+1 + Z L tn+1 —0.
n=0 n=0

Dies ist dquivalent zu
Y Li(x 2 L 1 (x)t"+ Y Ly_1(x)t" =0.
n=0 n=1

Fiir jedes n € IN gilt also

Ly(x) = Ly 1 (x) + Ly—1(x) =0

Dies ist die Behauptung.
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<)

Aus a) erhilt man durch Auflosen nach nL,_1(x):
nLy_1(x) = —(n+1)Ly11(x) + (2n 4+ 1 — x)Ln(x)

Indem man dies ableitet (wobei der letzte Summand mit Hilfe der Produktregel
abgeleitet wird), erhdlt man

nly_q (%) = =(n+ DL (¥) + 20+ 1 = x) Ly (x) = La(x).
Man multipliziere die Gleichung aus b) mit n:
0=nL),(x) —nL],_;(x)+nL, 1(x)

Setze hier fiir die linke Seite jeweils einer der beiden zuvor genannten Identitdten
die rechte ein. Man erhalt

0 = nLh(x) — (—(n+ DLy () + @20 +1 - )Ly(x) — Lu(x))
—(n+ 1)Ly (x) + (21 +1 = x)Ly(x)
L) + (1 DL () — (24 1= X)L(x) + La(x)
—(n+1)Ly1(x)+ (2n+1—x)L,(x)
= nLy(x) — (2n+1—x)Ly(x) + (n+1)L; 4 (x)
+(2n+1—x)L,(x)+ Ly(x) — (n+1)L,11(x)
= (x—n—1)Ly(x) + (n+ 1)L}, (x)
+(2n+2—x)Ly(x) — (n+1)L,41(x)
Wir erhalten die Behauptung.
Fiir n = 1 lautet die Behauptung xL] (x)

sie ist also giiltig, da Lo(x) = 1 und Lq(x)
n — 1 statt n. Man erhalt

L (x—(n—1) = DLy (x) + (1= 1) + D)LYy (3)
+(2(n—1)+2—x)L_1)(x) = ((n = 1) + 1)L—1)41(x)
= (x—mn)L,_4(x)+nL,+ (2n — x)Ly_1(x) — nLy(x).
Lose die entstandene Gleichung nach L/, ,(x) auf:
(x = )Ly () = —nL (%) + (3 — 20)Ly 1 (%) + 1L ()
Setze dies in die mit (x — n) mutliplizierte Identitdt aus b) ein. Man erhélt
0 = (x—mLy(x) — (¥ — ML (x) + (x = 1)Ly 1 (%)
= (x—mn)L,(x)— (—nL, + (x —2n)L,_1(x) + nLy(x)) + (x — n)L,_1(x)
= xL)(x) —nLy(x) +nL,_1(x),
was der Behauptung entspricht. [

Li(x) — Lo(x) & —x = (—x+1) — 1,
= —x + 1. Fir n > 2 verwende ¢) mit

0
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(0.5) Korollar
Fiir alle n € N gilt

xL(x) 4+ (1 —x)L},(x) +nL,(x) = 0. o

Beweis

Fir n = 0 fillt wegen Lo(x) = 1 fir alle x € R die linke Seite der Behauptung
weg und diese gilt somit. Sei n > 1 (dies ist notig, da Aussagen in (0.4) fiir n € IN
gemacht werden). Differenziert man (0.4) d), so erhdlt man

L, (x) 4 xL)(x) = nL},(x) —nL)_(x).
Das heifst
xLy(x) = =Ly(x) = n(Ly 1 (x) — Ly (x))
—Ly(x) = nlya(x)
—L)(x) + xL'( ) —nLy(x)
= —(I=x)Ly(x) = nLa(x).
Man erhélt die Behauptung. O

Bevor wir zum nédchsten Satz tibergehen, zeigen wir, dass das folgende RIEMANN-
Integral existiert

/e x)dx fir alle P(x) € R[x].

0
Sei n der Grad von P|x]. Fiithre Induktion tiber n: Fiir n = 0 ist P[x] = c fir eine
Konstante ¢ € R, das heifit das Integral ist [—c-e *]; = 0+c-¢® = c. Ange-
nommen, das Integral existiert fir ein n € IN. Mit partieller Integration gilt dann
Jo e *Plx]ldx = [—e*P[x]]g + [, e *P'[x]dx. Wenn P[x] Grad n + 1 hat, so hat

P'[x] Grad n, das rechte Integral existiert also nach Induktionsvoraussetzung. Betref-
fend des ersten Summanden gilt [—e *P[x]]5 = — limy—« P[x] +¢%P[0] = —0+ P[0],
da die Exponentialfunktion schneller wéchst als jedes Polynom (um dies zu zeigen,
wende man die Regel von de I’'Hospital n-mal an, wobei n der Grad des Polynoms
P[x] ist). Insgesamt existiert also das Integral und wir erhalten die Behauptung fiir
n 4+ 1 und somit per Induktion fiir alle n € IN.

Demniéchst wird gezeigt, dass die LAGUERRE-Polynome orthonormale Polynome
zum Skalarprodukt mit der Gewichtsfunktion e™* sind.
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(0.6) Satz

Es gilt

a) [y e La(x)Lm(x)dx =0 fiir alle n # m mit n,m € Ny,

b) [5 e *L3(x)dx =1 fiiralle n € Ny. o
Beweis

a) Fiir die Funktion

gilt

(xt () (m+ 5 = 5 Yum(x) = 0,
denn
(xup(x)) = wup(x) + xuy, (x)
= —Ze 2L, (x) + L (x)e /2
) —ul (%) ’
+x (—%e‘x/z(L;(x) — %Ln(x)) +e 2 (L (x) - %L;(x)))
_ /2 (L;,(x) _ %Ln(x) — gL;(x) + an(x) + xL)(x) — %L;(x))

= ¢ ¥/2 (1 —x)L;,(x) +xLy(x) + nLy(x) +(—n — % + E)Ln(x)

S/

=0 nach (0.5)

= —(n+ % - Z)un(x).

Multipliziert man nur die obere der beiden Gleichungen mit u,,(x) und subtra-
hiert davon die zweite, multipliziert mit u,(x), wobei m # n, so erhélt man

(xaty (x)) s (x) = (1t (%)) 14 (x) + (1 = )1 ()t (x) = 0.
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Da gilt

(1t (x)) i (x) = (1t (x)) 1 (%)

(21 (x) 14y () )t () = (243, (x) =+ 183, (%) )t (%)
(%) 14 () — 1t ()14 () + 2 (21 (%) 14 (x)

+(u; ( Yty () — 143 (%) 103 () — 1 (x) 11 (%))

= [x ul () 1ty (x) —un(x)u,’n(x))}/

erhilt man

beziehungsweise
(11— ) ()t () = — [+ (24 ()t () — 10 (x)113, ()]

Beide Terme in der obigen Identitét sind von der Form e *P[x] fiir ein Polynom
P[x], denn u,(x) und u,(x) sind von der Form e~*/2P[x]. Damit ist ein Produkt
der zweien von der angegebenen Form. Also kann man eine Integration {iber
[0, c0) durchfithren. Danach erhalten wir fiir [~ e™*Ly (x) Ly (x)dx:

/e x)dx = ( /un
0 0

= lim (=1, (x)um(x) — ()16, ()]
Igrolo R (1t (R)um(R) — un(R)up, (R)) 40 - (u;(O)um(O)v— 1n(0)1;,(0)) = 0.

=0, da von de;rForm e*RP[R]
Daraus ergibt sich (n — m # 0) die Behauptung.

b) Fiihre vollstindige Induktion nach n durch.
Fir n = 0 gilt:

Firn =1:

10
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(.

Part Int. [—e’x(x2 —2x + 1)};o + /ex(Zx —2)dx
0

~~

=1

-

FatInt g [e™(2x — 2)}80 -I-Z/e_x dx =1.
) 0
=2

Sei nun n > 2. Verwendet man (0.4) a) mit n — 1 statt n und multipliziert diese
Identitdt mit L, (x), so erhédlt man

nL2(x) + (x —2n +1)L,_1(x)Ly(x) + (1 — 1) L—p(x)Ly(x) = 0
Davon subtrahiert man die Gleichung (0.4) a) multipliziert mit L,,_1(x) und erhilt

0 = nLy(x)+ (x =21+ 1)Ly_1(x)La(x) + (2 — 1)Ly _2(x) Ln(x)

[+ 1)L (3) + (¥ = 21 = D)Ly (x) + 1Ly 1 (x)] - Ly 1 ()

= nLy(x) = nLi_1(x) = (n+1)Lys1 (¥)Ly1(x) + 2L (x)Ly—1(x)
(1= 1)La(x)Ly-2(x)

Multiplikation mit 1¢=* und Integration iiber [0,00) (moglich, da Integrand von

der Form e~ *P[x]) ergibt (zur Ubersichtlichkeit "(x)" hinter den L; ausgelassen):

T 1 2 —1
0 — /e—x (L% 2 L 4+ Sl g+ LnLn_z) dx
/ n n n
= /e_xL% dx — /e_foll dx
0 0
T 1 T T ooon—1
—/exn—ni_ Lyi1Ly 1 dx+/exELnLn_1dx+/exn . L,L,_»dx
0 0 0
“_') —xLZd —xLZ d
= e “Lydx — [ e *L\ _qdx
0 0
or /e"“LZolx—/e_xL2 dx
— n n—1
0 0

Dies ergibt den Induktionsschritt und mit vollstandiger Induktion ergibt sich die
Behauptung. [
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