Schwartz Funktionen und Faltung
Vortrag zum Seminar zur Funktionalanalysis, 21.03.2011

Alexander Katzur

Die Nachfolgende Arbeit beruht auf den Seiten 235-243 des Lehrbuches Real Analy-
sis - Modern Techniques and Their Applications von Gerald B. Folland. Sie liefert eine
Einfithrung in die Theorie der Schwartzraume, wobei die meisten Resultate sogar
auf Obermengen der Schwartzrdume gezeigt werden. Zudem beschiftigt sie sich
mit der Faltung zweier Funktionen. Hierbei wird besonders auf die Frage eingegan-
gen, auf welchen Mengen die durch Faltung erhaltene Funktion endlich existiert.
Des Weiteren erhalten wir das Ergebnis, dass die gefaltete Funktion, unter gewissen
Voraussetzungen, mindestens genau so glatt ist, wie jede der Ausgangsfunktionen.
Zum Abschluss beweisen wir noch zwei Theoreme, welche Aussagen tiber die Kon-
vergenzeigenschaften spezieller Folgen gefalteter Funktionen treffen.

Die vorliegende Arbeit kann zudem als Vorbereitung auf den nachfolgenden Vor-
trag Fourier-Analysis gesehen werden, da dort einige der Ergebnisse dieser Arbeit
Verwendung finden.

§1 Einfithrung und Notationen

Im Folgenden werden einige Notationen und die Vektorrdume eingefiihrt, mit de-
nen wir im Weiteren arbeiten. Die Notationen sind konsistent zu denen des Buches.

Soweit nicht anders angegeben, arbeiten wir wihrend der gesamten Arbeit auf dem
Vektorraum R", wobei n auch im Weiteren immer fiir dessen Dimension steht. Zu-
dem verwenden wir immer das Lebesgue MafS m, so dass im Folgenden die abkiir-
zende Schreibweise L¥(E,m) = LP(E) fiur E C R", messbar, benutzt wird. Hierbei
ist

LP(E,m) :={f : E = C : fmessbar, ||f|, <o}, 1< p < oo,

und
1/p

1£llp == /\f(X)\pdx ;1< p <o |[flleo := esssup]|f(x)].
E

x€E

Als weitere Funktionennorm verwenden wir noch || f{|, = sup, g [f(x)].
Fiir U C R" und k € N ist auerdem CF(U) die Menge der k-fach partiell stetig
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differentierbaren Funktionen und C*(U) := N>, C¥(U). Weiterhin ist fiir beliebiges
ECRR”

Co(E) :={f € C®(R") : supp(f) C E, supp(f) kompakt},

wobei supp(f) der Abschluss der Menge {x € R" : f(x) # 0} ist. (Diese Definition
macht Sinn, da f stetig ist.)
Des Weiteren ist fiir x,y € R"

x-yi=)_xyi, |x|=vx-x
i=1

und die partielle Ableitung nach x;

Fiir Multiindizes & = («y,...,a,) € INJ gilt

n n a X1 a &n
— . = 1 do, = | — e [ ——
|“’ ; &y, S0 11 &j: und dy (axl ) <axn)

und wenn zusitzlich x = (x1,...,x,) € R", dann ist

(1.1) Bemerkung
Der Raum C2°(IR") ist nicht trivial.

Dazu:

Betrachte die Funktion
7(t) = exp(—t ) X(geo) (),
wobei X die Indikatorfunktion ist.

Behauptung: 7(t) € C®(R).

Da lim;gexp(—t~1) = 0 ist 7(t) stetig und nach Konstruktion in C*(R\{0}).



Schwartz-Funktionen und Faltung §1 Einfithrung und Notationen

Zudem gilt per Induktion, dass j—; exp(—t~1) = g (t7 1) exp(—t~1) mit g (t) Poly-
nom vom Grad 2k, denn fiir k = 1 ist
d _ 1 _ _ _
Sexp(—t) = Sexp(—t) =gt exp(—+), gi(x) =2
und im Induktionsschritt

d 1y d -1 -1 d -1 —1y4-2 -1
g1 OP(—1) =gkt ) exp(—177) = { Zg(t7) +gk(t77)F77 Jexp(—177)

=81 (t7) exp(—t71)

Da nach Induktionsvoraussetzung Grad(gx) = 2k ist der Grad von g, demnach
2(k+1).

Damit folgt, dass lim, % exp(—t~1) = 0 fiir alle k € N und demnach die Behaup-
tung.

Wenn wir nun die Funktion

exp[(|x[*—1)71] , [x] <1
p:R"— C, xr—>17(1—|x|2):
0 ,lx] >1

definieren, dann ist i € C*(IR") und supp(y) = {x € R" : |x| <1}, also p € CZ.

Wir fithren nun den Raum der Schwartzfunktionen ein. Dieser ist von besonderem
interesse in der Fourier-Analysis, da die Fourier-Transformation auf ihm einen Iso-
morphismus bildet. Dies wird im Vortrag ,Fourier-Analysis“bewiesen.

(1.2) Definition (Schwartzraum)
Der Schwartzraum S(R") ist der Raum der C*(IR")-Funktionen, bei denen jede
Ableitung schneller gegen 0 strebt, als jede beliebige Potenz von 1 + |x|:

S(R") := {f € C*(R") : |Ifll(na) < VN € Ny, Va € N},

wobei

£l (n0) = sup (1 + |x[)N[o" £ (x)]

xe€R"
und Ny := N U {0}. o
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Dieser Raum ist nicht trivial, da zum Beispiel C°(R") C S(R") und fu(x) =
x%exp(—|x|?) fiir jeden Multiindex & in S(R") ist.

(1.3) Bemerkung
| f1l(n«) ist Halbnorm fiir alle N € INo, « € ING. o

D) I fllnw =0
i) [lcfll(na) = supyern (1 + [X[)N[0%f (x)| = |e] sup,epa (1 + |x[)N[0% £ (x)]
= lelllfll(nay c €R
iti) [|f +gll(n.0) = SUPregn(1+ [x)N [ (f(x) + g(x))]
= sup,cga (1 + [x[)N[0% f(x) + g (x))|
< sup,cge (14 [X)N[0%f ()] + sup, g (1+ [y) V]9 (y)]

= [l fll(nva) + 81l (30

Durch die Halbnormen ||.[|(y,) wird eine Metrik auf S(R") definiert.

(1.4) Definition und Lemma (induzierte Metrik auf S(IR"))

Wir definieren die durch die Halbnormen ||.|| () induzierte Metrik auf dem Schwartz-
raum S(R") gemaf3

© 1 f = &liNew)
d(f,8) =), o)
(f.8) k;zkw 1f = 8l (Npay)

Dabei ist {(Nj, «;) }ic eine Abzahlung von Ny x ING. o
Beweis
i) d(f,f) =0
i) d(f,8) =0 = 0=f—gll00) = supyegs If(x) —&(x)]|
=[f=8lu=0

= f(x) =g(x) Vx € R".
iii) d(f,g) =d(g, f), klar, wegen der Symmetrie der Halbnormen.
iv) Seien f, ¢, h € S(R"), dann gilt

1f = gllvg < If = 8llina) + I8 = Rll(ne)
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und

1
F:[0,00) SR, xrs —— =1— steigt in x
1+x 1+x &

If =hllve I = 8llove + 18 = Pllva
T+ f =hllveg — T+ = 8llvw + 18 = Pllnve

1f = 8l 18 — Pl (v,0)
Tl =8l THlg— Rl ve

und somit folgt

d(f,h) <d(f,8)+d(g,h).

Beachte, dass d fiir alle f, g € S(IR") wohldefiniert ist, da d(f,g) < Y324 zl—k =1 0O

Man beachte, dass der Schwartzraum Teilmenge eines jeden L7 (IR")-Raumes,
1 < p < oo ist, und somit die Ergebnisse, die wir auf den LP-Rdumen erhalten, auch
tiir den Schwartzraum Giiltigkeit besitzen.

(1.5) Proposition

Es gilt: f € S(R") = 0“f € LP(R") Va € INj, Vp € [1,00]. Weiterhin ist die
Einbettung S(R") C LP(IR") stetig , d.h. dass eine Funktionenfolge, die in S(R")
konvergiert, auch in ||.||, konvergiert. o

Beweis
Sei zundchst p = oo. Da fiir alle Multiindizes « gilt

19° flleo = esssup|0® f(x) | < [| fl 0y < 0

xeR"

folgt die Behauptung sofort.

Seinnun 1 < p < 00, dann
(1+ |x)N > [x|N vx € R", YN € Ny

= (1+]x))™N < |x|7N Vx € R", VN € N.
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Wahlen wir nun B := {x € R” : |x| <1} und N > n/p, dann gilt insbesondere

1+ x) NP < x| NP, x € B

B

(14 [x[)NP € L1(BS)

— (14 |x|)N e LP(B).

Da zudem (1 + |x|)~N? beschrankt ist auf B gilt (1 + |x|)~N? € L'(B) und damit
insgesamt, dass (1 + |x|)~N € LP(IR"). Weiterhin ist fiir alle x € R"

Ca = [fll vy = (L4 DY f ()]
= gy 2 )
und damit 9* f(x) € LP(R").

Nun zur Stetigkeit der Einbettung;:
Seien gx, ¢ € S(R"), k € N so, dass d(gx, ) k—> 0, wobei d(.,.) die induzierte
—00

Metrik auf S(IR") ist. Dann folgt mit dass
8k — gH(N,a) IH—OZ 0
fiir alle (N, a) € INg x INg.
Sei zunédchst wieder p = oo, dann gilt
gk = 8lleo = esssuplgi(x) — g(x)] < sup [gk(x) = g(x)| = llgx — &ll00) 2 O
xeR” xeR” oo

und fiir1 <p < oo

_ 1y
gk —8lly = / g (x) g(x)pdx]
R‘Vl

N>n/p [ Hgk_gH(NO) '
< ok o lMtNY) d
=l ( A+ )

= @+ )V lige — gllngy — 0

koo

1/p

S.0.
< o0

Damit ist die Stetigkeit der Einbettung fiir 1 < p < co gezeigt und wir sind fertig. [
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Nun wollen wir etwas iiber die Struktur des Schwartzraumes aussagen.

(1.6) Proposition (Proposition 8.2)
Der Schwartzraum S(IR") ist ein Frechetraum (siehe |A.15), mit der Topologie, die
durch die ||.| () erzeugt wird. o

Beweis

Seien f,g € S(R"), f # gund N € INj fest. Dann ist f — ¢ # 0 und damit existiert
ein e > 0,50 dass [|f — gll(n0) > 3e. Seinnun U := {h € S(R") : ||f —hl[(n) < €}
und V:={h € S(R") : |[g —hl|(np) < ¢}, dann gilt fir h € U:

g —hllinoy =g —f+f—hllno = Hg—fH(N,o)j—l\f— hH(N,o)/ > 2e

-~

>3e <e

Demnach ist 1 ¢ V und analoges gilt fiir 1 € V. Deshalb ist der Schwartzraum
mit der Topologie der Halbnormen Hausdorffsch. Also bleibt noch zu zeigen, dass
S(R") vollstiandig ist.

Sei nun { fi }ren eine Cauchyfolge in S(IR”). Dann gilt:

Ve > 03k € N Vk,j>ko: d(fi, f)) <,
wobei d(.,.) die indizierte Metrik auf S(R") ist. Mit folgt dann

— f; 0 VN, a.
| fx f7||(N"")k0—_>o>o w

Insbesondere gilt, da

1fic = fill vay = sup (14 [x)N*(fi(x) = fi(x))] > sup [8*(fi(x) — fi(x))],

x€eR” xeR”

dass

10%°(fi() = fi(- Dl = sup 0% (fr(x) = fj(x))] — O

x€R"

und somit fiir jedes & € IN die gleichméfiige Konvergenz der {9 fi } ke gegen eine
stetige Funktion g,.

Wir zeigen nun per Induktion tiber |«|, dass 0“gp = g, fiir alle Multiindizes « gilt.

a| = 1: Sei e; der j-te Einheitsvektor des R"”, dann gilt
j ] g

fr(x +tej) — fr(x) = /ajfk(x+5€j)ds
0
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und demnach

t

Hm (fie(x + tej) — fie(x)) = Um [ 9;fic(x + sej)ds
0

t

< go(x+ te]-) —go(x) = /ge].(x —|—sej)ds
0

Also gilt mit dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung
dass g.; = 9;g0 Vj € {1,...,n} und somit der Induktionsanfang.

la| = k +1: Es existiert ein j € {1,...,n}, so dass a; > 0. Dann ist |« —¢;| = k und
mit der Induktionsvoraussetzung erhalten wir analog zum Induktionsanfang

t

0" g (x + tej) — 0" CUg(x) = Qu—e; (X Ftej) — Gu—e;(x) = / Su(x - sey)ds
0

und somit v
gn = ajgoc—ej = ajaaie]’go = aﬂgO-
Dabher ist go € C*(IR") per Induktion.

Weiterhin gilt

Igollvey = lIgo— fi + fillnw)

< g0 — fellnva) + Lfell (na)

= 8o = fell(w,e) + CkNa

k grofs genug
< €+Ck,N,oc < oo, V(N,OC) € INp XNBZ

Also folgt insgesamt, dass g9 € S(R") und damit ist S(R") Frechetraum. O

Nun wollen wir noch ein paar dquivalente Charakterisierungen fiir Elemente des
Schwartzraumes angeben.



Schwartz-Funktionen und Faltung §1 Einfithrung und Notationen

(1.7) Proposition (Proposition 8.3)
Fir f € C*(R") sind dquivalent

a) f e S(R")
b) xPo* f beschréankt fiir alle Multiindizes «,
c) 0" (xPf) beschrankt fiir alle Multiindizes a, 8 o

Beweis
,a) = b)“: Esist fiir |B| < N

\xﬁ|:‘xfl---x£” < max {|xi||ﬁ|}

ie{l,..n}

< max {|xi|N}§< K24 +x2)N

ie{1,..n}

S (424 2N = (1+ [x])V

Damit ist fiir beliebige Multiindizes a,  und N grofd genug

[Pllo%f (x)] < (1+[x[)N["f(x)] Va € R" = sup [xP[[0" f(x)] < || fll ) < o0

x€R"

,b) = a)”: Wir definieren h(x) := Y% ; |x;/N und B := {x € R" : |x| = 1}. Da B
kompakt und h(x) > 0 auf B nimmt /1 auf B sein Minimum 6 > 0 an (WeierstraB).
Beachte, dass fiir jeden Einheitsvektoren e; des R" gilt h(ej) = 1 und somit 6 < 1.
Fiir N = 0 ist die Beschréanktheit von || f||( ) trivial. Sei also im Folgenden N > 1.

— Vx € R\ {0} : h( ) é‘ixlwza

= h(x) =Y |x;|N > 8]x|N Vx € R” (1)
i=1

Zudem gilt:
@)Y fxf =1

(1+x)N < = 1+ PN <2V 4+ 2xPVNvx e R". (2
2N ,lx) <1
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Damit erhalten wir eine obere Schranke fiir (1 + |x|)N gemaf

"
T+ DY < 2%+ ) < 2% (14071 ) xY
i=1

n
= 2Ns-1 <5+ Y. ]xlN\>

i=1

N1
< 2%9 1+ Y |+
—x0| |BI=N
Hi:‘BiZN

<2Nsh [ Y [xP) ).
BI<N

Demnach folgt fiir alle (N, a) € INg x INj

(1+ |x])V[o*f(x)| < 2Vo 7! ( > |xﬂ) 3 f(x)] "¢ coVx € R”

IB[<N
endliche Summe
und damit insgesamt, dass | f||(x,«) beschréankt fiir alle (N, &) € INo x INg.
,b) = ¢)”: Nach der Produktregel fiir Ableitungen gilt

P = Y @)@

Y+o=a v

Also ist 9% (xPf) darstellbar als Linearkombination der x¢9°f fiir Multiindizes ¢, &
und damit auch beschrénkt fiir alle Multiindizes «, B.

,C€) = b)"”: Behauptung: xP9*f lasst sich fiir beliebige Multiindizes «, 8 als Linear-
kombination der 87 (x°f) schreiben.
Den Beweis werden wir per Induktion iiber |a| fithren.

Induktionsanfang |a| = 0: Wahle v = 0 und § = B.

10
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Sei die Behauptung gezeigt fiir || < k, dann gilt fiir || =k + 1:

SN = ¥ o (07) (277)

Y+o=ua

-y 70:—:5'(87x5) (a‘sf) +xPorf
15!

Y+o=«

«
nach IV als lin. Komb. darstellbar

Damit folgt die Behauptung fiir || = k + 1 und somit folgt aus der Beschranktheit
der 0% (xP f) auch die der xP9*f. O

— Translation und Stetigkeit —

Da wir im ndchsten Kapitel die Faltung zweier Funktionen betrachten, ist es ratsam
sich zundchst mit der Stetigkeit der Translation auf verschiedenen Funktionenrdu-
men zu befassen. Diese wird im Folgenden bei der Einfiihrung der Faltung benétigt.
Dazu fithren wir die folgende Notation ein:

Falls f eine Funktion auf R”, y € R", dann ist

Tyf(x) = f(x —y).
Man beachte, dass die Normen ||.|[,, 1 < p < oo und |||, invariant unter Translation

sind.

(1.8) Definition (gleichmaflige Stetigkeit)
f ist gleichmafig stetig, wenn ||t f — f||, — 0 fir y — 0. o

(1.9) Bemerkung
Die obige Definition der gleichméfsigen Stetigkeit ist dquivalent zur € — § Definition.

Diesen Zusammenhang kann man sich wie folgt klarmachen:
|ty f = fllu =0,y —0

& sup [f(x—y)— f(x)| =0,y —0

xeR"

&SVe>030>0Vy| <d : sup |f(x—y)—f(x)] <e

xeR”

11
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SVxeR"Ve>030>0Vze R mit [x—z| <6 : |f(z) — f(x)| <e¢

(1.10) Lemma (Lemma 8.4)
Wenn f € C.(R") := {f € C(R") : supp(f) kompakt}, dann ist f gleichmé&Rig
stetig. o

Beweis
Sei € > 0. Dann folgt aus der Stetigkeit von f, dass

Vx € supp(f) 3 > 0: [f(x—y) = f(x)] < 5, Iyl < ox. )

Wenn wir durch Bs(x) := {y € R" : |y — x| < ¢} die offene Kugel mir Radius § um
x definieren, dann gilt

supp(f) C U Bs,. (xj).

xesupp(f) 7

Da supp(f) kompakt ist existiert eine endliche Teiliiberdeckung, also existieren
X1,...,XN, SO dass

Wir setzen nun

und
K:={yeR" : 3x e supp(f): |x—y| <4}

K ist nach Konstruktion abgeschlossen und beschrankt.

= V|y| < d: supp(tyf) C K, supp(f) C K, K kompakt

= [lyf = fllu = sup |f(x —y) = f(x)| = sup|f(x —y) — f(x)]

x€R" xeK

Da K kompakt ist, existiert dieses Supremum und wird in einem Punkt, sagen wir
x" angenommen. Wir betrachten zwei Fille:

12
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i) x' esupp(f), dann:

T, i€ {1, N} 2 ¥ € Bug () 2 [f(w) - ()] < 5

L
2

o B3] 3
Ly e B () B IR ) flul <

ii) ' —y esupp(f), dann:

T, 1€ {1, N} 2 —y € Boy (1) 2 [f(x) — f(' —y)] < 5

et
2

ly|<é

0% e By, () B 1)~ ] <

£
2

und demnach gilt

Ity f = fllu = Sup fxr=y) = f@) = [f(x' —y) = fF(x)|

= f(x"—y) = f(xi) + f(xi) = F(*)]
< =y) = fea)| + If (i = f(X)] <.
Somit ist f gleichmafsig stetig. [

Eine wichtige Eigenschaft der Translation ist:

(1.11) Proposition (Proposition 8.5)
Sei 1 < p < oo, dann ist Translation eine stetige Operation in der LP-Norm, d.h. fiir
f € LP(R") und y,z € R" gilt:

yg& 1Tyszf — =fllp = 0.

Beweis
Zuniéchst gilt 7,4 f(x) = f(x —y —z) = .f(x —y) = T f(x). Demnach kénnen
wir 7, f durch f ersetzen und somit 0.B.d.A. z = 0 betrachten.

13
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Weiterhin gilt fiir ¢ € C.(R") und |y| < 1, dass supp(1,g) kompakt ist. Daher ist fiir
eine Kompakte Menge K C IR"

L
l/h@—ﬂp=/hw~gV§H@g—ﬂmmw>E@Qy—+0
R” K

und somit ist die Behauptung fiir g € C.(R") gezeigt.
Sei nun f € LP(R"). Dann gilt mit Prop.

€
Ve >0dg e C.(R"): [|g—fllp < 3

= luf-flp=lwf-wg+wg—g+8—fly
<% (f —llp +llyg —8llp + lg = fll»
—— ——
<e/3 <e/3
2
<zetlug—zsly

Fiir y klein genug ist || 7, — g||, < § und damit folgt die Behauptung. O

Dies gilt nicht fiir p = oo, da z.B. die Funktion
fiR—=C, x— Xy (x), & Indikatorfunktion

in L*(R) ist und fiir y # 0 gilt ||7,f — f|lec = 1.

§2 Faltung

Im Folgenden werden wir uns mit der Faltung zweier Funktionen beschaftigen. Man
beachte, dass die hierbei erzielten Ergebnisse auch fiir periodische Funktionen des
R" Giiltigkeit besitzen. Zur Vereinfachung wahlen wir die Periode in jeder Variablen
als 1, so dass eine Funktion f : R" — C periodisch ist, wenn

Fx+k) = f(x) Vx e R% k € Z".

Demnach ist jede periodische Funktion vollstindig durch ihre Werte auf dem Ein-

heitswiirfel .
11

14
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bestimmt. Deshalb kann man periodische Funktionen auch als Funktionen auf dem
n-dimensionalen Torus
T" :=R"/Z"

ansehen. Dieser wiederum l&dsst sich mit der Menge aller z = (z1,...,24) € C"
identifizieren, so dass |z;| = 1 fiir alle j, indem man die Abbildung

(x1,...,%n) — (exp(2mixy),. .., exp(2mixy))

betrachtet. Somit ist T" ein kompakter Hausdorff-Raum. Wenn wir die nachfolgen-
den Ergebnisse zur Faltung auf periodische Funktionen anwenden wollen, muss der
Integrationsbereich von R" auf T" verkleinert werden. Dies findet in der weiteren
Arbeit keine Verwendung, wird jedoch in Vortrag 3 zur , Fourier-Analysis“benotigt.

(2.1) Definition (Faltung)
Seien f und g zwei messbare Funktionen auf R", dann definieren wir die Faltung
von f mit g als die Funktion f * g gemaf3

frglx):= / flx—=y)g(y)dy,

tiir alle x € R, fiir die dieses Integral existiert. o

Die Frage, die sich nun stellt, ist, welche Bedingungen an f und g notwendig sind,
damit f * g wenigstens fast tiberall existiert.
Im Weiteren benotigen wir die Tatsache, dass fiir eine messbare Funktion f gilt, dass
K(x,y) := f(x —y) messbar ist auf R" x R".

(2.2) Proposition (Exercise 5, p 245)
Sei s : R" x R" — R" definiert durch s(x,y) := x —y, dann ist s7!(E) Lebesgue-
messbar, wenn E Lebesgue-messbar ist. Somit ist s messbar. o

Beweis
Sei E C R", dann ist

sTHE)={(x,y) e R" xR" : x—y € E}
={(v,y) e R"xR" : yeR", xe{z+y : z€ E}}

={(z+yy) : yeR", z€ E}.

15
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Wir definieren nun die Matrix

D = L ( I _In> c ]R2n><2n’

V2N I I
wobei I, die Einheitsmatrix in R"*" ist. Fiir D gilt

I, —1Iy

1
detD = z—ndet ( I, I,

1 _
und fir (x1,y1), (x2,12) € R" x R" erhalten wir

(x1 =y, x1+y1) - (X2 —y2, %2+ y2)

N =

(D(x1,41)) - (D(x2,42)) =

n

n
Z X1, —y1 Xzi—yz,-)+Z(x1,-+y1l-)(xz,-+]/zi)
i=1

N =

N
—_

—_

N

i n n n n
Z X1;%2; — Zylixzi - Z X1,Y2; + Zyliyzi]
i=1 i=1 =1 =1

le X2 +Zy1 X2 +2x1y2 +Zy1yz]

NIP—‘

1,%2, + Zyl Yo,
i=1

M:

Il
—

i
= (¥, y1) - (x2,42)-
Demnach ist D Rotationsmatrix und es gilt

Ds " (E)={D(z+y,y) : yeR", z€ E}

! (z,z4+2y) : yeR", zEE}

i
= {x : \ﬂz)x € E} x R".

Diese Menge ist messbar, wenn E messbar ist. Dann gilt mit Satz dass auch
s~1(E) messbar ist und somit folgt die Behauptung. O

16
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Demnach ist K = f o s messbar, wenn f messbar ist.

Die Faltung zweier Funktionen hat die folgenden Eigenschaften.

(2.3) Eigenschaften (Proposition 8.6)
Unter der Annahme, dass die folgenden Integrale existieren, gilt

a) frg=gx*f

b) (fxg)xh=fx(gxh)

o) firze R: 1(f*g) = (of) xg = [ * (128)

d) wenn A der Abschluss der Menge {x +y : x € supp(f), v € supp(g)}, dann

ist supp(f x g) C A. o
Beweis
zu a): )
frgx) = [ flx=ygdy =" [ F)glx—2)dz = g+ £(x)
zu b):
(feg)xh(x) 2 (g% f) *h(x)
= [ [ f@)gtx =z = ph()ayiz
F@”//fwmw—z—wmnﬁ@
= (gxh)* f(x)
D fx(geh)(x)
Zu C):

17
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= (%f) *8(x)

und
©(f+8)(x) L (g f)(x) 22 (ng) « f(x) 2L f+ (n.g)(x)

zu d): Angenommen x ¢ A. Dann gilt fiir alle y €supp(g), dass x — y &supp(f).
Damit ist f(x —y)g(y) = 0 fiir alle y und damit f * g(x) = 0. Somit folgt die Be-
hauptung. O]

— Existenz —

Nun noch einige Ergebnisse die uns Voraussetzungen fiir die Existenz der Faltung,
zumindest fast tiiberall, liefern.

(2.4) Proposition (Young Ungleichung, Proposition 8.7)
Wenn f € L'(R"), ¢ € LP(R"), 1 < p < oo, dann existiert f * g(x) fiir fast alle x,
frge LP(R") und [|f*gllp, < [[fllllg]lp- °

Beweis
Definiere h(x,y) := f(y)g(x —y). Dann ist, da f(y) fiir fast alle y endlich ist, h(.,y) €
LP(IR") fur fast alle y. Zudem ist die Funktion

y = Gyl = F Wl = F@lglly € L' (R™)

Damit lédsst sich die Minkowski Ungleichung b) anwenden und wir erhalten

1 %8llp = llg= fllp = H/f ~y)dy

p

< [1F gl = v)llpdy

= [1FW)llg( = v)llpdy

= [I£llxllglly U

18
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(2.5) Proposition (Proposition 8.8)

Seien p, g konjugierte Exponenten, d.h. % + % = 1 (insbesondere also auch p =1,
g = oo und umgekehrt). Sei f € LP(R") und g € L7(IR"), dann existiert f * g(x) fiir
alle x, f * g ist beschrankt und gleichmafig stetig und || f * g[[ < || f»l|g|l4-

Wenn 1 < p < oo, dann ist f * g € Cyp(IR"), wobei

Co(R") :={f € C(R") : Ve > 0ist {x:|f(x)| > e} kompakt}. o

Beweis
Man beachte, dass fiir p =1, g = co gilt

1/l = / f()]g(x)|dx < ||g||oo/|f(X)|dx = [Ifllllglleo, 4)

da g fiir fast alle x beschrénkt ist.
Demnach gilt fiir alle x € R” mit (4) und der Holder Ungleichung

If(x =)gll = / fx=wllgW)ldy < If (e = Illpligla = Ifllpllglla G

tir 1 < p < oo, und somit

g
el = | [ s mstas] < [ 156 - lswlay 2 1l

= £ gl = sup | [ fs—)sdy| < sup Wflblsll = I lgly — ®

x€eR”

Damit ist f * ¢ beschrankt fiir alle x und damit existent. Sei im Weiteren 0.B.d.A.
1 < p < oo, sonst vertausche einfach die Rollen von f und g, dann

Ity (f +8) = f*g&llu = (7 f) x g = f *gllu
= [[(yf = ) *gllu

@
< llwyf = flipliglly

Nach Proposition gilt dann ||7,f — f||, = 0, ¥ — 0 und damit folgt die gleich-
mafiige Stetigkeit.

Nun betrachten wir noch 1 < p,q < oo. Wihle Folgen {fi}ren und {gx}ken von
Funktionen mit kompakten Tréager, so dass

Ifie = fllp = 0, ligk = 8llg = 0, k — oo,
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(z.B. fi(x) := X i (|x])f(x) und gi(x) := X g (|x])g(x), X Indikatorfunktion).
Aus d) folgt nun, dass der Trager von f * gy kompakt ist und somit f * g €
Cc(R") (s.0.). Zudem ist

Ifexge—f*gllu=lfexgk—f*sk+f*g—f*gllu
<N e =) * &kl + 11 f * (8 — &)l
< \fk = fllplgella + LAl pll gk — 8llg 20

Dann folgt mit dass f * g € Co(R"). O

(2.6) Proposition (Proposition 8.9)
Angenommen 1 < p,q,r <ocound p~ ! +4° ! =r"! 4+ 1. Dann

a) [Young Ungleichung, allgemeine Form] Falls f € LP(R") und g € L1(R"),
dannist f + ¢ € L"(IR") und || f *gllr < | f]l,lIgllq-

b) Sei zusitzlichp > 1,4 > 1undr < co. Wenn f € LP(R") und g € schwach L1(IR")
(siehe [A.18), dann ist f + g € L"(R") und ||f * gll; < CpgllfIl[8]q, wobei Cp,
unabhéngig von f und g ist.

c) Angenommen p = 1und r = g > 1. Falls f € L'(IR") und g € schwach L1(R"),
dann f * g € schwach L1(R") und [f * g]; < Cq||f]|1[g]4, wobei C; unabhéngig
von f und g. o

Beweis
zu a):

Sei g beliebig aber fest, dann gilt fiir p = 1, ¥ = g respektive p = 1L_q, r = oo die
Behauptung aus Proposition [2.4) respektive

Fiir den allgemeinen Fall gilt 1 < p,q,7r < oo, p‘l + q_l = r~1 4+ 1. Definieren wir
nun

po:=1, Plizliq, rg:=4¢q, 11 := 00

und fir0 <t <1

1 1 1 1 1 1
L (l—f)— b, = (1)t
pt Po P1 Tt 70 71

Dann ist fiir festes ¢ € L7(IR")

T:LPO(R") + LPY(R") — LO(R") + L"(R"), f > fxg

20
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und es gilt

Prop2.4] ,
ITfllrg = 11f %8l < [Ifllpollgllg, Vf € LP(RY) = Mo := [[glly

und

Pro Prop2.5 "
ITfllr = lIf*8lln A 1f*gllu=" < "|lfllpliglg Vf € LP(R") = My := gl

Dann folgt aus dem Theorem von Riesz und Thorin dass

ITF Il < Mo~ Ml fllpe = lIgllgl fllpe Vf € LP(R™), 0 <t <1.

zu b):

Es ist
feglx) =g f(x) = [ glx—y)f(n)dy = [ K(x,y)f(y)dy, wobei K(x,y) = g(x ~ )

Demnach ist K(x,y) messbar und

a>0

1/q
[K(x,.)]g = <sup0é‘7 m({y : [g(x—y)| > fx})>

1/q
= | supa? m({x—y : |g(y)] > 0‘})>

a>0

1/q
= | supa’ m({y : [g(y)| >a})>

a>0
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Mit C := [g]; und Theorem folgt, dass
Tf(x) = [ KGoy)fly)dy
tiir fast alle x € R” konvergiert und
ITAllr < Bylglall £l -

zuc): Seinun p =1, r = q > 1, dann gilt analog zu Teil b)

[K(,y)lg = [K(x,)]g = [glg < o0
und damit nach Theorem

[Tflg < BiClIfllx = Ba[glgll f]1- O

— Faltung und Differentiation —

Eine der wichtigsten Eigenschaften der Faltung ist, dass unter bestimmten Voraus-
setzungen an f und g die Funktion f * ¢ mindestens so glatt ist, wie f oder g, denn

es gilt dann

O (f+8)(x) = [ Fx—yglwdy = [3f(x — y)gy)dy = (3F) *g(x)

oder auf analogem Wege

" (fxg) =0%gxf)=f*(a"g).

Nun werden Bedingungen fiir f und g gesucht, so dass das Vertauschen des Inter-

grals und der Ableitung erlaubt ist.

(2.7) Proposition (Proposition 8.10)

Wenn f € L'(R"), g € CK(R") und 9*g beschrankt fiir |a| < k, dann ist f x g €

CH(R™) und 8%(f x ) = f * (9*g) fur |a| < k.

Beweis
Zunichst gilt nach Voraussetzung

AC>0: |9¢(x)| <C, V]a] <k, x € R".

22
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Seit' € {x € R" : x; = 0} beliebig, fest. Definiere nun fiir r € Z beliebig
Bi i R" x [r—2,1] = C, (x,t) — f(x)g(t + it — x)

wobei e; der i-te Einheitsvektor des IR” ist. Dann ist

[ s ldx = [1FGlIg(E + eit = x)lax
IRI’I IRn

<C [ 1f(x)lax
R”

=Cliflh <o
Damit ist ;i (., t) integrierbar fiir alle t € [r — 2,7]. Zudem existiert

ahti . a i )
7(x, t) = f(x)gg(t + et — x)

und es gilt
ahti o a i 3
Bt = g + et =

Somit folgt aus Theorem

< C|f(x)], Vx,t.

Fi(t) := [ hu(x, t)dx
/

ist differenzierbar und da r € Z beliebig gilt

oh,i
! — i 13
th(t) 5 (x,t)dx

]Rn

:/f(x)g—‘f(tiqteit—x)dx
]Rn

= (f*0%Q)(t +eit), V(t +eit) € R, Vi€ {1,...,n}

Damit folgt die Behauptung fiir (x| = 1. Da zudem 0“g beschrankt fiir alle |a| < k
folgt per Induktion tiber |a| die Behauptung fiir alle |a| < k. O

Mit diesem Ergebnis konnen wir die folgende Aussage beweisen, welche uns die
Vertauschung von Integration und Differentiation auf einer grofien Menge von Funk-
tionen erlaubt, sofern ¢ nur kompakten Tréger hat.
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(2.8) Folgerung (Excercise 7, p 246)

Wenn f € L} (R"), g € CK(R"), dann f * g € C*(R"). Dabei ist L}, (IR") die Menge
der messbaren Funktionen f : R" — C fiir die [, |f(x)|dx < oo fiir jede kompakte
messbare Menge K C R". o

Beweis

Sei xg € IR" beliebig, fest. Da die Differenzierbarkeit von f * ¢ in einem Punkt vom
Verhalten der Funktion in einer Umgebung dieses Punktes abhdngt, wihlen wir
ein 6 > 0 und Betrachten die Funktion auf Bs(xp). Sei K := supp(g), dann ist K
kompakt. Definieren wir Ks := {x € R" : Jy € K mit |x — y| < 24}. Dann gilt fiir
alle x € Bs(xp), dass g(x —y) = 0 fur alle y € K§. Demnach ist

fxg(x) =g f(x /g Y
_ / g(x = y) Xk, () f (y)dy
i

= (8% fXk,) (%),
fur alle x € Bs(xp), wobei X’ Indikatorfunktion. Nun ist aber wegen der Kompaktheit
von K; die Funktion fXk, € L!(IR") und demnach folgt aus Proposition dass fiir
alle |a| < k gilt

9" (g * fXk;) (x) = (9"g) * f Xk, (x).

Da zudem

0" (g* f)(x) = 0%(g * f k) (x) = (9%g) * f Xk, (x) = (9°¢) * f(x),

fur alle x € Bs(xp), folgt somit die k-fache partielle Differenzierbarkeit von f * ¢ auf
Bs(x0). Da xq beliebig gewéhlt war erhalten wir insgesamt, dass f * ¢ € C¥(R") und

o (g f)(x) = (9%) * f(x),
fir alle x € R™. O
Man beachte, dass LP(R") C L} (R") fiiralle 1 < p < oo. Fiir f € LF(R"), p # 1
und ein Kompaktum K C R" gilt also, dass Xxf € L'(R"), wobei Xk die Indika-

torfunktion auf K darstellt. Dieses Ergebnis erhdlt man unmittelbar aus der Holder
Ungleichung, da

Xk fll1 < [1Xkllgllfllp = (mENYT|f]lp < oo,
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wobei g der konjugierte Exponent zu p ist und m das Lebesgue Maf.

Nun wollen wir noch zeigen, dass die Faltung zweier Funktionen des Schwartzrau-
mes wieder im Schwartzraum ist.

(2.9) Proposition (Proposition 8.11)

Wenn f, g € S(R"), dann ist f x g € S(R"). o
Beweis p-
Mit Proposition 2.7 gilt f x g € C*°(R"), da f € S(R") LY(R"), g € C®(R").
Da
T+ [x] <1+ |x —y[+ |yl )

ST+ fx—yl+ lyl + [yllx -yl

= 1+ [x=yDA+1y)
gilt

1+ ) (£ ) ()] \ J 1N fx = y)g(n)dy

< [a+lahNpts—plig)ldy
:
S [ QoM -y )Ny
<sup(yy)ern (1+x=y )N 0% f (x=y) =1 fll ()
N
< Wl [ 18I+ Dy

= HfH(N,uc)/ 8@+ yhrt (1+ly))

<supycgn (1+|y DN g () =18l (n-4n11,0)

Beh.
< Iflve lglovenng [ +1y) =y < oo

Beweis der Behauptung:

A+ Iy~ <y~ B gy e LA (B,

25
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wobei B := {x € R" : |x| < 1}. Zudem ist (1 + |y|)~**1) auf B beschrinkt und B
hat endliches Lebesgue -MaB. Daher folgt, dass (1 + |y|)~"+1) € L'(R") und somit
die Behauptung. O

Notation: Sei ¢ eine Funktion auf R”, t > 0, dann ist

X

br(x) ==t <?) :

(2.10) Bemerkung
Wenn ¢ € L}(R"), dann ist [ ¢; unabhéngig von t, da

[o=[owmayZ e [¢(3)ax= [ o

Zudem gilt fiir t — 0, dass sich die Masse von ¢; im Nullpunkt biindelt, da fiir alle
e > 0 ein ke € IN existiert, so dass fiir alle k > k. gilt:

e> [ low)ldy = /ka (lyDlov)ldy

[ X () lo ()
o o e ()

| e (x) | dx

|x|>tk

> 0. o

Wir kommen nun zu den beiden Hauptergebnissen dieser Arbeit.

(2.11) Satz (Theorem 8.14)
Angenommen ¢ € L (R") mit [ ¢(x)dx = a.

a) Wenn f € LP(R"),1 < p < oo, dann f * ¢y P af in der LP-Norm.
%

b) Wenn f beschrankt und gleichméflig stetig, dann gilt f * ¢ fl—mg af.
—
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c) Wenn f € L®(R"), f stetig auf U C R", U offen, dann f * ¢; — af gleichmaBig
auf kompakten Teilmengen von U, fiir t — 0. o

Beweis
zu a): Es gilt

frge(x) —af(x /fx— )P (y)dy — /f )Pt (y)dy

- / fx—y) — F@)Ige(y)dy

= / (1 f (x) = £ () ()2

Auflerdem ist f x ¢¢ € LP(R") nach Youngs Ungleichung 2.4l Weiterhin ist die Funk-
tion

1/p
2 11— 12) = FOLE s = ( [ 16— 12 = () d

= l¢@llmef = flly

<2lp()lIfll, € L'(R").
Also koénnen wir Minkowskis Ungleichung [A.17b) anwenden:

If<gi—afly = | [Ufx—t2) = f(2)]p(@)dz

p

Al
S - 12) = Fl0) iz

= [ lrief = Flolg(z) .

Nun ist |7 f — f|p < 2[|f]lp und ||t f — £l = 0 nach Proposition [1.11]
%
Also gilt ||Ti.f — f|p|¢p(2)] P 0 fiir fast alle z und
—

Iizf = fllplp(2)] < 20 fllpl¢(2)] € LY(R), V.
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Mit dem Satz tiber majorisierte Konvergenz[A.2)ist dann

0= [o=1im [ |ltif = £l |(z)Iez

und somit folgt die Behauptung.

zu b): Sei nun f beschrankt und gleichméaflig stetig, dann gilt analog zu a)

Frg(x) —af(x) = [[f(x = t2) = f(x)]p(2)dz

und aus Proposition 2.7 folgt, dass f * ¢; — af € C(R"). Damit erhalten wir

If e —afllu = || [ [F(x = t2) = F(2)lg(2)dz

= || [1fx—t2) = F)Ip(2)az
und da f beschrinkt, sowie ® € L!(R"), gilt

Y-t —fOl ¢z €L¥(RY),

beschl?é;lkt Vx f.ii. beschrankt

fiir fast alle z € IR".
Weiterhin ist

2= (= t2) = fFOIP@) oo = If (- = £2) = F() ][l @(2)]

< 2| fllolg(z)] € L'(R™),
und somit lasst sich die Minkowski Ungleichung [A.17]b) anwenden:

|t =12 = olotares]|

[A.17p)
2 = 1) - Ol et

JIFC=12) = FO ol (2) 2

Aus der gleichmafligen Stetigkeit von f folgt, dass
£ (= t2) = FO)lleo = [ITeef = fllo =0, £ =0

und damit sind die Voraussetzungen
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i) ||Tezf — flleo|@(z)| — 0, t = O fast tiberall
i) [|Tizf — flleolp(2)] <2 [Iflles [$(2)] € L} (R")
——

beschrankt

des Satzes tiber majorisierte Konvergenz erfiillt und es gilt insgesamt

0 < lim | + ¢ — atly <lim [ |7iaf — flllp(z)ldz = [0 =0

und demnach die gleichméfiige Konvergenz.

zu ¢): Sei € > 0, dann existiert ein E C R", E kompakt, so dass [, |¢| < e. Sei zudem
K C U, K kompakt. Dann existiert ein ; > 0, so dass

U Bs, (x) C U,

xeK

wobei Bs(x) :={y € R" : |y — x| < ¢} die offene Kugel mir Radius 6 um x ist.
Da zudem E kompakt ist, existiert d, := max{|z| : z € E}. Dann ist

(51 - |Z| 51
255, = 5, 2 <0
—~—
<1

tiir alle z € E. Demnach gilt fir 0 <t < 2‘5—512:
x—tzeUVxeK, z€E.

Somit ist
X:=K—tE={x—tz : x€K, z€ E}

kompakt und X C U, fiir t hinreichend klein.
Nun ist, da X ein Kompaktum und f stetig auf U, f(x)Xx(x) gleichm&Big stetig auf
X (analog zum Beweis von Lemma [1.10) und somit gilt fiir ¢ hinreichend klein

sup |f(x—tz) = f(x)| = sup |rf(x) = f(x)| <e

x€K, zeE x€K, zeE

Dann gilt aber (fiir ¢ hinreichend klein)

sup |f * ¢i(x) —af(x)| = sup L/[thf(x) — f(¥)l¢(2)dz

xeK xeK

n
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<sup [ [Tf(x) = f(x)]|¢(2)]dz

xeK
[+ [ 1fx=t2) = f)l0(@)]dz
EC

= sup

Ri’l
xekK E

=sup | |f(x—tz) - f(x)|[p(z )|d7~+sup/|f (x — tz) — f(x)] |¢(2)]dz

[\

xekK ~~
E e “e <2Hf [l

<e [Igl+20flls [ lp(=)ldz

EC
——
<e

<e [ g1+ 2l

< Ce

fiir eine Konstante C > 0 und damit folgt die Behauptung. O

Aus diesem Satz erhalten wir das folgende niitzliche Ergebnis. Dies wird im Vortrag
zur ,Fourier-Analysis”“Verwendung finden.

(2.12) Korollar (Proposition 8.17)
C®(R") und damit auch S(R") sind dicht in LP(R") fiir 1 < p < co und in Cy(R").o

Beweis
Sei f € LP(R") und ¢ > 0, dann existiert nach Proposition [A.21|ein ¢ € C.(R"), so
dass [|f — gl|l, < 5. Sei Weiterhin ¢ € C®(R"), so dass [ ¢ =1 (wihle zum Beispiel
die Funktion ¢ = ([ ¢) 1/) wobei ¢ wie in Bemerkung E
Dann ist ¢ * (pt € C®(R") nach Eigenschaft 2.3] d) und Proposition 2.7/ und somit
|g * ¢ — gllp < 5 fiir hinreichend kleines ¢, nach Satz[2.11]a). Demnach erhalten wir

If =g *elly < IIf —gllp + g —g*¢rlly <€
fiir hinreichend kleines t und die Behauptung ist gezeigt fiir LV (R").

Sei nun f € Cyp(R"), dann gibt es nach Proposition ein ¢ € CP(R"), so dass
| f — gllu < 5. Man beachte, dass g gleichméfig stetig ist (Beweis analog zu Lemma
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1.10).
Wihlen wir nun ¢; wie oben, dann gilt nach Satz b), dass ||g — g * ¢t]|u < 5 fiir
t hinreichend klein. Somit erhalten wir insgesamt, dass

If =g+ Pellu < If = 8llu 4 [lg — g * el < e

tiir t hinreichend klein. Damit sind wir fertig. O

Mit etwas stdrkeren Bedingungen an ¢ ldsst sich sogar zeigen, dass f * ¢ — af fast
tiberall fiir f € LP(IR"). Der Beweis erfolgt mit einem standard Trick in der Fourier-
Analysis.

(2.13) Satz (Theorem 8.15)
Angenommen |¢(x)| < C(1+ |x|)~("*®) fiir C,e > 0 und [ ¢(x)dx = a. Wenn f €
LP(R"),1 < p < oo, dann gilt

fx¢e(x) = af(x), t—0

fiir alle x in der Lebesgue Menge L¢ von f (A.7). Insbesondere also fiir fast alle x
und jedes x in dem f stetig ist. o

Beweis
Da |¢(x)| < C(1 + |x|)~("*9) ist insbesondere fiir B := {x € R" : |x| < 1}
(14 |x])~ ("8 < |x|™", Vx ¢ B.

Damit folgt aus Korollar b), dass ¢ € L!(B°) ist und da ¢ beschrankt auf B gilt
¢ € L1(R"). Demnach haben wir tatsichlich eine Einschrankung auf ¢ im Vergleich

zu Satz[2.11]
Falls die Konvergenz auf der Lebesgue Menge von f gilt, dann folgt aus Satz
die Konvergenz fiir fast alle x. Falls f in x stetig ist, dann gilt

Ve>036>0:|f(y)— f(x)|<e Yy: |x—y|] <.

Sei nun 0 < r < J, dann ist
1 m(B, B
w0 | @ f@lay < T e =

B, (x) <e

und damitist x € L f-
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Sei nun x € Ly (siehe , dann gilt

V6 >03dn >0 : /]f(x—y)—f(x)|dy§(5r”,r§17. (8)

ly|<r

Wir definieren nun

= [ 1fGr=y) = F)le)ldy

L= [ IfGe=y) = F)len(y)ldy

yl=n
Behauptung:
i) I ist beschrankt durch Ad, wobei A unabhingig von t und J ist
ii) b, -0,t—0

Damit hatten wir

21— af ] = | [ 1= ) = Fgn)gy

< [ 11FGe =) = ) lIge(v)ldy

Dann ist aber
limsup |f * ¢r(x) —af(x)| < A
t—0
und da § > 0 beliebig gewahlt war sind wir fertig.

Wir wollen nun die Behauptung beweisen:

zu i): Sei K € INg so, dass
X< < s T =1, K=0, falls T < 1.
Wir zerlegen die offene Kugel B, (0) mit Radius 7 um 0 in die Kreisringe

{yeR" : 2% < |yl <2 %y}, keN, 1 <k <K
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und die Kugel B, «, (0).

Da nach Voraussetzung |¢(x)| < C(1 + |x|)~ ("9 gilt auf dem k-ten Kreisring

(9 a1

y ‘ —(n+e)

< Ct™"

—(n+e)
—k
<o (3)

und auf B, «, (0)

da

Damit ist

h= [ =y =@y

K
=Y [ Ve-w - @l [ 1=y - Fole)dy

=1yt <y <21y lyl<2Ky
K 27k17 —(n+e)

SN e fx—y) = F(x)ldy
k=1

2-ky<ly|<2=ky

ot [ =y - £y
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= co 1] Y @) 4 oKy
— ; pa n

[uay

_ n[M]°¢ 2(K+1e _ . —n(n—K_ \n
= C M <—28_1 1) +cot(27Ky)

B a1 —¢ D(K+1)e _ ne 271<17 n
- c u el

11 —e 2(K4+1)e —K, \"
coo" q ¢2 +Cs <2 ’7)

IN

26 -1 t

rA—K —& -K n
— cor|? ’7] 28(28—1)—1+C(5<2t’7)

< 2"C(2f(2f—1)"141)4,

i

-~

=A
—K

Damit folgt i).

zu ii): Sei p’ der konjugierte Exponent zu p, also p~! + p'~! = 1 und X die Indika-
torfunktion von {y : |y| > #}. Dann ist

L= [ If(x=y) = F@)llen(v)lay

ly|>n

< / (Uf =)+ 1f D (y)|dy

lyl=n

= [IF =X @)ertw)ldy + [ 1FI1X@)gi()ldy
R” R”

< / f(x =X W) Pe()ldy + [ £ ()| X e
R
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und

[ U= X @)n()ley
&

([1f(x = )Xt < Nf(x = Il Xrlloo = £l [ Xt ], falls p =1

= S =)XPelln < [1f (x = )lleol| X[l = [ flleol| X pt[|1, falls p = o

Holder [A.16]
f(e=)Xeelln < If(x =) llpllXellr = [ fllpl| X el . falls 1 < p < oo

Es reicht also zu zeigen, dass fiir 1 < g < co und speziell fiir g = 1, g = p’ gilt

Hquth —0,t—0.

Sei zunédchst g = oo, dann:

t
<1 o
= >144, da lyl>

HX@HOOSMCF” [1+‘ZH ~(n+e)

<Ct " [1 +

g

>

—~

< CymoE

t—0
Fiir g < oo gilt:
|Xgill] = [ £ty 1y

lyl=n

e [ gz

|z[>n/t

= 000 [ )|z
|z|=n/t

< =) / CI(1 + |z[)~(+9)dz
|z|=n/t
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= O [ Xy (2) (1 + [2]) Oz

Setzen wir nun

frR" =€,z Xy ) ([2) (14 [2]) 0+

g: (0,00)—)C, XHX[rl/t,OO)( )(1+x) n+£
dann gilt mit Korollar

@ - —
2§ < O [ Xy (121 -+ )=+
thnl Do Sn 1 /Xiy/too 1+7’) (nte)q,n=17,
0

< can(1- q)O_(Sn 1) /7’ (n+e)q,n—1 4,
n/t

_ thn(lfq)o,(snfl) /rnl(nJrs)qdr
n/t

= thn(lfq)g(snfl) {;rn(nﬁ)q]w

- (n+€)q n/t

! 1 n—(nte)g
gm(l-q)y(gn-1y____ (1
c11-1g (s )(n+€)q_n( )

= Cztgq — 0,
t—0

wobei C, = Clo(S"1) "= (€)1 > 0 eine Konstante ist.

1
(n+e)g—n

Demnach sind die Behauptungen war und damit der Satz gezeigt.

©)

0]

Wenn wir dieses Ergebnis mit dem aus Folgerung [2.8) kombinieren, dann erhalten
wir, dass fiir beliebiges f € LF(R"), 1 < p < oo, und g € CK(R"), mit [ g(x)dx =1,

die Funktion

fgr € CRY)
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fur alle t > 0 ist und

frgi(x) — flx)

t—0
fiir jedes x in der Lebesguemenge L von f. Wir kdnnen also fiir jedes Element aus
f € LP(R"),1 < p < oo, Folgen von beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen
konstruieren, die fast tiberall punktweise gegen f konvergieren.
Ahnliche Ergebnisse erhilt man durch Kombination von Proposition 2.7] oder Folge-

rung 2.8 mit Satz
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§ A Verwendete Ergebnisse

— Ergebnisse aus [1] —
(A.1) Definition (c-endlichen Maf, semiendliches Maf3, p 25)
Sei (X, M, ) ein Maffraum, dann ist y

i) o-endlich, falls E; € M, i € IN, existieren, so dass X = [J;-; E; und p(E;) < o0
fur alle i.

ii) semiendlich, falls fiir jedes E € M mit y(E) = o ein F € M mit F C E
existiert, so dass 0 < u(F) < oo. o

(A.2) Satz (Satz iiber majorisierte Konvergenz, Theorem 2.24, p 54)
Sei {f,} eine Folge in L'(R"), so dass

i) fu — f fast tiberall.

ii) eine nicht-negative Funktion ¢ € L!(R") existiert, so dass |f,| < g, fast iiberall
und fir alle n.

Dannist f € L}(R") und [ f = limy—e0 [ fa- o

(A.3) Satz (Theorem 2.27, p 56)
Sei (X, M, ) ein Mairaum. Angenommen f : X X [a, b] — C, —c0o <a < b<oound
f(.,t) : X — C integrierbar, fiir jedes t € [a,b]. Sei F(t) = [ f(x, t)du(x).

b) Angenommen df /0t existiert und es gibt ein g € Ll( 1), mit

[(9f /at)(x, 1)| < g(x)

fiir alle x und t. Dann ist F differenzierbar und

F(t) = [ (f /0)(x Dn(x). .

(A.4) Satz (Theorem 2.44, p 73)

Angenommen T € GL(n,R) der Menge der invertierbaren Lineartransformationen
auf R”, d.h. T(x) = Ax + b fiir eine invertierbare Matrix A € R"*" und einen Vektor
b € R".
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a) Falls f eine Lebesgue-messbare Funktion auf IR” ist, dann ist f o T das auch.
Wenn zusitzlich f > 0 oder f € L'(IR",m), dann

/f(x)dx = |det A|/foT(x)dx. .

(A.5) Korollar (Corollary 2.51, p 79)
Wenn f eine messbare Funktion auf R” ist, f nicht-negativ oder integrierbar, so dass
f(x) = g(|x]) fiir eine Funktion g auf (0, o), dann

/f(x)dx = (T(S”_l) 7g(r)r”_1dr,
0

fiir ein eindeutiges Borelmaf ¢ auf R"~1. Dabei ist S" 1 := {x e R" : |x| =1}. o

(A.6) Korollar (Corollary 2.52, p 79)
Seien ¢ und C positive Konstanten und sei B := {x € R" : |x| < c}. Sei zudem f
eine messbare Funktion auf R".

a) Falls ein a < n existiert, so dass |f(x)| < C|x|™* fir alle x € B, dann ist
f € LY(B). Falls jedoch |f(x)| > C|x|™" fiir alle x € B, dann ist f ¢ L(B).

b) Falls ein @ > n existiert, so dass |f(x)| < C|x|™® fur alle x € B¢, dann ist
f € LY(B°). Falls jedoch |f(x)| > C|x| ™" fiir alle x € B¢, dann ist f ¢ L'(B°). ¢

(A.7) Definition (Lebesgue Menge von £, p 97)
Die Lebesgue Menge von f wird definiert als

= )|dy =
L= {x : yg%m /|f x)|dy =0},
wobei B, (x) die offene Kugel mit Radius r um x ist. o

(A.8) Satz (Theorem 3.20, p 98)
Wenn f € L} (R"), dann ist m((Ls)) = 0. o

(A.9) Definition (Absolute Stetigkeit, p 105)
F ist absolut stetig auf [a, D], falls fiir jedes ¢ > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass fiir jede
endliche Menge disjunkter Intervalle (ay,b1),..., (an, by) gilt

Z )< = Z|F — F(aj)| <.

j=1 j=1 <&

39



Schwartz-Funktionen und Faltung § A Verwendete Ergebnisse

(A.10) Satz (Fundamentalsatz der Differential und Integralrechnung, Theorem 3.35, p 106)
Fiir —oo < a < b <oound F: [a,b] — C sind dquivalent

a) F ist absolut stetig auf [a, b] (siehe
b) F(x)— F(a) = [ f(t)dt fiir ein f € L1([a,b], m)
c) Fistf.i. differenzierbar auf [a,b], F' € L'([a,b],m) und F(x) — F(a) = [ F'(t)dt.o

(A.11) Definition (Hausdorffraum, p 117)
Ein topologischer Raum X ist ein Hausdorffraum, falls fiir x # y disjunkte offene
Mengen U und V existieren, so dass x € Uund y € V. o

(A.12) Definition (kompakter topologischer Raum, p 128)

Ein topologischer Raum X ist kompakt, falls fiir jede Kollektion offener Mengen

{U,}se4 mit |J U, = X ein endliches B C A existiert, mit |J U, = X. o
acA aeB

(A.13) Definition (lokal kompakter topologischer Raum, p 131)
Ein topologischer Raum X ist lokal kompakt, falls jeder Punkt in X eine kompakte
Nachbarschaft besitzt. o

(A.14) Proposition (Proposition 4.35, p 132)
Wenn X ein lokal konvexer Hausdorffraum ist, dann ist Co(X) der Abschluss von
Cc(X) in der Metrik p(f, Q) == || f — &llu- ©

(A.15) Definition (Frechetraum, p 167)
Ein vollstandiger topologischer Hausdorffraum, dessen Topologie durch eine ab-
zdhlbare Familie von Halbnormen bestimmt wird, ist ein Frechetraum. o

(A.16) Satz (Holder Ungleichung, Theorem 6.2, p 182)
Sei (X, M, ) ein Mafiraum. Sei 1 < p < o0, so dass p~ '+ 47! = 1. Wenn f und g
messbare Funktionen auf X sind, dann gilt

£l < I lpllglg- o

(A.17) Satz (Minkowski-Ungleichung fiir Integrale, Theorem 6.19, p 194)
Seien (X, M,u) und (Y,N,v) c-endliche Mairdume und sei f eine (M @ N)-
messbare Funktion auf X x Y. Dann gilt

a) Wenn f > 0und 1 < p < o0, dann

1/p

(o) o] "< v

40



Schwartz-Funktionen und Faltung § A Verwendete Ergebnisse

b) Wenn1 < p < oo, f(.,,y) € LP(p) fiir fast alle y und die Funktiony — || f(.,y)|[,
in L!'(v), dann gilt

i) f(x,.) € LY(v) fiir fast alle x
ii) x — [ f(x,y)dv(y) ist in LP ()
i) || [fCy)avy)lly < JIFCyllpdv(y) o

(A.18) Definition (schwach L?, p 197-198)
Sei (X, M, u) ein Mairaum und f eine messbare Funktion auf X. Fiir 0 < p < oo ist
f € schwach LP(R"), falls [f], < oo, wobei

1/p 1/p
flp = <Sup0¢p?\f(0é)> = (SUP“*’M({X > zx}))

a>0 a>0

Hierbei heifit A die Verteilungsfunktion von f. o

(A.19) Satz (Riesz-Thorin Interpolationstheorem, Theorem 6.27, p 200)
Seien (X, M, u) und (Y, N,v) MaBirdume und seien po, p1, go, g1 € [1,00]. Falls
do = g1 = oo, dann sein v zusitzlich semiendlich. Definiere fiir 0 < t < 1 p; und g;

durch 1 1 1 1 1 1
—=(1—-t)—+t—, —=(1—-t)—+t—.
Pt Po p1 qt q0 q1

Wenn T eine lineare Abbildung von LP°(u) 4 LP1(u) nach L7 (v) + L7t (v) ist, so dass
ITfllgy < Mollfllpo, Vf € LP (1)

ITfllg < Mallfllp,, Vf € L7 ()

Dann gilt
ITfllge < My~ M| fllp, Vf € L' (), 0 <t < 1. R

(A.20) Satz (Theorem 6.36, p 206)

Seien (X, M, u) und (Y, N,v) c-endliche Mafirdume und 1 < g4 < oo. Sei K eine
messbare Funktion auf X x Y, so dass fiir ein C > 0 gilt, dass [K(x,.)]; < C fiir fast
alle x € X und [K(.,y)]q < C fiir fast alley € Y.

Falls 1 < p < cound f € LP(v), dann konvergiert das Integral

Tf(x) = [ K(x)f()dv(y)
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absolut fiir fast alle x € X und es existieren Konstanten B, unabhingig von K, so

dass

[Tflg < BiCllflh (p=1),  ITfl- <BClfllp (p>1, r ' =p~+47"=1>0).

(A.21) Proposition (Proposition 7.9, p 217)

<

Ist 4 ein Radon-Mag auf X, X lokal kompakter Hausdorffraum, dann ist C.(X) dicht

in LP(u) fur1 < p < oo.

— sonstige Ergebnisse —

(A.22) Lemma /sl
Sei {(N;,a;)}ien eine Abzihlung von No x N%, d(f,g) := Y2, 2 £ (Nisy)

=1 21 1+ =gl ()

seien { fxtken, f € S, so dass fi v f, dann gilt:
—00

k—o0 k—ro0

Beweis
"=":Furi € N gilt:

Ve~ flooe) -
b <2d(fi, f) — 0
T T Pl = 22V f) 22

=VieN: lim i = Fll e

=0.
koo L[| fie = fll (v

7&": Es ist

d(fe, f) = % 1 e = fllovi) n i 1 e = fllvm
’ 21+ fi = vy i1 271+ U= fllvpay)

J/

00 1_1
SLiIN+1 5 TN

Seinuns>0undN€1Nso,dassziN<§

”fk _f”(Ni,tx,-) + E
1 + ||fk - f”(Nl‘,DCI') 2

N1
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Da || fc = fll(ny;) 4 Oftiri=1,...,N, existiert ein kg € IN, so dass fiir alle k > k
gilt

i=1 21 1 + ka - f”(Ni,[Xi) 2
Damit folgt insgesamt, dass
Vk > ko d(fi, f) <e O
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