Fourier-Analysis
Vortrag zum Seminar zur Funktionalanalysis, 21.03.2011

Stephanie Feddern

Die vorliegende Seminararbeit basiert auf den Seiten 247-254 des Buches Real Ana-
lysis - Modern Techniques and Their Applications von Gerald B. Folland. Sie gibt ei-
ne Einfithrung in die Fourier-Analysis, indem zunéchst die Fourier-Transformation
tiir spezielle periodische, messbare Funktionen definiert wird. AnschliefSfend werden
diese Resultate auf spezielle messbare Funktionen im IR" iibertragen. Ein Hauptre-
sultat ist der Satz iiber die inverse Fourier-Transformation, der unter gewissen Be-
dingungen die Rekonstruktion einer Funktion aus ihrer Fourier-Transformation er-
moglicht.

§1 Einfiihrung

Eines der fundamentalen Prinzipien der harmonischen Analysis ist das Ausnutzen
von Symmetrien.

Betrachtet man einen Raum, auf dem eine Gruppe operiert, so ist die Idee, Funktio-
nen zu untersuchen, die sich auf einfache Weise unter der Gruppenoperation trans-
formieren lassen. Ziel ist es, beliebige Funktionen in Summen oder Integrale dieser
simpleren Funktionen zu zerlegen.

Im Folgenden betrachten wir die Raume IR” sowie T" = R" /Z". Beides sind Abelsche
Gruppen mit der Addition als Gruppenoperation. In der harmonischen Analysis
sind unsere Bausteine Funktionen, bei denen die Translation des Additionsopera-
tors durch Multiplikation der Funktion mit einem Faktor vom Betrag 1 dargestellt
werden kann. Man sucht also Funktionen fiir die gilt, dass fiir alle x ein ¢(x) mit
lp(x)| =1 existiert, so dass f(y+x) = p(x)f(y).

Haben f und ¢ diese Eigenschaft, dann ist f(x) = ¢(x)f(0), also ist f vollstindig
durch ¢ bestimmt, wenn f(0) gegeben ist.

Weiterhin gilt:

P()pW)f(0) = ¢()f(y+0) = ¢(x)f(y) = flx+y) = ¢(x+y)f(0).
Also falls f 0, so gilt ¢(x +y) = ¢(x)P(y).

Um alle f zu finden, die sich wie oben beschrieben verhalten, reicht es demnach
alle ¢ mit Betrag 1 zu finden, die ¢(x +y) = p(x)¢p(y) erfiillen.
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Wenn wir zusitzlich fordern, dass ¢ messbar ist, dann erhalten wir eine vollstan-
dige Losung des Problems.

(1.1) Satz

Sei ¢ eine messbare Funktion auf R” (bzw. T") mit ¢(x +y) = ¢(x)$(y) und |¢| = 1.
Dann existiert ein & € R" (bzw. & € Z"), so dass ¢(x) = e2™icx, o
Beweis

Zunichst beweisen wir die Aussage auf R:

Sei a € R mit [, ¢(t)dt # 0. Solch ein a existiert, denn angenommen fiir alle a gelte
[ ¢(t)dt = 0. Dann wire fiir r > 0 und E, = [a—5,a] c B(r,a), wobei a € Ly, der
Lebesguemenge (vgl. Definition [A.7), und B(r,a) die offene Kugel um a mit Radius
r:

a—j a

f<p(t)dtnaCh:V°r'O V>0 = f¢(t)dt:0 V> 0.

0 a-}
Auflerdem ware m(E;) = 5 > % m(B(r,a)) = %r, wobei m das Lebesguemafs ist. Daraus
folgt dann, dass sich E, gutartig reduziert (,,shrinks nicely”, vgl. Definition |A.8) und
somit folgt mit dem Lebesgueschen Differentiationssatz (A.9):

lm Ef ) dy = 0 = ¢(a).

—
=0

Also gilt fiir alle x € Ly, dass ¢(x) = 0, was im Widerspruch zu |¢| = 1 steht.

Wir definieren A := ([’ ¢(t) dt)_l. Dann gilt:

() = 9A [ gyt = A [ p)gpmydt = A [ pxendt = A [ gp(t)ar
0 0 0 x

Daraus folgt, dass ¢ als das Integral einer lokal integrierbaren Funktion stetig ist und
daraus folgt wiederum, dass ¢ € C! als Integral einer stetigen Funktion. Weiterhin
gilt

¢'(x) = Alp(x+a)-¢(x)] = A[p(x)¢p(a) - 9(x)] = Bo(x),

wobei B := A[(p(a) - 1].
Damit folgt

% e B¥p(x) = -Be B¥¢p(x) +e B¢’ (x) = -Be B*¢p(x) +e B¥Bp(x) = 0,
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also ist e7B*@(x) = ¢ bzw. ¢(x) = ceB*, wobei ¢ € R konstant ist. Um die Konstante zu
bestimmen, setzen wir x = 0 und erhalten mit ¢(0) = A [’ ¢(t)dt=AA-1 =1:

1=¢0)=cP?=c1=c

Also gilt insgesamt ¢(x) = eB~.
Da fiir alle x gilt, dass

1= |(P(x>| _ |eBx| _ |e(a+ib)x‘ _ |eax‘eibx’ _ |eax|_ |eibx| =a=0,
—
-1

folgt, dass B rein imagindr ist, also wahle B = 27i¢ fiir ¢ € R.
Damit folgt die Behauptung auf R: ¢(x) = e>T6x.

Betrachten wir T, so ist ¢ zusitzlich periodisch mit Periode 1. Daher gilt fiir alle

keZ.: , , , ,
p27TiCX _ equf(x+k) _ €2m§x62m§k

o1 =tk ey
und somit folgt die Behauptung auch auf T.
Der n-dimensionale Fall folgt leicht aus dem obigen: Dazu betrachten wir die Stan-

dardbasis ey, ..., e, des R" und die Funktionen 9;(t) = ¢(te;), t € R.
Diese erfiillen

Yi(t+s) = ¢((t+s)ej) = Pp(tej+sej) = Pp(tej)p(ses) = pi(t)y;(s).

Es gilt also nach obigem Beweis y;(t) = ¥ und daher

o(x) = ¢(ixjej)= p(xe)) = f{w}-(xﬂ
j- -

n
j=1
L 27TiE X 27 S Eixj 277i
_ He Tigix;  _ e =19% = ¢ mtj-x.

1 -

~

Mit diesem Satz haben wir also eine eindeutige Darstellung unserer Grundbausteine
gefunden.
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§2 Die Fourier-Transformation auf T"

Wir versuchen nun beliebige Funktionen auf T” oder R" als Summen oder Inte-
grale von Funktionen der Form e?™¢* darzustellen. Auf T" gelingt das sofort fiir
L2-Funktionen:

(2.1) Satz
Sei Ex(x) = €27** Dann ist {Ej : k € Z"} eine Orthonormalbasis des L2(T"). o

Beweis
Zunichst zeigen wir, dass die E, orthonormal sind. Normalitét ist leicht zu sehen,
denn fiir alle x € Z" gilt

1 1
(eZm'wx leciK-x) _ f p2TTKX o =27TIKX Jy — f dx = 1.
0 0
Orthogonalitdt folgt fiir beliebige «, ¢ € Z" mit k + ¢:

1 1
(eZm;cx, ech}x) _ [62711K-xe—27'cz§‘x dx = erHz(K—C)-x dx
0 0
1

1
_ v/€2ni2}1:1[(Kj*§j)xj] dx = / : (G =E)X] g
0 0 =

... n 1 .
Fugml erzm("f":f)xfdx]' =0,
=190

denn ist k # { € Z", gibt es mindestens einen Index j, fiir den «; # §; und es gilt:

1 _ 1 e27ri(1<j—§j)xj 1
/ 627'(1'(1(]'76]‘)3(]' dx] — 27'(1%1(]'—6]') 0
0 Xj

, falls K]' * (:f]

. ,falls x;=¢;

1 277 (i~ & ~
27‘(1(1{]_61) (e 7TI(K] C]) - 1) = O , falls K]' * g] .
1 ,falls x; =¢;
Es bleibt zu zeigen, dass {E; : « € Z"} eine Basis des L2(T") ist (vgl. Definition

A.27). Dazu:

Sei A die Menge aller endlichen C-Linearkombinationen der Ej, also:

A:=span{E : k€ Z"}.
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Diese ist eine Algebra (vgl. Definition |A.11): Betrachte f,g € A, so ist f = Y czn aEx
und ¢ = Y \czn BAE) mit nur endlich vielen ay, B, # 0 und es gilt mit
ExEx=Egp € A

fg= Z aEx Z BAEN = Z Z axPrEx Ex

KeZ" AeZ" KeZM \eZ"
= Z Z “Kﬁ/\EiH—)L = Z 'YUEU'
KeZ" \eZM neZ"

Da nun nur endlich viele der -y, := a8, # 0 sind, gilt fg € A.

Des Weiteren trennt A die Punkte in T” (vgl. Definition [A.12): Sind x,y € T" mit
x # I, so gibt es mindestens einen Index j € {1,...,n}, so dass x; # y;. Wihle « = ¢,
und betrachte f = E,; € A. Dann gilt

fx) = Ee(x) = @M% = &7 2 2T = 2T 2 E,(y) = f(y).

Zusatzlich ist A abgeschlossen beziiglich komplexer Konjugation, denn mit
Ec=E_ €cA folgt fiir ein beliebiges f = Y .z axEx € A mit endlich vielen a; # 0:

f = Z axEx = Z “_KE_K = Z axE € A
KeZ" KeZ" KeZ"

Da T" kompakt ist und A, der Abschluss von 4, abgeschlossen in C(T"), lasst sich
der Satz von Stone-Weierstrass im Komplexen anwenden und es folgt, dass
A= C(T") oder A = {f € C(T") : f(x9) = 0} fiir ein xy € T". Der zweite Fall kann
direkt ausgeschlossen werden, da Eg = 1 € A fiir alle x € T™".

Da auerdem A dicht in A liegt, wissen wir nun, dass die Menge aller endlichen
Linearkombinationen A dicht in C(T") liegt. Dies gilt in der gleichmé&ffigen Norm
und daher in der L?-Norm, da das Lebesguemafl von T” endlich ist: Sei f € A und
g € C(T™), so dass gilt: | f — g[. <€, dann ist

I -glo= (15 -gCPax)" < I ~gla [ )"
J

J
<1l ()" < e (merm)"

AuBerdem ist C(T") seinerseits dicht in L?(T") nach Proposition da

Co(T") c C(T™).

Daher haben wir eine orthonormale Menge gefunden, die einen Raum aufspannt,
der dicht in L?(T") liegt. Und damit ist {E : x € Z"} eine Orthonormalbasis des
L2(T™). m
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Mithilfe dieses Resultats, konnen wir die folgenden Begriffe definieren:

(2.2) Definition (Fourier-Transformation auf L2(T"))
Fiir f € L2(T") definieren wir die Fourier-Transformation f : Z" — C durch:

f(x) = (f,E) = f F(x) e e gy,

T <o

(2.3) Definition (Fourieg-Rleihe)
Sei f wie in Definition (2.2)). Dann nennen wir die Reihe

Z f(K)EK

KeZ"

die Fourier-Reihe von f. o

Der Begriff Fourier-Transformation wird auch fiir die Abbildung f — f verwendet.
Satz [2.1]besagt dann, dass die Fourier-Transformation L2(T") auf [>(Z") abbildet:
Die Menge {E. : k € Z"} ist vollstindig, da sonst ein f e L?(T") existiert, mit
(Ex, f) = 0 fur alle x € Z" und somit f orthonormal zu span{Ey : k € Z"} ist. Dies
ist ein Widerspruch zur Basis-Eigenschaft. Damit gilt nach Satz die Parseval-
Gleichung fiir alle f € L2(T"):

IFI3 = % Wf Ex)P

KeZ"

und weiterhin konvergiert die Fourier-Reihe von f in der L?-Norm gegen f. Dem-

nach bildet
£ LT - (2

normerhaltend ab.

Die Definition von f(k) lasst sich auch auf Funktionen f ¢ L1(T") erweitern, denn
es gilt

Fool= | [ e eax| < [1eole™ax = [ 1f(xldx = |fly fir alle x,
']1"11 ']1")1

’][‘ n

und somit lasst sich die Fourier-Transformation als normreduzierende Operator von
L1(T") nach [ (Z") auffassen.

Zwar hat die Fourier-Reihe einer L!-Funktion nicht unbedingt die schénen Eigen-
schaften der Fourier-Reihe einer L2-Funktion, trotzdem existieren Methoden um f
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aus f zu erhalten. Interessierte Leser werden auf Kapitel 8.4 des Buches verwiesen.

Interpolation zwischen L1(T") und L?(T") liefert das folgende Resultat:

(2.4) Satz (Hausdorff-Young Ungleichung)

Es sei 1 < p <2 und g der konjugierte Exponent zu p, es gelte also % + % 1.

Ist f € LP(T"), dann giltfe 19(Z") und Hqu < Hpr o

Beweis
Die Aussage ladsst sich mit Hilfe des Interpolationssatzes von Riesz-Thorin (A.17]
zeigen. Dazu definieren wir in gleicher Notation wie dort

T: LYT") + LX(T") — [®°(Z")+12(Z"), f+~f.
Man beachte, dass [°°(Z") und 1>(Z") die Rdume L* bzw L? mit speziellen Maflen
sind.
Es giltalso po=1,p1 =2,90 = 00 und g7 = 2.
Wir hatten oben schon gesehen, dass fiir f € L1(T") gilt, dass |f(x)| < | f|; fiir alle «.
Also ist auch | e < | f]1.
Wie oben gilt fiirr f € L2(T"), dass |f]2 = |f]2. Dann stimmen die in Satz
verwendeten p; und ¢; mit unserem p und g aus den Voraussetzungen {iiberein,
denn es gilt:

1 t
— = 2 .

und daher 1/p; +1/q; = 1. Da auflerdem nach Voraussetzung f € LPt(T") ist, folgt mit
dem Interpolationssatz die Behauptung: | f lg: < [fp; < 00, und daher fel(zm). o

Man kann also die Fourier-Transformation von L2(T") nicht nur auf L1(T") + L2(T")

erweitern, sondern auf LP(T") mit 1 < p < 2, wobei der Zielraum [7(Z"), mit q = %,
ist.
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§3 Die Fourier-Transformation auf R”

— Die Fourier-Transformation auf L'(R") —

Der Fall R" ist komplizierter. Das intuitive Analogon zu Definition 2.2| der Fourier-
Transformation ist

@) = [ fx) e ax
RTL
und zu Definition der Fourier-Reihe

f) = [ F() e de.
Rn

Diese Integrale sind aber mit Vorsicht zu geniefsen. Zunéchst ist die Konvergenz der
Fourier-Transformation fiir f € L?>(IR") nicht klar, da |f||; nicht notwendiger Weise
endlich ist.

Da es aber sicherlich konvergiert, wenn f € L1(IR") ist, da

F@1 = | [ feerax] < [l = |fl <o,
R” R7

wollen wir die Fourier-Transformation zunichst einmal fiir L!-Funktionen definie-
ren:

(3.1) Definition (Fourier-Transformation auf L1(IR"))
Fiir f € L1(IR") definieren wie die Fourier-Transformation von f durch

FF@) = f© = [ fxe?mitan,

R™ 3
Fiir diese lasst sich folgendes Resultat zeigen:

(3.2) Lemma
Es gilt fiir die Fourier-Transformation von f:

F:LY(R") - BC(R"),

wobei BC(IR") die beschrankten und stetigen Funktionen auf IR” bezeichnet. o
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Beweis
Es ist leicht zu sehen, dass fiir f € L1(R") gilt, dass | f||, < | f]1, denn:

F@1= | [ feer@a < [ If(o] e dx
R” R"

- f f(x)|dx = |f|; unabhéngig von &
IRTZ

Also gilt dies insbesondere auch fiir das Supremum.

Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz konnen wir zeigen, dass f
stetig ist. Dazu betrachten wir eine beliebige Folge {C;} c R", mit ¢ — w fiir
k — oo, w € R" beliebig und fest. Es gilt

‘f(x)(e—zmék.x _ e—27TiW~x)

= |f(x)] |e—2m’<§k~x _ p2miwx

< 2[f(x)]
mit |f(x)| e L1(IR") fiir alle x, und
: “2milpx _ ,-2miw-x) _
I}Lr?of(x)(e Kt —e ) =0.
Daher folgt die Stetigkeit in w:

lim [£(8) - f(w)|

kli_)I?o|]lin/f(x)e—2ni§k-xdx_Hi[f(x)e—Zniw~xdx|

k—o0

li f( ) —27iGex _ p=2miwx ) g
m |]R[ b (e e ) x|

dx = 0.

IN

klim f |f(x)| |e—27riCk-x _e—2m'w~x
—> 00 Rn

Da w beliebige gewdhlt war, folgt die Behauptung. m

Nun wollen wir einige elementare Eigenschaften von F zusammenfassen:

(3.3) Satz
Es seien f, g € L1(R").

a) (tyf)= e27CY f(&) und T, (f) = h, wobei h(x) = €2 f(x).

b) Ist T eine invertierbare lineare Transformation auf R” und S = (T*)~! die Inverse
der Transponierten, dann gilt (f o T)" = |detT|™! f o S. Insbesondere: Ist T eine
Rotationsmatrix, gilt (f o T) = f o T; und wenn Tx = t"1x (¢ > 0), dann gilt
(f o TY(E) = tf(t&), so dass (f;)(¢) = f(t&) mit der Notation aus @
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o) (f*8)=fg
d) Ist xf € L1(R") fiir alle |« < k, dann ist f € CK(IR") und 9*f = [(-27tix)*f]"

e) Ist f e CK(R"), 0*f € Ll(lR”)Afijr alle |a| < k und 0*f € Cyp(R") fiir alle |a| < k-1,
dann ist (9%F)(£) = (27ig)*F(©).
f) (Riemann-Lebesgue Lemma) F(L!(R")) c Co(RR"). o

Beweis
a) Es gilt mit Notation |[A.20; 7, f(x) = f(x -~ y). Damit folgt fiir alle ¢ € R™:

(Tyf)A(’:)Z /Tyf(x)e—ZﬂiC-xdx = /f(x-y)g‘znjg'xdx

RH RI1

_ ff(x)e—ZniC~(x+y)dx: e—Zm'(}y /f(x)e—zmg-xdx
R” R”

e £(2).
Aufderdem:

A

o(f) = f&- [ f(x)e 2@ gy
[ (x)e 27Tig-x quxdx _ fh x)e 27rz§xdx
R”

- h(@), mit h(x) = 2 ().

b) Es gilt mit Satz

(foTY@) = [ FT(0)e? e ax
R”

| det T|! ff(X)e‘z’“@'T*lxdx
R}’l

|det T|™! /f(x)e‘zms‘;'xdx
Rn

|detT|™ f(5¢) = |detT[™ (f5)(¢)

Ist T eine Rotationsmatrix,so gilt TT* = I; und damit folgt

1=det(TT*) = (detT)*> = |detT|=

10
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d)

AuBerdem gilt S = (T*)~! = T und damit gilt mit obigem Beweis (fo T)"= foT.
Ist Tx = t~'x (+>0), dann ist |det T| = +" und mit T = T* folgt Sx = tx. Dann folgt

unmittelbar (f o T)(E) = t"f(t&).
Laut Notation ist fiir ¢ auf R” und ¢ > 0:

9e(x) =t p(t71x).
Es gilt also

(@) B en (FoTye) = £ f(tE) = F(t0).

Mit f*g(x) = [ f(x-y)g(y)dy € LY(R") (vgl. Definition bzw. Satz
folgt

(f *8)1¢)

[ (Fr) e e
RH

/ff(x—y)g(y) dy e2miE iy

R"* R"
[ [ Fe=pgy)e e 2miEy dy
Rn Rn
Fulgini / /f(x_y)e—Zm'g-(x—y) dx g(y)e—Znig.y d]/

R" R

- f© [ sperevay
Ri’l

= f(©)8().

Der Beweis erfolgt per Induktion nach |a|:

IA: || = 1.

Ist |a| = 1, gibt es genau einen Index j mit #; = 1 und es gilt
9
a¢;

@) = 2 [ fxermie ax

*f(2) - %
R”

Nun benutzen wir Satz b), um zu zeigen, dass wir Integration und Differen-
tiation vertauschen diirfen.

Dazu sei t; € {x e R" : x; = 0} beliebig und fest gewdhlt, e, der k-te Einheitsvektor
des R" und wir definieren f;, wie folgt:

fro: R'x[m—-2,m], (x,t)~ f(x)e 2T tred)* 1 e 7 beliebig.

11
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Dann ist f, (-, t) integrierbar fiir alle t € [m -2, m] und
Fy (t) = f fro(x,t)dx = f flx)e 2miltrad)x gy = f(b +ept).
IR™ R™
Aufserdem existiert die Ableitung
ftk( £ = f(x) e—2nitk~x(_27.[ixk) o~ 27Xy
und daher ist fiir alle x, t:

‘ ffk f)‘ _ ‘f(x)efmritk'x(_znixk)efbrixk

= 277 [ f (x)]-

Da nach Voraussetzung x;f € L'(IR"), ist die Ableitung also durch eine L!-
Funktion beschrankt.
Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes erfiillt und es folgt, dass F;, differen-

zierbar ist und F/ (t) = [ ft"(x t)dx.
Da t beliebig aus [m—2,m] gewdhlt war, und m wiederrum auch beliebig war,

gilt die Behauptung fiir alle t € R. Auflerdem sind auch t; und k beliebig, deshalb
gilt nun mit Satz[A.3|b), dass

atxAC _ C _ f ernthdx _ / X —27'czé'xdx
f@)= 5 7@ - 5 /7 f)gee
_ f F(x)(=27ix))e e dx = [(-27tix)) fT:
R}’l
Damit ist der Induktionsanfang gezeigt.
I'V: Sei die Behauptung wahr fiir ein 7 mit |a| =7 < k.
IS: Sei nun |a| = r + 1(< k). Dann gibt es einen Index j, so dass a; > 0 und |a; —¢j| = 7
und es gilt
aaf - 0% aa—ejf’-‘
2 l(-2min) i fT
d

) a—%f (~27mix)*~4 f(x)e 2 dx

12



Fourier-Analysis §3 Die Fourier-Transformation auf R"

Da x*f ¢ L1(IR") nach Voraussetzung, gilt analog zum Induktionsanfang, dass

0

= — [ (-27mix)"¢ f(x)e 2 dx
9Gj 2,

= f(—27Tix)“_eff(x)ie‘2”i§'x dx
a¢;
RTZ

_ / (~27ix)*~% f(x) (~27wixj)e > dx
e

= /(—ZNix)“f(x)e‘zmg'xdx

Rl’l
= [(-2mix)*fT
und damit die Behauptung fiir alle & mit |a| < k.

e) Auch dieser Beweis erfolgt per Induktion nach |a|:
IA: |a| = 1:
Zundchst betrachten wir den Fall n = 1. Da f € Cyp(R") folgt dann mit partieller
Integration:

(@) = [ fx)e?dx
R

_ f(x)efbriéx

T [f(x)(—Znifj)e’zmgxdx
e )
= 2mif | f(x)e 2¥ dx

/

= (2mig)f(&).

Der Fall n > 1 folgt analog: Da || = 1 gibt es einen Index j mit a; = 1. Die

13
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Behauptung folgt dann mit partieller Integration in der j-ten Komponente:
d
(@ f)(6) = (5 -f)1¢)
J

o) ‘
= —f(x)e’zmé'x dx
f ax]

R”

f(x)e—Zni§~x

” ff(x)(—Zni(fj)e‘Zm':'x dx

—00
R

Znié‘jff(x)e‘znig'xdx
Rl’l

= (2mig)f(©).
Damit ist der Induktionsanfang gezeigt.
IV: Sei die Behauptung wahr fiir ein 7 mit |a| =7 < k.
IS: Sei nun |a| = r + 1(< k). Dann gibt es einen Index j, so dass a; > 0 und |a; —¢j| = 7

und somit ist 0*% f € Cy(IR"). Dann gilt erneut mit partieller Integration nach der
j-ten Komponente:

@)@ = [ f)e
Rn
_ f 9% 9% f (x)e 2N dx
Rn

_ auc—ejf(x)e—zmcj-x

- [ (-2mige 2 dx
-
= 27'ci§jfa“_eff(x)e‘ZNig'xdx

RH

= (27 (0" FE)
Y (2nig;) (2mig) i f ()
= (2mig)*f(2).

f) Hier nutzen wir Teil e). Dazu betrachten wir f € C1(R") n C.(R") und priifen die
Voraussetzungen (fiir k = 1): f ist klarer Weise in C!(R") und da f kompakten

14
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Trager hat, ist f auch in Cp(IR"). Auflerdem hat dann auch jede partielle Ableitung
d/ f kompakten Triger und mit der Stetigkeit folgt o/f ¢ LI1(R") fiir alle j. Wir
wissen, dass die Fourier-Transformation einer Ll-Funktion beschriankt ist. Also
ist auch (9/f)\(¢) beschrankt fiir alle j. Mit Teil e) gilt nun:

@ E) = @mig)f(E)

und damit ist auch || f(€) beschrankt fiir alle j. Es folgt, dass Z?:l IZ;] f(€) be-
schrankt ist und es gilt

i|¢j|f<¢> > 121f ).
2

Daraus folgt, dass f € Co(IR"), denn fiir & - oo, muss f(&) verschwinden, damit
der Ausdruck beschriankt bleibt.

Nun liegt C1(R") n C.(R") dicht in L1(IR"), da C*(R") ¢ C1(R") n C.(R") mit
Proposition dicht in LT(R") liegt.

Nun wihlen wir fiir beliebiges g € L'(IR") eine Folge g, ¢ C1(R") n C.(R") mit
gn — g in der LI-Norm. Dann konvergiert ¢, gleichmifig gegen ¢, denn:

,}E}'}o 1€:(€) -8(20)| = Aij]élo|/gn(x)e_ZNig'de—fg(x)e_zmg'xdx|
R” R”

n—oo

= lim|fe‘2mg’x(8n(x)_S(X))dx|
R

IN

n—oo

lim [ Je 2] g, (x) - g(x)| d
R”
= lim [ Iga(x) - g(x)|dx
R”
= ,113)10 |lgn(x)—g(x)]1 =0 unabhingig von ¢.
Daraus folgt, dass ¢ - §|u < |gn —gl1 — 0 fiir n — oo.
Da Cy(IR") nach Proposition abgeschlossen in der gleichméfSigen Norm ist,
folgt die Behauptung: F(L!(IR")) c Co(IR"). O
Die Eigenschaften d) und e) aus obigem Satz liefern eine fundamentale Eigenschaft

der Fourier-Transformation: Die Glattheit von f wird durch die Abklingrate der
Funktion f im Unendlichen festgelegt und umgekehrt.

15
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Wir betrachten im niachsten Korollar die Fourier-Transformation auf dem Schwartz-
Raum S(IR"), der wie folgt definiert ist:

S(R") = {f e C*(R"): ||f||(N,a) < oo fiir alle N € Ny und « Multiindex}.
Dabei ist

IflNay = SI]lRlo(1+lxl)N a"‘f(X)\
xelR"

tiir irgendein N € INg und einen Multiindex a.
S(R") ist eine Teilmenge des L' (IR"), wie im nachfolgenden Beweis deutlich wird.

(3.4) Korollar
F bildet den Schwartz-Raum S(IR") stetig in sich selbst ab. 3

Beweis
Sei f € S(R"), dann ist x*9f f € L1(IR"), da

[ xBf ()l dx = [ 157 0P £ () dx

Rl’l

< [ (L+ ) 0P f(x)|dx
J

K|+Zin 1
R[ (e b2 0P ()] o

IN

1
leany | rypanm @ < o=
R

denn wegen (1 +|x|)~2" < |x|~2" fiir alle x € B¢(0,1) ist nach Korollar [A.5b)
(1+|x|)=2" € L1(B¢(0,1)) und zusitzlich beschrankt auf B(0,1). Daraus folgt, dass
(1+|x|)2" e LY(R™).

Auflerdem gilt klarer Weise x*9f f € Cy(IR"), somit ist x*dP f € L1(IR") n Co(R") fiir
alle Multiindizes «, B.

Dann folgt aus Satz 3.3d), dass (98 f)"e C>(IR") fiir alle  und

Q) = )|(< 2mix)*F £ (&)

(33} 1 «
= (_2 S (0r)1@)

Gk — )Maa((zmé)ﬁf(é))

= (-1)M (zm)lﬁlf\a\aa(gﬁf@))'
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Demnach ist 0*(&ff) beschrankt fiir alle &, 8 als Fourier-Transformation einer L!-
Funktion und somit nach Proposition in S(R").
Weiterhin gilt [ (1+ |x|)7""1dx < oo, analog zu obiger Argumentation, und damit

|(x*0P £l = sup |(x*3P f)12)

¢eR"

= sup [x"‘aﬁf(x)e‘zmg'xdx‘
geR" R”

sup | [x*0Pf(x)] e ¥ dx
CERVIRH \.TT._/

IN

= sup [ [x*f(x)|dx = [x"9Pf],
ngn]Rn

unabhén:gig von §

[ B FG (Ll (1 )
Rl’l

IN

<98 F() (L )™ [ (1) dx
Rl’l

=C

ClxdP £ () (1 + |x)" .

17
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Dann gilt

flowpy = sup+ DN [9PF (D)

gelR”

Beweis ((A.19) ”
< supCr Y [0 [P
ZeR™  |y|<N

Beweis 1} ”
<~ supCy Y |6 0Pf(D)|
CeR™ — |y<N

1 7l ) N
= supCy ), i |(27T1§)’y aﬁf(§)|
GeR™ [N

1]
= ?‘E’QHZN% (2mig)" [(-2mix)P F1E)|
cR” Y|

171
B8 swpe T LT [0 c2minpsie)
GeRY N 27T

< supGERmF Y | [T NE)

LR ———— |y[<N
= CZ

= supG Y ) ,<a“1xﬁ><a“2f) Q)
GeR™ ly[<N ' artagp=y X142

< spG Y Y ,|[(8“1xﬁ)(8”‘2f) 1©)]
EeR" | |<N ap+ap=y &1:42

= supCp, ). | g1(x)37f]1€&)|, wobei g, ein Polynom vom Grad f
CER™ —[o|sN

< supCo 3, [[(84(x)97f)u
CeER™ [N

< supC Co 3 (1 +[x))" g0 (x)7 fllu = (+)

geR” lvI<N

Da g,(x) ein Polynom vom Grad S ist, existiert ein Kompaktum K c IR", so dass
g ()] < (1 +]x])!B*1 fiir alle x ¢ K und da (1 + |x|)IF+1 > 1, existiert
C, = max(1, maxy |g,(x)]), so dass Cy (1 +[x])B*1 > |g, (x)] fiir alle x € R". Dann

18
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folgt:

(*) < supC Comax(Cy) > [(1+x)™ (1 + |x|)|5‘+187fHu
ZeR" I7[<N Iy [<N
N —

= CN,ﬁ

= Cng 2 Iflgprensan-
71N

Damit folgt die Stetigkeit der Fourier-Transformation auf S(IR").

Alternativ: Man kann sich die Arbeit erleichtern, indem man ein Resultat iiber den
Schwartz-Raum aus der Seminararbeit von Alexander Katzur verwendet:

Proposition (1.5 aus der Arbeit von A.Katzur)

Es gilt: f e S(R") = 9*f e LP(IR") Ya e N[}, Vp € [1, oo]. Weiterhin ist die Einbettung
S(R") c LP(R") stetig , d.h. dass eine Funktionenfolge, die in S(IR") konvergiert,
auch in |.|, konvergiert. o

Zusitzlich kann man die ldnglichen Abschiatzungen durch Ausnutzen folgender Be-
merkung umgehen:

Bemerkung:
Es gilt
fu—f in SR") < VYa,BeINj:
sup [0*xP (fu(x) - f(x))| > 0
xelR"
< Va,BeINg:

PO (fu(x) - F(x))] > 0

sup
xeR"

Diese Aquivalenz wird hier nicht bewiesen.

Es folgt unmittelbar, dass f — 0%xP f stetig auf S(IR") ist, was uns bei dem Teil zur

Stetigkeit weiterhilft. o

Nun zum Beweis von 3.4

Zundchst gilt, dass F(S(IR")) c C>*(IR"):

Ist f € S(R"), so folgt fiir alle Multiindizes B, dass xff € S(IR") nach Konstruktion
des Schwartz-Raumes. Aufierdem gilt mit obiger Proposition, dass

S(R™) c L1(IR™). Mit Satzd) folgt demnach f € C>(R").
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Es gilt sogar f € S(R"), wie oben gesehen.

Zuletzt bleibt zu zeigen, dass F : S(R") — S(IR") stetig ist.

Dazu betrachten wir fiir beliebiges f € S(IR") eine beliebige Folge {f;} ¢ S(IR") mit
fx — f in S(R") und Multiindizes «, B € INj.

Nach obiger Bemerkung folgt, dass x*9f(fy - f) — 0 in S(IR"), und damit auch in
LY(R") (vgl. Proposition 1.4 aus der Arbeit von A Katzur).

Es gilt mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz (A.I)), dass auch

(9P (fi- f)) *2 Co%(&P(fi- f)) — 0 unabhingig von ¢.

Da die Fourier-Transformation beschrankt und stetig ist nach Lemma ist die
Konvergenz gleichmiafig. Das bedeutet aber f; - f — 0 in S(R”) und daher die
Stetigkeit auf S(IR"). |

Wir erhalten insbesondere, dass die Fourier-Transformation eines Elementes des
Schwartz-Raums wieder in L1(IR") ist. Dieses Resultat werden wir spéter noch ver-
wenden.

Nun werden wir eine wichtige spezielle Fourier-Transformation berechnen, die wir
im Beweis zu Satz [3.8 brauchen werden:

(3.5) Proposition
Ist f(x) = e~ mit a >0, dann gilt f() = a—"2e-7EF /e, o

Beweis
Zunichst betrachten wir den Fall n = 1:

Da f e S(R") ist, gilt mit f'(x) = —2x7tae~"*" und Satz 3.3| Teil d) und e):
(7@ B [aminf @) = [-2mive ™ J1@) = L(7)1@)
O amig)f@) = 2ef(e)

Damit folgt

9T f@) = T o+t (@

- TS p) et 2T -
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NN : : :
also ist e’ (&) = ¢, mit c € R konstant. Um diese Konstante zu bestimmen, setzen

wir & = 0. Dann ist £(0) = ¢ und mit Proposition gilt:

- £(0) = 07, _ —rax?
c £(0) IRff(x)e dx fe dx

R
(A8 (i)l/z Vel

7ta

Somit folgt die Behauptung:

_ng2

n? _ ? /2, mE
e f@Q=a o f(§)=aem
Der n-dimensionale Fall ldsst sich auf obigen Fall zuriickfithren, indem man aus-

nutzt, dass [x* = 27 sz:

£(@)

f f(x)e‘2”i§'x dx
IRn

2 .
/e—mz|x| e—27n§-x dx
IRH

n 2 L .
f efna Z]-:1 Xj efzm Zj:1 §]x] dx

2 .
e~ TN em2TUIG X

-
Il
—_

s B %
=

e %;~\_ﬁ

.. 2 .
Ful;lm e—mzx]- efzmé‘]-x]- dx]

2 .
¢~ T g 27MIG X dx;

—
Il
—_

—

f(&) in1D

n -ng?
Fall n=1 - .
all_n H a 1/26 p

j=1

—nz?
a2,
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— Die inverse Fourier-Transformation —

Nun konnen wir die Fourier-Transformation invertieren:

(3.6) Definition (Inverse Fourier-Transformation)
Fiir f € L1(IR") definieren wir die inverse Fourier-Transformation durch

f) =2 = [ f@@mde.
RH

(o

Fiir f e L1(IR") mit f e L1(IR") zeigen wir, dass (f)" = f. Einfaches Anwenden des
Satzes von Fubini schlédgt fehl, denn der Integrand von

(D= [ [ fypermivericsay ae
RTL Rn

ist nicht in L1(IR” x R"), da

[ [ireneznemiayaz - [ [1r)layae = [ Ifhde

Rl’l R?’l RTL RTZ IRn
Einen Ausweg bietet die Einfiihrung einer Folge von Hilfsfunktion um die Anwen-
dung des Satzes von Fubini zu ermoglichen. Die Betrachtung des Grenzwertes liefert
uns dann das gewiinschte Resultat.
Dazu benétigen wir zundchst folgendes Lemma:

(3.7) Lemma
Sind f,g € L1(R"), dann gilt [ fg = [ f$. o

Beweis
Die Behauptung folgt durch einfaches Nachrechnen:

[i@s@de - [ [ fweriig@)axaz

R” R"

[ f@)eriig(x) deax
IRTI IRY!

Fuléini/f(é)fe—ZHié-xg(x)dxdg
R" R"

- [ f@a@de
RVZ
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Ein analoges Resultat gilt fiir die inverse Fourier-Transformation, welches im folgen-
den Satz ebenfalls benotigt wird:
Sind f, g € L1(R"), dann gilt [ fg = [ f§. Dies lasst sich erneut leicht nachrechnen:

[f@s@dz - [ fos@d
]Rn

[ [ remeg(@)dxdg

R}’l Rﬂ

[ f@riig(x) g dx
R? R”

Fuginiff(g)[ezm'g-xg(x)dxdg
R" R”

[ f@z-¢)de
Rn

[ f@z@ae
RH

Nun kommen wir zu einem Hauptresultat dieser Arbeit:

(3.8) Satz (Satz iiber die inverse Fourier-Transformation)
Sind f € LI(R") und f € L1(R"), dann stimmt f fast iiberall mit einer stetigen Funk-
tion fy tiberein und es gilt (f)"= (f)*= fo. 3

Beweis
Fiir gegebenes t > 0 und x € R” definieren wir:

(P(g) _ e27‘(i§»x77rt2|§|2 c Ll(]Rn).
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Dann gilt mit Proposition

$() _ f 2rica-ntif p-2miy g g
Rr
_ [ o~27iE (y=x) -7 | e
Rr
- f ¢ 2 %) T G g
R

Fubini ﬁ f o~ 27118 (Y x}) =P} .

=1 R

s. Bewgis ﬁ(tz)_l/ze_”(yj_xj)z/tz
j-1

= t—ne—7'[|y—x‘2/t2
8t(x-y),
mit g(x) := el ¢ L1 (R™) und der Notation aus gi(x) =tTg(+1x).
7

Da f nach Voraussetzung in L!(IR"), gilt mit Lemma

[F@o@az - [£© @ - [ F@ gi(x-2)de = frgilx).
R" R” R"

Es gilt mit Proposition dass

fg(x)dx _ fe—rf|x|2dx _ (%)n/z L

Da weiterhin g € S(R"), ist sup, g« (1 +|x])N]0*g(x)| beschréankt fiir alle « € N} und
N € Ny. Also insbesondere fiir |«| = 0 und ein C > 0:

1+DNg(x)[<C = g(x)] < CA+H™N
Da dies fiir alle N € Ny gilt, wahle N so, dass N > n + ¢, damit ist
g < CA+[N™N < C(1+ )=+
Daher sind die Voraussetzungen von Satz erfiillt und es folgt

frgi(x)— f fur t -0
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fuir fast alle x.
Andererseits kann man, da

im(@)/(¢) = lime™ e f(g) = 270 f(g)
und auflerdem
(&) F ()] = [2EmClE (@) = [ R f(2)] < |F(2)],
<1

wobei f € L1(IR") nach Voraussetzung, den Satz von der majorisierten Konvergenz
(A.1I) anwenden. Daher gilt

lim Rf P& F(©) dE - Rf ATEF(E) dE = (F)(R).

Insgesamt erhalten wir f = (f)"fast iiberall.
Analog gehen wir vor, um f = (f)"zu zeigen: Dazu definieren wir

P(8) = e 2Tl
Dann gilt analog zu obigem Beweis:
By) = py)= [ermermitomig
R‘ﬂ

_ f o2l (vy) e g
RTL

gty P/

= &(x-y),
Wie bereits oben gesehen, lasst sich Lemma [3.7|auf f iibertragen, so dass gilt:

[F@o@dz - [£©@ @ - [ F@ gilx-2)de = frgilx).
R" R” R"

Auf gleiche Weise wie oben folgt nun
f*gt(x)Wf fur t - 0.
i1

sowie 5 5 5
tim [ ¢@)f(@dz = [ e f(@)d = (Fix).
R™ R™
Insgesamt erhalten wir also das analoge Resultat f = () fast iberall.
Da (f) und (f)" Fourier-Transformationen von L!-Funktionen sind, sind sie stetig.
Damit folgt die Behauptung. O
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Wir haben mit obigem Satz also eine Moglichkeit gefunden, eine L!-Funktion f aus
ihrer Fourier-Transformierten fast iiberall zu rekonstruieren, falls f € L1(R").

Es folgen unmittelbar die folgenden beiden Resultate:

(3.9) Korollar
Ist f ¢ L1(IR") und f =0, dann ist f =0 fast iiberall. o

Beweis
Da f = 0ist f € LI(R") und (f)*= 0. Mit obigem Satz folgt, dass f = (f)" fast
tiberall und damit die Behauptung. O

(3.10) Korollar
Die Abbildung F : S(R") - S(IR") ist ein topologischer Isomorphismus. o

Beweis

Zunichst ist S(R") ¢ LIY(IR") (vgl. Beweis von Korollar und laut Korollar
bildet F den Schwartz-Raum S(IR") stetig in sich selbst ab. Da f(x) = f(-x), gilt
dasselbe auch fiir die Abbildung f ~ f und mit dem Satz iiber die inverse Fourier-
Transformation sind die Abbildungen invers zueinander. Damit folgt die Be-
hauptung.

— Die Erweiterung der Fourier-Transformation auf L?(R") —

Die Frage ist nun, ob man die Fourier-Transformation auch auf L?(IR") erweitern
kann. Eine Antwort liefert folgendes Resultat, welches ein Analogon zu Satz 2.1 auf
R" ist:

(3.11) Satz (Satz von Plancherel)

Ist f € L1(IR") n L2(R"), dann ist f € L2(IR") und F | lasst sich eindeutig

L1(R")nL2(R")
als unitdrer Isomorphismus auf L?(IR") fortsetzen. o

Beweis

Sei X = {f e LY(R"): f e L1(R")}.

Da f(x) e L1(IR"), ist auch f(-x) € L(R"). Aber f(-x) = f(x) und somit ist mit dem
Satz tiber die inverse Fourier-Transformation f (=x) = (f)(x) = f fast tiberall.

26



Fourier-Analysis §3 Die Fourier-Transformation auf R"

Daher ist f € L*(R"), da (f)" als Fourier-Transformation einer L!-Funktion be-
schréankt ist. Es folgt mit Proposition dass X c L?(IR") denn es gilt

LY(R") n L>(R") c L2(R").

Des Weiteren liegt X dicht in L2(R"): Da S(R") c L'(IR") und F den Schwartz-Raum
in sich selbst abbildet (vgl. Korollar 3.4), gilt S(R") c X Auflerdem liegt S(IR") mit
Proposition dicht in L2(R").

Betrachten wir nun f,¢ € X und sei & = §: Dann gilt mit dem Satz iiber die inverse
Fourier-Transformation (3.8)):

h(g)

f@e—Znié-x dx

]Rn

= /g(x)ezﬂi’rf‘x dx
R”

(£)(%)
g(&) fast iiberall.

Daher folgt mit Lemma
[ f@s@dz - [ f@h@dz 2 [ fenede - [ f@zed
R" R" R" R"

und somit .

(f,8)=1{/.8)
F|x erhélt demnach das Skalarprodukt von L?(IR"), ist also eine unitdre Abbildung
(vgl. Definition |A.15). Insbesondere erhalten wir fiir f = g, dass | f]2 = | f]2.

AuBlerdem gilt mit dem Satz iiber die inverse Fourier-Transformation (3.8), dass
F(X)=X.Da X dicht in L2(IR"), ist auch F(X) dicht in LZ(IR").

Wiéhlen wir nun fiir beliebiges f € L2(R") eine Cauchyfolge {fi} € X, die gegen f
konvergiert, dann ist wegen der Isometrieeigenschaft von F auch {f;} eine Cauchy-
folge in X. Da X dicht in L2(IR") ist, konvergiert diese gegen ein Element aus L2(IR").
Demnach ist F(L?(R")) c L?(R"). Es gilt sogar F(L?(R")) = L>(R"), da eine Isome-
trie Banachraume auf abgeschlossene Mengen abbildet.

Also ldsst sich F|y zu einem unitdren Isomorphismus auf L?(IR") fortsetzen.

Es bleibt noch zu zeigen, dass diese Fortsetzung mit F auf ganz L!(IR") n L2(IR")
{ibereinstimmt. Aber fiir f ¢ LI(R") n L2(R") und g(x) = e~ ", wie im Beweis von
Satz folgt mit der Youngschen Ungleichung (A.22), dass f * g; € L'(IR"). Dabei
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ist g1 = t7"g(+"1x) wie in Notation
Da weiterhin mit der speziellen Fourier-Transformation aus Proposition

(f +8010) =2 F(@)(80(©@) = f@r (e )1e)

N o INT2 22 A 22
F(e <t_2) eI 2 f(F)e I
und f beschrankt ist, ist (f * g;)"e LI(R"). Demnach ist f * g; € X.

Da [ g(x)dx = 1, folgt mit Satz a), dass f * g - f in der L'-Norm und der
L2-Norm fiir t - 0. Somit erhalten wir

lim |(f * 81)12) = f(&)] = lim| Rf (f * 8e) (x)e 2716 dx - Rf F(x)e 2 dx

t—0

lim| [ 278 ((f 5 g0)(x) - ()
&

IN

lti_r)%f|e—2ni§.x| |(f * @) (x) — f(x)| dx
Rn

lim [ |(f *g0)(x) - ()] dx
R}’l

ltino1 If *gt—fll1 = 0 unabhdngig von ¢,

also gilt sogar gleichmafige Konvergenz von (f * g¢)"gegen f. AuBerdem gilt auch
(f * gt)"— f in der L2-Norm: Wie bereits oben gesehen, gilt | |, = | f]2 und mit der
Linearitdt der Fourier-Transformation folgt schliefdlich:

0 = tim £ xge- £, = tim | (£ 0= 1), = tim ¢ +80- £

t—0 t—0 t—0

Das zeigt die Behauptung. m

Wir haben nun also den Definitionsbereich der Fourier-Transformation von L!(IR")
auf L1(R") + L?(IR") ausgeweitet. Wie im Fall T" erhalten wir einen normerhalten-
den Operator, wenn wir F auf L?(IR") einschranken.

Ebenso wie auf T” liefert uns der Interpolationssatz von Riesz-Thorin (A.17) das
folgende Resultat fiir die dazwischenliegenden LP-Rdume:
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(3.12) Satz (Hausdorff-Young Ungleichung auf IR")

Es sei 1 < p <2 und g der konjugierte Exponent zu p, es gelte also % + % =1

Ist f € LP(IR"), dann gilt f € L9(R") und ||f||q <|Iflp- o
Beweis

Der Beweis verlduft komplett analog zu dem von Satz (2.4). m

Diesmal erhalten wir, dass sich die Fourier-Transformation von L!(IR") nicht nur auf
L1(R") + L?2(IR") erweitern ldsst, sondern auf LP(R") mit 1 < p < 2, wobei der Ziel-
raum L7(R") mit g = % ist.

Der Vollstandigkeit halber definieren wir nun die Fourier-Integraldarstellung:

(3.13) Definition (Fourier-Integraldarstellung)
Fiir f ¢ L1(IR") und f ¢ L1(IR") definieren wir die Fourier-Integraldarstellung durch

f)= [ f@)emrde,
Rn
Diese stellt f als Superposition von Funktionen der Form ¢27¢* dar. o

Mit obiger Definition haben wir nun das zu Beginn gesteckte Ziel zumindest fiir L!-
Funktionen erreicht, deren Fourier-Transformation auch in L1(IR") ist: Wir kénnen
diese als Integral von Grundbausteinen der Form ¢27¢* darstellen.

Die Fourier-Integraldarstellung kann man auch fiir f € L2(IR") definieren, jedoch ist
die punktweise Konvergenz nicht notwendiger Weise gegeben.

— Die Poissonsche Summenformel —

Zum Abschluss wollen wir noch einmal auf den Raum T” zurtickkommen und uns
folgende Fragestellung ansehen:

Kann man aus einer gegebenen Funktion f € L1(IR") eine periodische Funktion konstruie-
ren?

Intuitiv erhdlt man zwei mogliche Ansitze: Einerseits kann man R” in n-dimensionale
Wiirfel der Kantenldnge 1 zerlegen und f tiiber all diese Wiirfel summieren, al-
s0 Yezn f(x —k). Falls diese Reihe konvergiert, ist sie mit Sicherheit eine periodi-
sche Funktion. Andererseits kann man f auf Z" einschranken und die Fourier-Reihe
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S cezn fe2TiE% betrachten. Beide Ansitze werden in folgendem Satz analysiert:

(3.14) Satz

Es sei f € LI(IR"). Dann konvergiert die Reihe Y.z Tcf punktweise f.i. und in
L1(T") gegen eine Funktion Pf mit | Pf]; < | f|1. Weiterhin ist die Fourier-Transformation
auf T" gleich der Fourier-Transformation auf R” fiir alle x € Z": (Pf)\(x) = f(x) o

Beweis

Sei Q = [—%, %)” Dann ist R” disjunkte Vereinigung der Wiirfel
Q+k:={x+k:xeQ}, keZ"

und es gilt

[ ¥ mf@ldx = [ ¥ [mfelds
0 kezZ"

n
keZ Q

keZ"

ey [ UG-k dx
Q

- ¥ [ Ifldx

keZ" Q+k

- [ If()ax
Rl’l

= |fli<oco, dafeL!

Daher ldsst sich Satz anwenden. Zunédchst folgt dann, dass die Reihe Y y.zn T f
punktweise fast iiberall auf Q konvergiert und in L'(T") gegen eine Funktion

Pf e L1(T"), da jede Aquivalenzklasse in T” genau einen Reprasentanten in Q hat
und sie somit mafitheoretisch dquivalent sind. Auflerdem gilt [Pf|; < | f]1, denn

IPfl = | S wfl, = [ 1S wf@lax < [ 5 mf@lde |
kez" 0 kez"

Q keZ"

Des Weiteren folgt aus dem Satz, dass

K x — k) 2inx g Fubini x - k)e 2TRx dx
(PF)(K) Qf PINICED ) Qf fx=F)

Z f f(x)e—ZniK.(x+k)dx _ Z f f(x)e‘zm""‘dx

keZn O+k keZ" O+k

[ Feoe?inn s f(x).
]R?l
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Wir erhalten also, dass beide oben dargestellten Ansitze funktionieren und zur glei-
chen Antwort fiihren.

Wenn wir Bedingungen an f stellen, um zu garantieren, dass obige Reihe absolut
punktweise konvergiert, konnen wir eine verfeinerte Aussage treffen:

(3.15) Satz (Poissonsche Summenformel)
Sei f e C(R") und es gelte |f(x)| < C(1+|x|)™€ und |f(&)| < C(1 +|¢|)"¢ fiir C,e > 0.

Dann gilt ‘
S f(x+k) = > ferrica,
kez? KeZ"

wobei beide Reihen absolut und gleichméfSig auf T" konvergieren. Insbesondere gilt

fiir x = 0: .
2 flk)y = ) f

kezZ" KeZ" <o

Beweis
Es sei x ohne Beschrankung der Allgemeinheit aus [—%, %)" Dann gilt fiir |k| # 0:

(1+|x+k|) > (1+Hk| |x|‘) <1+|k| |1_%‘)

. {1+|k| falls £ € [0,2]

1 falls i >2
denn N N x
X X X
1- €[0,2] und |[1- >1 & = > 2.
-1 = g co2) - K
Nach Wahl von x gilt aufierdem, dass |x| < Y1 ynd damit folgt
1+1lk| fall ” <lk
(L+fx+k) > {1”' . >:k:
Daher erhalten wir:
nth C(1 + |k[)n-—= fﬂ <k
k)] T CQ1 ek < | SR R <l
C falls %> k|
und
C Y 1 +C > (A+k)™c<CC+C Y (1+k))™*
kez" kez" kezn
ki< ki
—
endlich =:Cq
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konvergiert nach dem Integralkriterium, wenn [ (1 +|x|)~"~€ dx konvergiert. Dies ist

R
erfiillt, da mit Korollar b) und analog zum Beweis von Korollar [3.4 gilt, dass
(1+|x])™"€e L1(R"), also [ (1+]|x|)™€dx < oo.

R”

Mit dem Majorantenkriterium von Weierstrafs folgt nun die absolute und gleichma-

Bige Konvergenz von Y y.z» f(x +k) gegen Pf aus Satz

Da auflerdem
nach Vor.

f)e™ = |f(x)] < CA [,
folgt analog wie oben, dass ¥z f (x)e2™** gleichmafig und absolut konvergiert.
Wegen f € C(IR") ist aufgrund der gleichméfiigen Konvergenz auch Pf ¢ C(T") und
daher in L?(T"), da T" endliches Lebesguemaf hat. Demnach erhalten wir mit Satz

und Satz dass
| ¥ e -pf| - o.
KeZ

Da die Reihe zudem gleichméfiig konvergiert, ist sie punktweise gleich Pf. O

§ A Verwendete Resultate

Hier sind alle Ergebnisse aus dem Buch Real Analysis - Modern Techniques and Their
Applications von Gerald B. Folland aufgefiihrt, die fiir die in dieser Arbeit behandel-
ten Sétze benotigt werden, dabei entsprechen die Zahlen in Klammern der Numme-
rierung des Buches. Die Seitenzahlen beziehen sich auf die 2. Auflage von 1999. Es
wurden an manchen Stellen Ergdnzungen vorgenommen, damit alle Bezeichnungen
bekannt sind.

(A.1) Satz (2.24, Satz von der majorisierten Konvergenz, Seite 54)
Sei (X, M, u) ein Maraum und {f,,} eine Folge in L (u), so dass (a) f, — f f.i. und
(b) dass ein nichtnegatives ¢ € L'(u) existiert mit |f,| < g f.i. fiir alle n. Dann ist

fell(p)und [ f=limy_co [ fu o

(A.2) Satz (2.25, Seite 55)
Sei (X, M, u) ein Maraum und {f;} eine Folge in L!(j), so dass ¥7° [ |fj| < co. Dann
konvergiert 7° f; f.ii. gegen eine Funktion in L!(x) und [ ¥7° fj = ¥7° [ f- o

(A.3) Satz (2.27, Seite 56)
Sei (X, M, u) ein Malraum und f: X x[a,b] - C (-o0 <a < b < o0) sowie
f(-,t) : X - C integrierbar fiir alle ¢ € [a,b]. Sei auBerdem F(t) = [y f(x,t)du(x).
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a) Angenommen, es existiert ein ¢ € L1(y), so dass [f(x,t)| < g(x) fiir alle x, t. Ist
limy¢, f(x,t) = f(x,tp) fiir alle x, dann gilt lim;_;, F(t) = F(fp); insbesondere: ist
f(x,-) stetig fiir alle x, dann ist F stetig.

b) Angenommen, 0f /ot existiert und es gibt ein g € L' (), so dass
|(af/ot)(x,t)| < g(x) fur alle x, t.
Dann ist F differenzierbar und F’(x) = [(9f/dt)(x, t) du(x). 3

(A.4) Satz (2.44a, Seite 73)
Sei T € GL(n,R).

a) Ist f eine Lebesgue messbare Funktion auf R”, dann ist dies auch foT.Ist f >0
oder f e L1(m), wobei m das Lebesguemaf ist, dann gilt

[f(x)dx=|detT|ffoT(x)dx

(A.5) Korollar (2.52b, Seite 79)
Es seien ¢ und C positive Konstanten und sei B = {x € R" : |x| < c}. Auflerdem sei f
eine messbare Funktion auf R".

b) Ist |f(x)| < Clx|=* auf B¢ fiir ein a > n. Dann ist f € L1(B°). [...] o
(A.6) Proposition (2.53, Seite 79)

Fiir a > 0 gilt
n/2
/exp(—a|x|2)dx: (E) .
R™ ¢ o

(A.7) Definition (Lebeguemenge L, Seite 97)
Die Lebesguemenge Ly von f ist definiert als

I
(@]
~

Ly = fo tim s f F) - Fldy

r~0 m(B(r, x))

wobei B(r, x) die offene Kugel um x mit Radius r ist. o

(A.8) Definition (gutartig reduzieren, Seite 98)
Eine Familie {E, },¢ von Borel-Teilmengen auf R" reduziert gutartig (,,shrinks nicely”)
zu x € R", wenn
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e E, c B(r,x) fur alle r, wobei B(r, x) die offene Kugel um x mit Radius r ist, und

e es eine Konstante « > 0, unabhéngig von r, gibt, so dass m(E,) > am(B(r,x)).
Dabei ist m das Lebesguemaf. o

(A.9) Satz (3.21 Lebesguescher Differentiationssatz, Seite 98)
Sei f € Llloc' Fiir jedes x in der Lebesgue-Menge von f, insbesondere fiir fast alle x,
gilt

. 1 ) 1
lim S E] ()= F()ldy =0 und lim s Ef fw)dy = f(x)

r—0

fur jede Familie {E, },.o, die gutartig zu x reduziert (,,shrinks nicely”). o

(A.10) Proposition (4.35, Seite 132)
Ist X ein lokal kompakter Hausdorff-Raum, dann ist Co(X) der Abschluss von C.(X)
in der gleichmafiigen Metrik. o

(A.11) Definition (Algebra, Seite 139)
Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und A Teilmenge von C(X,R) (bzw. C(X)).

Die Menge A heifst Algebra, wenn sie ein reeller (bzw. komplexer) Untervektorraum
von C(X,R) (bzw. C(X)) ist, so dass fg € A fiir alle f, g€ A. 3

(A.12) Definition (Separation von Punkten, Seite 139)
Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum. Eine Teilmenge A von C(X,R) oder C(X)
separiert oder trennt Punkte, wenn fiir alle x,y € X mit x # y ein f € A existiert, so dass

f(x) = f(y)- o

(A.13) Satz (4.51 Satz von Stone-Weierstrafs im Komplexen, Seite 141)
Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum. Ist A eine abgeschlossene komplexe Subal-
gebra von C(X), die Punkte trennt und abgeschlossen unter komplexer Konjugation

ist, dann gilt entweder A = C(X) oder A= {f ¢ C(X): f(xp) = 0} fiir ein xg € X. 3

(A.14) Satz (5.27, Seite 175)
Ist {114 } e 4 eine orthonormale Menge in einem Hilbertraum #, dann sind dquivalent:

a) (Vollstindigkeit) Ist (x, 1) = 0 fiir alle &, dann ist x = 0.
b) (Parseval-Gleichung) |x|? = Y e |(x, 1y )[? fiir alle x € H.
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c) Fur alle x € H gilt x = ¥4 (X, U )11y, wobei die Summe auf der rechten Seite nur
abzdhlbar viele von Null verschiedene Eintrdge hat und in der Norm-Topologie
konvergiert, unabhéngig von der Reihenfolge der Terme. o

(A.15) Definition (unitire Abbildung, Seite 176)

Es seinen #; und %, Hilbertraume mit zugehorigen Skalarprodukten (-,-); und (-, -)».
Eine unitire Abbildung von H; nach H, ist eine invertierbare lineare Abbildung

U : Hy — Hjy, die das Skalarprodukt erhilt. Es gilt also:

(Ux,Uy)y = (x,y)1 fur alle x,y € H;.

(A.16) Proposition (6.10, Seite 185)
Ist0<p<g<r<oo, gilt LPnL"c L1 [...]. o

(A.17) Satz (6.27 Interpolationssatz von Riesz-Thorin, Seite 200)
Seien (X, M, u) und (Y, N,v) Mairaume und py, p1,q0,q1 € [1, 0]. Falls g¢ = g1 = oo,
sei aufSerdem v semiendlich. Fiir 0 <t <1, seien p; und g definiert durch

1 1-t ¢t 1 1-t ¢

—==—+—, —=—+—.

pt po P1' qt do g1

Ist T eine lineare Abbildung von LFo(u) + LP1(u) nach L% (v) + L7 (v), so dass
ITfllgo < Mol flp, ftir f e LPo(u) und [Tflg < Ma|flp, fir f e LP1(n), dann gilt
ITflyg < MYMEL £, fir f € LPr(u), << 1. o

(A.18) Proposition (7.9, Seite 217)
Ist  ein Radon-Maf8 auf X, dann ist C.(X) dicht in LP(u) fiir 1 < p < oo. o

(A.19) Proposition (8.3, Seite 237)
Fiir f € C* sind dquivalent:

a) feS
b) xPo*f ist beschrinkt fiir alle Multiindizes «, 8
c) 0%(xPf) ist beschrankt fiir alle Multiindizes «, B.
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Dabei bezeichnet S den Schwartz-Raum:
S(R™) = {f ¢ C(R"):||f](n < oo fiir alle N e No und @ Multiindex},

mit

9" f(x)]

[flvay = sup(1+]x)N
xeR"
Aus dem Beweis gilt:
n
(1+[xDN < V(1 +[xN) < 2N[1+871 Y aN]] < 26T Y [P,
1 IBI<N
wobei ¢ > 0 eine Konstante und N € N ist. o

(A.20) Notation (Seite 238)
Ist f eine Funktion auf R” und y € R", so schreiben wir

Ty f(x) = f(x=y). o

(A.21) Definition (Faltung, Seite 239)
Seien f und g messbare Funktionen auf R". Die Faltung von f und g ist die Funktion
f * g definiert durch

frg) = [ fGx-y)g)dy

tiir alle x, so dass das Integral existiert. °

(A.22) Satz (8.7 Youngsche Ungleichung, Seite 240)
Ist fe Ll und g € LP (1 < p < 00), dann existiert f x g(x) fiir fast alle x und es gilt

fegelrund |f +gly <l fhlgly. ’

(A.23) Notation (8.13, Seite 242)
Fiir eine Funktion ¢ auf R"” und t > 0 schreiben wir

i (x) = t7"p(t ). o
(A.24) Satz (8.14a, Seite 242)
Seip € Ll und [ ¢(x)dx = a.
a) Ist feLF (1< p <o), dann gilt f * ¢y — af in der LP-Norm fiir t — 0. 3
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(A.25) Satz (8.15, Seite 243)
Angenommen |¢(x)| < C(1 + |x])=("+€) fiir C,e > 0 und [ ¢(x)dx = a. Ist f e LP(R"),
1< p < oo, dann gilt

fre(x) —af(x), -0
fiir alle x in der Lebesgue Menge L¢ von f . Insbesondere also fiir fast alle x
und jedes x in dem f stetig ist. o

(A.26) Proposition (8.17, Seite 245)
C& (und daher S) ist dicht in L (1 < p < o0) und in Cy. o

Zusitzlich verwenden wir folgende Definition aus dem Vorlesungsskript Funktional-
analysis von R.L. Stens (552009)

(A.27) Definition (II(1.10), abzdhlbare Basis, Seite 28)
Man sagt, dass ein normierter linearer Raum (X, | - |) eine abzihlbare Basis fi, f2,. ..
besitzt, falls jedes f € X darstellbar ist als

f= i“k fr
k=1

fir gewisse ay € K, mit K € {R,C}. Eine abzdhlbare Basis heist SCHAUDER-Basis,
falls diese Darstellung eindeutig ist, d.h. falls fiir jedes f die Koeffizienten aj ein-
deutig bestimmt sind. o
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