DIE FENSTER-FOURIERTRANSFORMATION
FELIX VOIGTLANDER

ZUSAMMENFASSUNG. Die Fouriertransformation fe L2 (R) einer Funktion f € L2 (R) gibt ein Frequenzspek-
trum der Funktion f an, wenn man f = f (¢) als Funktion der Zeit und f: f(w) als Funktion der Frequenz
betrachtet. Bei der Fouriertransformation erhédlt man allerdings ein Frequenzspektrum der gesamten Funktion
unabhdngig von der Zeit.

Bei der in dieser Ausarbeitung betrachteten Fenster-Fouriertransformation méchte man dagegen eine Darstel-
lung erhalten, die Informationen iiber das zeitliche Auftreten von bestimmten Frequenzen liefert, das gelieferte
Frequenzspektrum soll also abhéngig von der Zeit sein. Dazu lokalisiert man fiir eine gegebene Zeit tp € R die
gegebene Funktion f € L? (R) mittels eines Abschneidefensters g € L? (R) zu t +— f (t)-g (t — to). Der Wert der
Fouriertransformation dieser lokalisierten Funktion an der Stelle wy € R liefert dann den Wert (Vy f) (to,wo) der
Fenster-Fouriertransformation von f beziiglich des Fensters g an der Stelle (¢g,wo).

Im Folgenden werden die Eigenschaften der Fenster-Fouriertransformation naher untersucht. Dabei wird ge-
zeigt, dass fiir f,g € L? (]Rd) die Fenster-Fouriertransformation V f € L2 (RQd) NCop (RQd) quadratintegrierbar,
gleichméfig stetig und beschrankt ist und es wird eine Inversionsformel fiir die Fenster-Fouriertransformation
hergeleitet. Schliefflich werden wir niher auf die geeignete Wahl des Fensters g € L2 (Rd) eingehen.

1. Definition der Fenster-Fouriertransformation und elementare Eigenschaften

Definition 1. Sei g € L? (]Rd) beliebig. Dann ist fiir f € L? (Rd) die Fenster-Fouriertransformation von f
beziiglich der Fenster-Funktion g definiert durch:

Vof iRIXRT = C, (z,w) = | f(t)-g(t—a) e 200 dt
Rd
Die schon in der Einleitung erwéhnte Idee der Fenster-Fouriertransformation ist in Abbildung 1.1 zu sehen.
Das Fenster g wird zu ¢ (- — z) auf x zentriert und mit f multipliziert, um nur einen kleinen, um x zentrierten
Bereich von f mittels der Fouriertransformation zu analysieren. Natiirlich ist diese Anschauung nur sinnvoll,
falls g einen um 0 zentrierten, relativ kleinen Tréger besitzt. Da das Fenster in Abhéngigkeit von x verschoben
wird, spricht man auch von einem ,sliding window*.

ABBILDUNG 1.1. Idee des ,sliding window".

Da die Fenster-Fouriertransformation, betrachtet als Abbildung (f, g) — V f sesquilinear ist, zeigen wir zur
Vereinfachung einiger Beweise zunichst das folgende einfache Lemma, das in volliger Analogie zur Aquivalenz
von Beschrénktheit und Stetigkeit von linearen Abbildungen zu sehen ist:
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Lemma 2. Seien V,W,E normierte Vektorrdume und T : V. x W — E eine sesquilineare Abbildung, die
beschrankt ist, das heifit, es existiert ein C > 0, so dass fir alle (v,w) € V x W gilt:

IT (v, w)llg < C-lvlly - lwly -
Dann ist T stetig.

Beweis. Seien (v, wg) € V' x W beliebig und ((vn, wn)), ey € (V' x W)Y eine Folge mit (vy, wy) — (vo, wp).
n—oo

Dann erhélt man auf Grund der Sesquilinearitit von 7':

”T (7)0, wO) -T (Umwn)HE = HT (7)0, wO) -T (U07wn) +T (UO, wn) -T (vnvwn)HE
= T (vo, wo — wn) + T (vo — vy, wn)ll

1T (vo, wo — wa)ll g + 1T (vo = vn, wa) | g

IAIA

C - lvolly - llwo = wally +C - [lvo = vnlly - [lwnlly,
—— Cvolly -0+ C -0 [Jw|y =0.

n— oo

Also folgt T' (vy,, w,) — T (v, wo), und damit die Stetigkeit von 7' O

n— oo

Das folgende Lemma beschreibt die ersten elementaren Figenschaften der Fenster-Fouriertransformation.
Zuerst erinnern wir aber an einige Definitionen.

Definition. Fiir z,w € R? und f : R? — C definieren wir die Translation, die Modulation, beziehungsweise die
Involution von f durch:

T.f: REC, z0 f(z—2),
M,f: RE5C, 2w ™59 . 1 (),
g RIS C, 20 g(—2).

Die Abbildungen

T.: L*(RY) — L2 (RY), [ T.f,
My : L*(RY) = L*(RY), [ Mf,
o L2(RY) — L2(RY), fe f*

sind wohldefinierte, isometrische Abbildungen, wobei T, und M, linear sind und * antilinear ist. Es gelten die
Relationen

(1.1) FoM, = T,oF,
Fol, = M_,olF,
(1.3) T,oM, = e 2™&9) N oT,

Weiterhin gilt fiir f € L? (Rd):
Z—T
Nun kommen wir zu den angekiindigten Eigenschaften der Fenster-Fouriertransformation:

Lemma 3. Seien f,g € L? (]Rd). Dann ist Vi f € Cy (de). Insbesondere folgt, dass V,f gleichmdfSig stetig ist.
Weiter ist die Abbildung

Vi L?(RY) x L* (RT) = Co (R*) € L™ (R*) ,(f,9) = Vi f
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eine beschrinkte, sesquilineare Abbildung mit ||V f|l . < [[flly - lglly, nach Lemma 2 also insbesondere stetig.
Schlieflich gelten die Darstellungen:

(1.4) (Vof)(@w) = [ T.g ( )

(1.5) = (f,(M,oT:)(g))

(1.6) = (F(ToM- ><g>>

(1.7) — ePmilew)  FLT E x)

(1.8) = e 2milew) (Vg ) w, —

(1.9) e~ 2mHew) L (f % M,g*) (2)

(1.10) — (f*M—gcg ) ()

(1.11) _ e mime) ./Rdf (t+ 2) (t_ 5) o= 2miltw) gp.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Identitéiten. Fiir z € R? ist T, € L? (]Rd), also f-T,g € L' (Rd) und damit fiir
w € R%:

f-Tgw) = g f(2) - (Tug) (2) - 727590z = f( ) g(z—a) e M EDdz = Vo f (2,0).

Dies beweist Gleichung (1.4). Weiterhin gilt:

FOLoT) @) = [ £ DL T @R = [ 1) (Tg) (s
= [ H0 g e = ),

was die Identitdt (1.5) zeigt.
Da f,g € L? (Rd) sind, ist der Satz von Plancherel anwendbar, so dass zusammen mit den Identitéten (1.1)
und (1.2) folgt:

(1.5

Vo) @w) (0T () T (FFo Mo ) (9)) 2 (F (T 0 F o) ()
(R @e Mo F)(9) = (F.(Tuo M) @)

Damit ist Gleichung (1.6) gezeigt.
Mit der kanonischen Vertauschungsrelation (1.3) und den bisher gezeigten Identitéten ergibt sich nun:

~

Vi @w Y (R0 M) @)

L. <J?’ e~ 2milw =) (M, o T)) (§)>
= e (F (ML, 0T @)
D i) (v3F) (w0, —a)

D 2w . £ 5 (—g).

Damit sind die Identitéten (1.8) und (1.7) gezeigt. Zum Beweis von (1.9) berechnen wir:

,2771900.;) (f*ng)() _ 672‘“—193“)' f() ( )(x_z)dz
_ e—2‘n’z(w,w) . 2) . e2ﬂ'z<m—z,w) ﬁ >
/R 1) 9@ 2)d

_ e—27ri(a:,w> . eZTri(z,w) . / f (Z) . m X e—27ri<z,w)dz
R4

= (Vof) (z,0).
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Durch Anwendung der Gleichungen (1.8) und (1.9) ergibt sich nun die Identitét (1.10) durch die Rechnung

(Vo) (@) = 7200 (V3 F) (w, ) 2 em2mitod emameal. (Fo (M, (7)) (@) = (Fx (Mo (57))) ().

Zum Beweis der letzten Gleichung, (1.11), benutzen wir wieder die Definition der Fenster-Fouriertransformation
und die Translationsinvarianz des Lebesgue-Integrals:

(Vof) () / F()-gE—a) - e 2t gy
= e miHEw) ./Rd f (z + g) - g (z - g) ce 2Tz W)

Damit sind alle Identitdten beweisen.
Nun zeigen wir die Abschitzung ||V f||. < [Ifll, - l9ll,- Seien dazu (z,w) € R? x R? beliebig. Dann gilt:

(1.9)

|(qu) (wi)| = f() m 8_2”<t7“’>dt‘
<l fgGa) e ar
= [ @l lge—a)ld
Holder
< g (=@l = 171, - [Teglly
= Il gl

Also folgt |V (f, 9)lloe = VoSl < Ifll5-lgll5- Die Sesquilinearitét von V' ist leicht zu sehen, so dass insgesamt
folgt, dass V : L? (Rd) x L? (Rd) — L™ (R2d) eine beschrankte, sesquilineare Abbildung, nach Lemma 2 also
insbesondere stetig ist.

Wir zeigen schlieklich V,f € Cy (RQd). Seien dazu zuerst f,g € C® (]Rd). Dann existiert ein & € N mit

supp (f) ,supp (g) C [k, k]d. Nun sind die Abbildungen

Y RY — L2 (Rd) , x—T.q,

P L? (RY) — L* (RY), hvw f-h,

F: L'(RY) = Co (RY) € L™ (RY), h—h
stetig. Die Wohldefiniertheit von F folgt aus dem Lemma von Riemann-Lebesgue. Damit ist auch

yi=Foyop:R = Co(RY) o F(v(p (@) = f-Tog
stetig und es gilt fiir (v,w) € RY x R? nach Gleichung (1.4):
(Vof) (@,w) = - Tog (w) = (7 (2)) (w)-

Damit folgt die Stetigkeit von Vf, denn fiir (z,w) € R? x R? und eine Folge (z,w,) € (R? x Rd)N mit
(Tn,wn) —— (x,w) folgt, da fiir stetige Funktionen h € C (R?) N L> (R?) die Abschitzung |h ()| < ||k
n—oo

punktweise iiberall gilt:

(Vo) @nwn) = (Vgf) (z,w)] = (7 (2)) (wn) = (7 (2)) ()]
<O (@) @a) = (7 (@) (@a) 4+ (3 (@) (wa) — (7 (2)) ()]
< @) =7 @)l + 107 (@) (wa) — (7 (@) )]
o O

da v (z) € Co (R?) stetig ist.
Nun zeigen wir, lim|(; )| o0 [(Vy f) (7,w)] = 0. Es ist K := 1~ ([—2k, Qk]d> C Cp (R?) als Bild einer kompak-

ten Menge unter einer stetigen Abbildung kompakt. Sei € > 0 beliebig. Definiere fiir n € N: B,, := B,, (0) C R%.
Dann ist fiir n € N die Menge

wi= {1 € Co (R |11l sy) < £} < Co (RY)
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offen, denn nach der zweiten Dreiecksungleichung gilt fiir f,g € L™ (Rd) die Abschétzung

10 (52 = 190 22w (2 | < 15 = lzoe 2y < 1 = gl
das heifit die Abbildung L*° (Rd) =R, f— Hf||L(x,(BC) ist stetig, so dass U, als Urbild einer offenen Menge
unter einer stetigen Abbildung offen ist. Weiter ist ||-f||L°°(BC ) < fll oo (peys so dass Uy, C Upy fiir allen € N

n—+ n
gilt.
Da fiir jedes f € Cy (Rd) nach Definition lim ;| |f (z)] = 0 gilt, ist Co (Rd) cy

KCC() Rd UU

neN

nen Un, insbesondere also

Die Kompaktheit von K sichert die Existenz einer endlichen Teiliiberdeckung dieser offenen Uberdeckung, das
heifit (da die (Up,),,cy eine aufsteigende Folge bilden), dass ein ng € N mit K C U, existiert.

Sei nun ny 1= max,¢_oy oppe 2| € RY. Fiir (z,w) € R? x RY mit |(z,w)| > no + n1 unterscheiden wir nun
zwei Fille:

(1) = ¢ [~2k, 2k]". Dann gllt fiir ¢ € R? beliebig schon f( ) g(t—x) =0, denn fiir f(¢)-g(t— x) # 0 folgt

t € supp (f) C [—k,k]* und t — z € supp (9) C [—k, k]*. Wegen z ¢ [—2k,2k]* existiert aber cin j € d
mit z; ¢ [—2k,2k], das heifit |z;| > 2k. Dann folgt wegen ¢ € [—kJﬂ]d schon |t;| < k, also — [t;] > —k,
und somit:

tj — x| = |wj; — ;] > |og] = [t5]] > |z5] = [t;] > 2| — k> 2k —k =k,

also t; —x; ¢ [—k, k], das heifit t — x ¢ [k, k]*. Widerspruch. Es folgt:
(Vo f) xw|—‘/ f@)-gt—a)-e 2”<“>t>dt‘: / Odt‘:0<5.
R4
(2) x € [~2k,2k]%, also || < ny. Dann folgt:

no +n1 < [(z,w)| < ||+ |w] <ny + |w),

also |w| > no, das heift: w € By, . Damit folgt wegen v (z) € v ([—Zk, Qk]d) =K CUpy,:

(V) (z,w)| = (v (#)) (w)| <e.
Da in jedem Fall |(V, f) (z,w)| < ¢ fiir |(z,w)| > ng + ny gilt, folgt V, f € Co (R??).
Fiir beliebige f,g € L?(R?) existieren Folgen (f,) (gn) € (Cx (Rd))N mit f m f und
g )g g n/neN " gn neN c n n—00
L? (R4
In M g. Dann gilt wegen der Stetigkeit von V : L? (R?) x L? (R?) — L* (R??) und der Abgeschlos-

n—

senheit von Cj (de) in L™ (R2d) schon:
Vof =V (fo9) = lim V(fu,gn) = lim V,, fu € Co (R*T) = Co (R*).

Als Néchstes zeigen wir die sogenannte Kovarianz-Eigenschaft der Fenster-Fouriertransformation:
Lemma 4. Seien f,g € L? (]Rd). Dann gilt fiir x,w,u,n € R%:
[Vy (T 0 My) ()] (w,0) = €704 (Vo f) (@ = w0 — 7).

Beweis. Fiir die Adjungierten der Translation und der Modulation gilt: 7,y = 7", und M;; = M_,, denn fiir
f,g€L? (Rd) rechnet man mit der Translationsinvarianz des Lebesgue-Integrals nach:

(Tu(f).9) = fle—u)-g(a)de =" g f(z) g9(z+u)dz = g f(2)-9(z = (-u)dz = (f,T-u(9)),

Rd
0y (1)0) = [ f @) g@ide = [ f () BT g (e = (£.M- (0).
Nun folgt nach Lemma 3, Gleichung (1.5):

Vo (T o My) ()] (z,w) = ((TuoMy)(f),(MsoT:)(9))
<f,(M_noT_quonx)(g)>.
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Mit der kanonischen Vertauschungsrelation (1.3) ergibt sich nun mit erneuter Verwendung von Lemma 3, Glei-
chung (1.5):

Vo (Tuo My) ()] (yw) = (s (Moyoe 2 med At 0Ty 0 1) (9))

= 7T (f (My,_yoTh ) (g))
_ e 2mi(uw) (ng) (r —u,w — 77) .

O

Wir wollen nun zeigen, dass auch V : L? (Rd) x L? (Rd) — L? (R2d) eine wohldefinierte und beschréinkte
sesquilineare Abbildung ist. Auferdem werden wir in Analogie zum Satz von Plancherel fiir die Fouriertransfor-
mation zeigen, dass die Fenster-Fouriertransformation in einem gewissen Sinne das Skalarprodukt erhélt. Dazu
zeigen wir zuerst ein einfaches Lemma, das zeigt, dass Sesquilinearformen schon durch ihr Verhalten auf der
Diagonale {(x,z) | x € V'} eindeutig festgelegt sind:

Lemma 5. SeiV ein komplexer Vektorraum, f : VxV — C eine Sesquilinearform und ¢y : V — C,x — f (x, )
die zugehérige quadratische Form. Dann gilt fir z,y € V:

(o) = 5 (g (o) iy (2 i) =g (= ) = iy (2 = ).

Insbesondere folgt fiir Sesquilinearformen f,g:V xV — C mit ¢y = 14 schon f = g. Weiterhin erhdilt man —

da das Skalarprodukt (-,-) : H x H — C eines (Prd)-Hilbertraumes H eine Sesquilinearform mit 1. ., = |- ist
- die sogenannte Polarisationsformel

) =5 (lo+yl® +i- Nz +ayl = llz =yl =i« o — ig]*).

e~ =

Beweis. Wir berechnen:

VYr (@ +y)+i-Pp(@+iy) —Yp(xz—y) =iy (v —iy)
= flr+yz+y)+i-fetiyz+iy) - fr—y,z—y) —i f(z—iy,z—iy)
= f@o)+f(xy)+fy2)+f(y,y) +i f(z,2)+i f(2iy)+if(y,z)+if(iyiy)
—fzz)+ f(,y) + f(y,2) — f(yy) —i- fa,2) +i- f(xay) +i- f iy, o) —i- f(iy,iy)
= 2-f(zy)+2 - fy,x)+2-i- (=) - f(z,y)+2-i-i - f(y,2) =4 f(2,9).

Die Behauptung folgt. ]

Nun zum oben angekiindigten Lemma:

Lemma 6. Seien fi, g1, f2, g2 € L? (Rd). Dann ist fiiri € 2 auch Vy, f; € L? (de) mit ||Vy, filly = Il fills - lgillo
und es gilt weiterhin:

(1-12) <Vg1f17‘/g2f2>L2(]R2d) = <f17f2>L2(]Rd) . <gla92>L2(]Rd)-

Der lineare Operator V, : L? (]Rd) 12 (]R2d) f > Vf ist also fir alle 0 # g € L? (Rd) injektiv und fiir
llgll, =1 eine Isometrie.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall fi, g1, fa,92 € C° (Rd) c L? (Rd). Wir zeigen, dass dann fiir i € 2
schon Vi, f; € L? (RM) mit ||Vy, fill, = |Ifilly - llgill, gilt. Es gilt ndmlich, da man den Satz von Fubini fiir
nicht-negative, messbare Integranden immer anwenden kann, sowie wegen der Identitéit (1.4) von Lemma 3 und
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wegen des Satzes von Plancherel (dieser ist anwendbar, da f; - T,.g; € C. (Rd) c L? (Rd) ist):

V. fill = /de (Voo f3) (2, 0) - (Vo J2) (@, 0)d (2)
Fubini e
= /]Rd /]Rd (Vg fi) (z,w) - (Vg, fi) (z,w)dw d

(1.4)

= /Rd dfz' zgz()mdwdx

Plancherel / fl ) - (Tog0) () - f; () - (Twgi) (B)dt da

_ /R/ s (O - |g: (t — o) dt da

A B TGl

© o [sor / lgi ()] dz dt

(1.13) 1£:015 - Nlgilly < oo

Damit folgt insbesondere, dass fiir f, f,g,j € Ccx (Rd) schon Vj f, ng € L? (Rgd) sind und damit das Skalar-
produkt <Vg LVsf >L2(R2d) wohldefiniert ist. Sei nun g € C2° (R?) beliebig. Betrachte dann die beiden Sesqui-

linearformen
0y O (RY) x €= (RY) = C, (f, f) <V f,Vf>L2 oy
Y OF (R < CF ®R) =€, (1F) = (£.1), 0 Iol3
Fiir die zugehdrigen quadratischen Formen hat man fiir f € C2° (RY):
Voo (f) =09 (f1 F) = (Vo f s Vo) pagaay = IVy P22 1002 gl = (4, Pra@ay N9l =75 (F, ) = ¢y, () -

Nach Lemma 5 folgt also schon ¢, = 74, das heifst <ng, ng>L2(]R2d) = <f, f>L2(Rd) . ||g||§ fiir f, f,q € c (Rd).

Betrachte nun fiir f, f € (O (Rd) die beiden Sesquilinearformen

Brji O (RY) x O (RY) = C, (g.9) <ng, vgf>

L2(R24)

ot O (RY) x O (RY) €, (9,4) > 0,8 saee) (£ f>L2 .

Fiir die zugehdrigen quadratischen Formen hat man fiir g € C° (]Rd):

=<f,f>L2Rd 913 = (9.9 oy (£. ), =y 7(9) =t (9)-

=«
L2(Rd) fs

Us,;(9) =By (9.9) = (Vol Vo )

L2 (R2d)

Nach Lemma 5 folgt also schon ﬁfyf = das heifst <ng, ng>L2(R2d) = <f, f>L2(Rd) . <97§>L2(Rd) fiir alle

f.f.9.9€ cx (Rd). Damit ist die Behauptung fiir fi, f2, 91,92 € C° (Rd) bewiesen.
L?(R%)

. - - o N .
Seien nun f,g € L? (]Rd) beliebig. Dann existieren Folgen (fy),,cn s (9n)nen € (C’c (Rd)) mit f, — f
L?(R?
und g, i—)> g. Insbesondere sind (fy),,cx > (9n) ey als L2-Cauchyfolgen in der L?-Norm beschrinkt durch
n oo
ein C >0.Da V: L? (R?) x L? (R?) — Cj (R?*?) nach Lemma 3 stetig ist, folgt ||(Vy, fn) — (Vof)|l., —— 0,
n—oo

das heilt (Vy, fn),cn € (Co (RM))N konvergiert gleichmiRig gegen V, f € Co (R??). Weiterhin erhéilt man mit
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der fiir f,g € C° (Rd) bereits gezeigten Behauptung und der Sesquilinearitéat von V fir m,n € N:

Vo fn) = Vo fdlls = (Vg fo) = Vo fn) + (Vo fin) = (Vg fm) I
Vg, (fn = fm)) + (Vo —gon fn) |l

< WV, (fa = fadlly + V=g fmlly
= |lgn 2'an_fm||2+||gn_gm”2'Hfm”Q
< C-(lfn = finlly + lgn = gmlly) ——— 0.

m,n— 00
Das heift, die Folge (¢n),cn == (Vy, fu)pen € (L2 (de))N ist eine L2-Cauchyfolge, also konvergent gegen ein
¢ € L? (R*). Fiir eine Teilfolge (¢, ) ey gilt dann ¢, (z,w) o (7, w) fiir fast alle (z,w) € RIxRY = R4,
s —» 00

Da ¢, = V,, fn gleichmébig gegen V, f konvergiert, heifit das ¢ (z,w) = limg_oc ¥n, (z,w) = (V5 f) (z,w) fiir
fast alle (z,w) € R? x RY, also (beziiglich der Gleichheit in L?): V, f = ¢ € L? (R?*?). Fiir die Norm erhélt man
schliefslich:

1Velly = llelly = lim llgall, = lim [[Vy, full, = Tim [1fully - lgalls = 11 - -

Das heiftt, die sesquilineare Abbildung V : L? (Rd) x L? (Rd) — L? (de) ,(f,9) — V,f ist wohldefiniert und
beschréankt.
Damit folgt die Stetigkeit der Abbildungen

(@ @)) e (0. (79) = (v vif)
(@ @) we (o (79) = (1F)

2 2
Diese stimmen nach dem fiir C2° (R?) gezeigten Teil auf der dichten Teilmenge ((C’g" (Rd))Q) C ((L2 (Rd))2>
iiberein, sind also auf dem ganzen Raum identisch. Damit ist alles bewiesen. (]

L2 (R2d’) !

L2(RY) (9:9) L2y

Die Injektivitéit des Operators V, : L? (Rd) — L? (R2d) , f = Vg f des letzten Lemmas bedeutet insbesondere,
dass f € L? (Rd) durch die Funktion V, f € L? (R2d) eindeutig bestimmt ist. Wir werden uns im Folgenden mit
der Frage nach der Inversen des Operators V; beschaftigen. Zuerst notieren wir aber noch das folgende Korollar:

Korollar 7. Sei(0 # g € L* (R?) beliebig. Dann ist ((M,, o T;) (g) ‘ z,w € RY) C L? (RY) ein dichter Unterraum
von L? (RY).

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass fiir V := (M, 0 T3,) (9) | #,w € R?) < L? (R?) schon V+ = {0} gilt. Sei also
f € V4. Dann erhilt man mit Lemma 3, Gleichung (1.5) fiir (z,w) € R% x R? beliebig:

(Vo f) (z,w) = (f, (M, o T:) (9)) = 0.
Also folgt nach Lemma 6:

0=Vyflly =1I£lly - llgll-
Da nach Voraussetzung 0 # g € L? (R?) ist, folgt durch Kiirzen schon || f||, = 0, also f = 0. O

2. Die Inversionsformel fiir die Fenster-Fouriertransformation

Ahnlich zur Fourier-Inversionsformel wollen wir nun eine Inversionsformel fiir die Fenster-Fouriertransformation
herleiten.

Um die Formel fiir die Inverse des Operators V; formulieren zu kénnen, benotigen wir einen geeigneten
Integrationsbegriff flir vektorwertige Integrale; in unserem Fall ist dies das schwache Integral, auch Pettis-
Integral genannt. Wir verwenden dabei fiir einen Banachraum B die Bezeichnung B’ fiir den Dualraum von B
und fiir x € B und g € B’ definieren wir (z,g) 5 = g(x) € C. Der Index B’ wird verwendet, um die duale
Paarung (-, -) 5, vom Skalarprodukt auf Hilbertrdumen abzugrenzen.

Definition 8. Sei B ein Banachraum, sowie (X, M, 1) ein Makraum und f : X — B eine Abbildung. Dann heifit
f schwach integrierbar (beziehungsweise Pettis-integrierbar), falls fiir alle g € B’ die Abbildung go f: X — C
messbar ist, das Integral [y (go f) (z)du(x) = [y (f (), 9) g du(z) € C existiert und die Abbildung

wf:B’%C,QH/XU(QJ),gmdu(x)
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ein beschranktes, lineares Funktional auf B’ ist. Dann heift

[ r@ane) = en
X

das schwache Integral (beziehungsweise das Pettis-Integral) von f iiber X. Da ein Element ¢ € B” durch die
Werte ¢ (g) fiir g € B’ eindeutig bestimmt ist, folgt die Eindeutigkeit dieser Definition.
Falls ein h € B existiert, so dass fiir alle g € B’ gilt:

/ F (2) 29 dpt (2) = (o g)
X

(falls B ein reflexiver Banachraum ist, ist dies immer der Fall), so schreiben wir
/ f(z)du(z):=heB
b'e

und nennen [ f (z)dp (x) wieder das schwache Integral (beziehungsweise das Pettis-Integral) von f iiber X.
Da die Menge der beschrankten, linearen Funktionale B’ die Punkte trennt, folgt auch in diesem Fall die
Eindeutigkeit des Pettis-Integrals.

Aus dem Zusammenhang (und der unterschiedlichen Notation in den Formeln) wird stets klar sein, welcher
der beiden leicht unterschiedlichen Integralbegriffe gemeint ist.

Da die Dualrdume von Hilbertrdumen durch den Rieszschen Darstellungssatz vollstdndig charakterisiert sind,
erhélt man in diesem Fall die folgende einfachere Charakterisierung des Pettis-Integrals:

Bemerkung 9. Sei H ein Hilbertraum und (X, M, u) ein Mafraum. Fir f : X — H existiert das Pettis-Integral
[x [ (z) dp (x) genau dann, wenn fiir alle g € # das Integral [ (f (), g) dp (@) existiert und es ein C > 0 gibt,
so dass fiir alle g € H gilt:

\/X (f (). 9) dpt ()] < C - gl -
Dann gilt fiir h € H die Aquivalenz:
(2.1) h=/wf(z)du(x) <:>\fge’H:<h,g>=/w<f<x>,g>du<x>.
X X

Beweis. ,,<=": Unter obigen Voraussetzungen ist die Abbildung

H—><C,9H/X<f(x)7g>du(x)=/X<f(x)7g>du(x)=/X<g,f(x)>du(x)

ein lineares, beschrinktes Funktional auf H. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert also ein h € H, so
dass fiir alle g € ‘H die Identitdt

/ (f (2).9) dys (z) = (g, b
X

gilt.
Fiir ein beliebiges, beschranktes, lineares Funktional v € H’ existiert wieder nach dem Rieszschen Darstel-
lungssatz ein 4 € H, so dass fiir alle g € H die Beziehung v (g) = (g,7)5, = (9,7) gilt. Damit folgt nun:

/ (f (@) Yy s () = / O (@).7) dus (2) = BB = (A) = ()
X

X

Nach Definition des Pettis-Integrals folgt also, dass [y f (z)du(z) = h € H existiert, was insbesondere die
Charakterisierung in (2.1) beweist.

,»=* Nach Voraussetzung existiert h := f;g f(z)du(x) € H. Sei nun g € H beliebig. Definiere die Abbildung
g:H—C,x— (x,g). Dann ist § € H’, so dass nach Definition des Pettis-Integrals das Integral

/ (f (2) Gy dpt () = / (f (2) . 9) dua (2)
X

X
existiert und die Identitét

/ (f (2)g) du (z) = / (f (2) g At () = (hrG) 0 = (B g)
X X

giiltig ist. Damit folgt nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

‘/X (£ (x),9)du ()| = |(h @ay| = [ @) < 12ll3; - llglls -
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Da C := ||hl|;, > 0 unabhéngig von g € H ist, folgt die Behauptung. O

Beim Lebesgue-Integral folgt aus der Integrierbarkeit von f : X — C die Integrierbarkeit von |f| : X — R,.
Das néchste Beispiel zeigt, dass beim Pettis-Integral aus der Integrierbarkeit von f : X — B mnicht auf die
Integrierbarkeit von || f|| : X — R4 geschlossen werden kann.

Beispiel 10. Wir betrachten den Hilbertraum H := ¢? (N) und den Mafraum X = (N, Pot (N), ), wobei
p : Pot (N) = [0,00], M +— |M| das Zdhlmaf auf N bezeichnet. Weiter betrachten wir f : N — H,n — <=,
wobei (ey,), ey € (€2 (N))N die Standard-Hilbertraumbasis von ¢? (N) bezeichnet.

Dann ist [|f{[p2y : N = Ry,n= [[f ()l g2y = L nicht integrierbar, denn es ist:

n

1 > 1
1 @l ) = [ Laim =3t =

Dagegen ist f aber Pettis-integrierbar mit fN n)du (n) = (%)nGN € (2 (N), denn fiir C := /37 | 15 < o0
und jedes h = (hy,),, oy € €2 (N) gilt:
en I
[ maum) < [ 1@ midee = [ ()i = [ 15w

Holder \// Laun \//N|hn|2dﬂ(n)

(o) 1 (o) 9
= Zﬁ Z‘hn‘ =C- ||h||e2(N)
n=1

Nach Bemerkung 9 existiert also [ f (n)du (n) € ¢2(N) und da fiir h = (hy),,cy die Identitét

G man = [aum =L = (L)
[ m=] St (() L)

gilt, folgt [\ f (n)du (n) = (%)neN € 2 (N).

Mittels des Begriffs des Pettis-Integrals konnen wir nun die Inversionsformel fiir die Fenster-Fouriertransformation
formulieren und beweisen.

Satz 11. (Inversionsformel fir die Fenster-Fouriertransformation)
Seien g,y € L* (RY) mit (g,) # 0. Dann gilt fir f € L* (R?):

1 w "
F=rm [ VD ) (Moo T () d ().

Beweis. Wir zeigen zuerst mittels Bemerkung 9, dass das angegebene Pettis-Integral existiert. Es gilt fiir belie-
bige f,h € L* (R?), da nach Lemma 3, Gleichung (1.5) die Identitét

(2.2) (Mo, 0Ty) (7). h) = (hy (Mo, 0 T3) (7)) = (Vyh) (z,w)
gilt:

[ A0 @) (M 0 T) () (2)

[0 @) (010 T () 1 a ()
— /de (Vo) (,w) - (Vh) (2,w)d (5) = (Vo f s Vah) 12 gaay -

Da nach Lemma 6 V, f, V,h € L? (R??) sind, existiert das Integral [p.q (Vyf) (z,w) - (My, 0 Ty) (), h)d(5).
Weiterhin erhilt man wegen der in Lemma 6 gezeigten Identitat fiir ||ng||L2(R2d) und [[Vyh| 2 gaay:

[0 @) (M 0T () (5)

= ’<ngv V’Yh>L2(]R2d)
CSU

IN

||ng||L2(]R2d) ’ HV’YhHLZ(]RZd)
1F1lz gl - 17l - 1Rl
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so dass nach Bemerkung 9 (da C := ||f]l, - lgll, - [[7]l, unabhéngig von h € L? (R?) ist) die Existenz von
[ = fgoa (Vof) (@,w) - (M, 0 Ty) (7)d (&) € L? (R?) folgt.
Mittels Lemma 6 erhélt man fiir h € L? (Rd) unter Verwendung von Gleichung (2.2):

1 = 1 /
= . Vof) (x,w) - {(MyoTy)(y),h)yd(Z
(i) o [ WD ) (M0 T () d ()
(2.2) 1 / J—
= . Vo, f) (z,w) - (Voh) (z,w)d (
e L e ) R ()
1
= <77g> . <nga V’yh>L2(R2d)
Lemma, 6 1 — 1
= . f’ h . g, ’y P . f’ h . ’y, g
(%g>< } o <%g>< )9l
= (f. ).
Die Behauptung folgt. O
Als Nichstes werden wir eine starke Version_ der Inversionsformel herleiten. Diese ist dhnlich zum Fall der
Fourlertransformatlon wobei die Darstellung f fRd ce i@ dy nur fiir f € L (Rd) gilt, aber
die Funktion g, (w) := f[ oyt £ z) - e~ 2mile, “’>dx auch fiir f € L*(R?) definiert ist und L2-Konvergenz

— ]?H — 0 Vorhegt.
2 N—oo

Satz 12. Seien g,y € L* (R?) fest mit (v,g) # 0 und es sei (Ky),cy eine Folge von kompakten Mengen
K, c R?® mit K,, C K11 fiir allen € N und R*! = Unen Kn- Sei f € L? (Rd) Dann ist

<719> /K (Vo) (z,w) - (Mo o To) (7)) (1) d (&)

fiir alle n € N wohldefiniert, es ist f, € L? (Rd) N L> (Rd) und es gilt: lim,, o || f — fully = 0.

fn:RY = Ct

Beweis. Sei n € N fest, aber beliebig. Da K, C R?? kompakt — also beschrinkt — ist, existiert ein R,, > 0 mit
K, C [-R,, Rn]2d. Sei nun ¢t € R beliebig. Dann gilt:

| wn@e) - Loty a0 @)l [y @) a()

n

< ||vgf||oo‘/ (=) d(2)

n

Lemma 3
£ 1l - gl / / Iy (¢ — )] dar duo
[ Rn]* J[~Rn,Ryn]?

i, n

= Ul el @RI [ =) X g e @)

Holder d 5
< Wl gl @R [ o) de ],

(2.3) = 1£1ls - llglly - 7llo - (2Ra)* -/ (2Ra)" < o0,

3d
Also ist f, (1) fiir alle ¢ € RY wohldefiniert und f,, € L% (R) mit || full. < 222 |, - [lgll, - 1]
Sei nun h € C.. (R?) beliebig. Dann ist f,, - h € L' (R?) und es gilt:

bz = [ Sa @ Bt = e [ Vol (@) (M 0 To) () (9 (5) - B (et
1 T (4), xr
T (9 // F)(@w) - (M o Ty) (7)) (8) - R (1) () dt
Fubini 1 O o
(19 / /Rd“Mw T,) (7)) (t) - h(t)dtd (%)
1 x
) /K ) - (M, 0T2) (7)) d (&) -
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Dabei ist der Satz von Fubini anwendbar, denn es ist

[ ] an@e - @omyenol i@l ac a <[ il ol ol @R @)
Rd J K, Rd

34
= (2Ra)>" -l - llglly - 7l - Il < oo
Nach Lemma 3, Gleichung (1.5) gilt die Identitét

(2.4) (My0Ty) (7)), h) = (h, (M 0 T2) (7)) = (Voh) (2,w).

Damit folgt nun:

1 N7 BN (N X
(b = - /K (Ve (@0) - TR G (2),
also
- 1 —_
(uf)e = Tuhlia = | 0 e TR @)
1 T A\ (N xT
(2.5) = = /K (V) ) ) () (2).
Nun ist die Abbildung
. L? (R L ,w) - Vo f) (@) (2
ot L2 (RY) 5 C i s /Kn(“)(’ ) o h @) (5)

linear, da (h,7) — V4h sesquilinear, also in der ersten Komponente linear ist. Weiter ist ¢, beschrénkt (und
wohldefiniert), denn es ist fiir h € L? (R?):

1

1(g, )|

|<T17>|/ |(Vyh) (2, w)] - (Vo f) (2, w) d ()

Holder [V, Ay - [Vyfll, Lemma 6 7]l - llglly - 1 £l
- 1{g,7)] {9, 7]

lon (M) < -/KI(th)(fcw)l-I(ng)(w,w)ld(ii)

<

Rl -

Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert also ein fn €L? (Rd) mit @, (h) = <h7 fn> fiir alle h € L? (Rd)
und L= onll < Hv\lz(\lsz)"Hsz'

f " {9,y
Fiir h € C, (Rd) ist auch h € C, (Rd). Damit folgt, da nach Gleichung (2.5) schon <E, fn> = pn (E) gilt:

L (500 =Fo0) -n@dt = Gy = (FuB) = Fido = (B o), = 00 (B) = on () = 0.

Also ist [pq ( fu () = fn (t)) -h (t) dt = 0 fiir alle h € C, (R?). Nach dem Fundamentallemma der Variationsrech-

nung folgt also f, (t) = f, (¢) fast iiberall, also insbesondere f, € L2 (RY) mit || f,]l, = anH2 < W.
Weiterhin folgt

Ofba = (f) = on) = 2is [ (0 o) TP Gt (2)

- | @) Vi Ea ()

fiir alle h € L? (R?), also (fn,h) = ﬁ - fK (Vo f) (z,w) - (Vyh) (z,w)d ().
Nach Satz 6, Gleichung (1.12) gilt (V, f1, V92f2>L2(R2d) = (f1, f2) 12ra) - (91, 92) [2(a)- Insbesondere ergibt
sich also (f, h) - (g,7) = (V4 f, Vyh) und damit:

<vlg> ./RM (Vo) (z,w) - (Voh) (,w)d (2) .

(fih) =

Damit folgt:
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(F ~ Fuu )]
- Gl ) ARG (E) - [ (o) ) - (A G (2)
! AAYE Y &
[l ) (Vyh) (z,0)d ()
1
S TR / w)| - [(V3h) (@,w)]d(5)

Ht')lder 1 :
S T \// e \// (Vo) ()P d (2)
1 —

(7, 9)] "Vvh”z-\//Kﬁ (Vo f) (2, 0) 2 d (2)

I B —
= T MRl \//K;ng)(, a(z).

Da dies fiir alle h € L? (R?) gilt, ergibt sich (in dem man h = f — f,, einsetzt und ||f — f, ||, kiirzt):

||f fn”g_ |||/7|2 \//C Vf T UJ‘ d( H’YHQ \/Azd Vf X w)| XK,CL( )d( ) oo O

Dabei verschwindet [po, |[(Vyf) (z,w)[? “xke (5)d (%) fiir n — oo, da fiir alle n € N und alle (z,w) € R? x R?
die Abschétzung

IN

2

‘l(ng) (@, @) xrg (5)] < |(Vef) (2,0)]
gilt, also (da V,f € L? (R?*?) ist) die Funktion |V, f | € L' (R?*') eine integrierbare Majorante der Folge
der Integranden ist und fiir alle (z,w) € R? x R? gilt: |(V,f) (=, w)|? - xre (&) — 0, denn fiir beliebige

(z,w) € RT x R = R?* = | J, oy K, existiert ein ng € N mit (z,w) € Ky,,. Wegen K C Ky fiir allen € N
gilt dann schon (z,w) € K, fiir alle n > ng, also xx: () = 0 fiir n > ng. Die Behauptung folgt dann aus dem
Satz von der majorisierten Konvergenz. O

3. Wahl der Fensterfunktion g € L? (R?)
Fiir f,g € L? (Rd) gilt:

Vig) (w,w) = /Rd g(t)- f(t—z)-e2miltw)dt

= / g (t) . m . 6727ri<t,w) dt
Rd

— / m ft—a)- p2mi(tw) gy
Rd

z=t—x f( ) m 27ri<w+z7w)dz

_ eZTrz(:mw) . / f (Z) . m . 6—27ri<z7—w>dz
R4

= TV, f) (~a, —w).

Damit folgt insbesondere |(Vyg) (z,w)| = |(Vyf) (—x, —w)|. Das heifit, dass bei Vertauschen des Abschneide-
fensters g und der zu analysierenden Funktion f (jedenfalls betragsméfig) lediglich die Argumente der Fenster-
Fouriertransformation am Ursprung gespiegelt werden.

Dies bedeutet, dass alleine basierend auf der Struktur der Fenster-Fouriertransformation das Fenster nicht
gegeniiber der zu analysierenden Funktion ausgezeichnet ist. Anders ausgedriickt, ist ohne Kenntnis des Ab-
schneidefensters g € L? (Rd) nicht klar, ob die Fenster-Fouriertransformation V;f Informationen iiber das
Zeit-Frequenzverhalten von f oder g liefert, also ob f mittels des Fensters g analysiert wird, oder g mittels des
nFensters“ f analysiert wird.
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Um den Einfluss des Fensters g zu analysieren, betrachten wir als Beispiel die Funktion

0, x < 0 oder x > 30,

3 - sin (87x), x € 10,10),
JiR=Rz— 12 . (sin (27z) — sin (147z) + sin (247z)), @ € [10,20),

3. sin <7r - 20)2) : z € [20,30],

die in Abbildung 3.1 skizziert ist. Im Intervall [0, 10] besteht f aus einer Schwingung der Frequenz g—: =4, im

Intervall [10,20] ist f eine Uberlagerung aus drei Schwingungen der Frequenzen 1,7 und 12. Im letzten Intervall
[20, 30] handelt es sich um einen sogenannten linearen Chirp, das heift um ein Signal, dessen Frequenz linear
zunimmt.

| 0l

ABBILDUNG 3.1. Skizze der Funktion f.

Die Fenster-Fouriertransformationen, die sich mit den beiden Abschneidefunktionen g; : R — R,z +— e/
und gy 1= X[~ 1, z] ergeben, sind in den Abbildungen 3.2 und 3.3 zu sehen. In beiden Fillen sieht man klar die
2020

Trennung der drei unterschiedlichen Bereiche und kann erkennen, dass im ersten Bereich das Signal aus einer
einzelnen Schwingung konstanter Frequenz, im zweiten Bereich aus drei Schwingungen konstanter Frequenzen
und im letzten Bereich aus einer Schwingung mit linear steigender Frequenz zusammengesetzt ist.

Wie in den beiden Abbildungen zu erkennen ist, ist die Frequenzauflésung bei der Analyse mittels des Fensters
g1 besser als bei Analyse mittels go. Dies &uflert sich darin, dass die Bereiche von V, f, in denen grofse Werte
angenommen werden, eine beziiglich der y-Achse wesentlich geringere Ausdehnung haben, also die jeweiligen
Frequenzen einfacher abgelesen werden konnen. In der Fenster-Fouriertransformation Vi, f in Abbildung 3.3
sind diese Bereiche dagegen ,yverschmiert®.

Im Gegensatz dazu ist die zeitliche Auflésung bei der Analyse mittels des Fensters g, besser als bei der
Analyse mittels ¢;. Dies sieht man daran, dass die Ubergiinge zwischen den verschiedenen Signaltypen zu den
Zeiten t = 10 und ¢ = 20 in Abbildung 3.3 besser zu erkennen sind und dagegen in Abbildung 3.2 ,verschmiert*
werden.

Um diese Effekte heuristisch zu deuten, erinnern wir zunéchst an die folgende Definition

Definition. Eine Funktion f € L? (R?) heit e-konzentriert auf eine messbare Menge 7' C R?, falls gilt:

([rera)” e,

Mit dieser Definition im Zusammenhang steht die Unschérferelation von Donoho und Stark (vergleiche fiir
den Beweis [2], Theorem 2.3.1):

Satz. Sei 0 # f € L? (Rd) ep-konzentriert auf T C RY. Weiterhin sei feg-kzonzentm'ert auf Q C RY. Falls
er +eq <1 gilt, so folgt:
A (T) A (Q)> (1 —er —ea)’.
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ABBILDUNG 3.2. Dichtegraph von |V;, f|. Auf der a-Achse ist ¢ und auf der y-Achse ist w abgetragen.

SERARRRRRRRRRREREE

ABBILDUNG 3.3. Dichtegraph von |V, f|. Auf der a-Achse ist ¢ und auf der y-Achse ist w abgetragen.

Fiir das Fenster g € L? (Rd) sei g nun ep-konzentriert auf T C R? und g sei eq-konzentriert auf Q C R? fiir
kleine ep,eq > 0. Dann ist (M, o T;) (g) er-konzentriert auf  + T und F (M, o T%) (g)) = (T, o M_,) (9) ist
eq-konzentriert auf w+ . In der Zeit-Frequenz-Ebene ist (M, o T,) (g) also konzentriert auf (z + T') x (w + Q)
und (V,f) (z,w) = (f, (M, 0T;)(g)) misst den Anteil der Zelle (z+T) x (w+ Q) an der Zeit-Frequenz-
Verteilung von f. Um moglichst lokale Aussagen iiber die Zeit-Frequenz-Verteilung von f zu machen, mochte
man kleine Werte von A\; (T') (gute Zeitaufldsung) und A; (2) (gute Frequenzauflosung) erreichen. Die Unschér-
ferelation von Donoho und Stark besagt, dass dies nicht beliebig moglich ist, sondern

A (T) - Mg () > (1 — e — eg)?

gelten muss. Da man an kleinen Werten fiir 7, e interessiert ist, liegt der Wert der rechten Seiten in der Néhe
von 1. In der Praxis wird man als Fenster eine Funktion nehmen, fiir die sowohl g, als auch § schnell abfallen,
zum Beispiel g € C° (Rd) cS (Rd).

Zuriick zu unserer konkreten Situation einer charakteristischen Funktion: Die Funktion go hat den relativ

kleinen Trager [—2—70, %], bietet also eine gute Zeitauflosung. Als Fourier-Transformierte ergibt sich aber (fiir
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w #0):
7 ot
5@ = [ emitea— [ ermiveg g
g2 \w) = 92 € = € = o f=—
R ,2% —ZTl - W 20
67271'130.)»2—70 _ eQ‘n’i-w-% e‘n’i»w-llo _ eﬂ'i'W'%
=271 - w =27 - w
; w1 .
2¢ - Im (e 10 sin (1—707r . w)
2mi - w Tew '

Das heifit, g5 fillt so langsam, dass g3 sogar keine L'-Funktion ist. Deshalb hat

(ngf) (l‘,w) Vi@f) (w,—x)

eine unzureichende Frequenzauflésung, wie man auch in Abbildung 3.3 sieht.

Lemma 3, Gleichung (1.8) —omifaw) (
= e ’ .

4. Erweiterung des Definitionsbereichs der Fenster-Fouriertransformation

Bisher wurde die Fenster-Fouriertransformation nur fiir f,g € L? (Rd) definiert. Wir wollen nun sogar fiir
temperierte Distributionen f,g € &’ (Rd) eine temperierte Distribution V, f € &’ (RZd) erklédren, so dass diese
neue Definition mit der alten {ibereinstimmt, falls die Distributionen f, g durch L?-Funktionen gegeben sind.

Dazu erinnern wir zuerst an einige Fakten, die fiir die nachfolgende Konstruktion benétigt werden. In [1],
Proposition 9.9 wird unter anderem die Aussage des folgenden Lemmas gezeigt:

Lemma. C2° (R%) ist dicht in S (RY).

Wir wollen im Folgenden ein Tensor-Produkt von (temperierten) Distributionen definieren. Dazu brauchen
wir zuerst ein Tensorprodukt fiir Funktionen.

Definition 13. Seien f, g : R? — C Funktionen. Definiere f ® g : R? = R? x R? — C, (x,5) — f (z) - g (y).

Beziiglich der Dichtheit solcher Tensorprodukte im Zusammenhang mit Testfunktionen wird in [4], Theorem
1.14.1 folgender Satz gezeigt:

Satz. SeiV := <f ®g ’ figeCx (Rd)> <Cx (de). Dann ist V' dicht in C®° (RM).
Da weiterhin die Einbettung C'2° (R2d) -8 (de) stetig ist, folgt insgesamt, dass
V=_(feg|fgeCxR')) <SR
dicht in S (R??) liegt.

Als weitere Vorbereitung definieren wir einige Operationen, die aus Funktionen auf héher-dimensionalen
Raumen Funktionen auf niedriger-dimensionalen Rdumen erzeugen, in dem einige Variablen festgehalten werden:

Definition 14. Sei f € § (R??). Definiere fiir z,y € R%:
fo: RESC, 2+ f(2,2),
fv: RE=C, 2+ f(z,y).
Dann sind f,, f¥Y € S (Rd) fiir alle ,y € R?. Definiere nun fiir ¢ € S’ (Rd) und f €S (de):
e (f): RY=C, ymr o (fY),
QU (f): RISC, z+— ¢ (fa).

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir zeigen, dass die naheliegende Definition des Tensorproduktes zweier
temperierter Distributionen auf dem Raum V = < f®g | fige Cx (Rd)> zu einer Definition auf dem ganzen
Schwartz-Raum S (RZd) fortgesetzt werden kann:

Satz 15. Sei V := <f ®g ‘ figeCx (Rd)> <S (R2d) und seien @, € S’ (Rd). Definiere

n n
p@Y:V—oCh=Y fiog > ¢(fi) (g
i=1 i=1
Dann ist o ®1 wohldefiniert, denn es gilt firh € V: (p @) (h) = ¢ (w[y] (h)) Weiter ist o ®1) stetig beziiglich
der Metrik auf S (de). DaV CS (]de) dicht ist und stetige, lineare Abbildungen gleichmdflig stetig sind, hat
YR dann eine eindeutige, lineare, stetige Fortsetzung auf ganz S (R2d). Diese sei wieder mit ¢ @1 bezeichnet.



Beweis.

(1)
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Wir zeigen zuerst die Wohldefiniertheit und dazu die Identitét (¢ ® 1) (h) = ¢ (¥1¥) (h)). Sei dazu
h=>3>",[i®g; €V beliebig mit f;,g; € C2° (R?) fiir i € n. Dann folgt:

@(@b[y](h)) = pla=v(h)=p@—=¢y—h(zy) = (f”Hw(y'_)Zf% 9i )>>

= w(xHiﬁ(Zfi(w)yi» —w(xHZfi(z)'zb(gi)) :Zw(gi)w(vaﬁ(I))

= Y we) e () = (paw)(h).

=1

Da der Ausdruck ¢ (z/ﬂy] (h)) unabhéngig von der konkreten Darstellung h = > | f; ® g; von h ist,
folgt die Wohldefiniertheit von ¢ ® ).

Nun zeigen wir die Beschrénktheit: Da ¢, 9 € S’ (Rd) temperierte Distributionen sind, existieren Kon-
stanten C,C > 0 und m, n € N, sowie Multiindizes oy, 8) € N¢ fiir k € n, sowie a?,ﬁé € N¢ fiir j € m,
so dass fiir alle v € S (Rd) gilt:

el < O fla™ - 0%,
k=1
el < Y| 0%y

1

<.
Il

Wie im ersten Schritt gezeigt, ist fiir h = Zi'=1 fi®g; € V beliebig schon (¢ ® ¢) (h) = ¢ (1/)[9] (h)) mit
¢l (h) € C° (RY) € S (R?). Also folgt:
2% . 9Pk ( [y] )H

Setze nun fiir k € n und j € m: i j := (g’f) € N%d und 0y ; := (if) S Ngd. Dann folgt fiir £ € n und
J
z € R%:

2 0P (Y W) = ][0 (s v )]
= 2] |0 (z = ¢ (y = h(2,y)))]

- (WT”(?’H;L )>>|
(

tzwgz fz()>|

l
= e D W (gi) - (9% 1) (
=1

l
= [ w(Z (07 f3) (@
=1

3

o) ()] = o (v ()] <

k=1

= -

m 5 l
< C-la™]- ZyHy“ y D> (0% ) (2 (y)>
Jj=1 1=1 Lo (R4)
l
< C (y) - 9% <(5) =Y fi(x)- g (y)>
=1 Lo (R24)

Nt zMs

I ol

1

<.
Il
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Insgesamt folgt also:

(p@y) (W <C-C-> > |(5)" - 0h_ .

k=1 j=1

Damit ist alles bewiesen.

Definition. (Partielle Fouriertransformation)
Sei f: R?® — C, so dass fiir (fast) alle z € R? gilt ¢t + f(z,t) € L (Rd). Definiere dann die partielle
Fouriertransformation 7 f : R4 — C durch

(Fof) (z,w) = /Rd F(x,t) - e~ 2miltw) gy,

Analog zur gewohnlichen Fouriertransformation zeigt man (vergleiche [3], Satz 16) den Satz
Satz. Die partielle Fouriertransformation Fo : S (de) ) (]de) , [ = Fof ist wohldefiniert und stetig.
Weiterhin kann man zeigen (vergleiche [3], Lemma 15):

Lemma. Sei A € GL (Rd). Dann ist die Abbildung T4 : S (Rd) ) (Rd) = Ta(f) == fo A wohldefiniert
und stetig.

Damit kénnen wir die Operationen F, und T4 fiir A € GL (Rd) auch auf temperierte Distributionen iiber-
tragen:

Definition 16. Sei ¢ € &’ (R?) und A € GL (R?). Definiere

@:S(Rd) %(C,fr—mo(f),
sowie
Fop: S(RY) = C, f = ¢ (Faf).
und
Tap: 8 (RY) = C, f = |det (A)| 7" - ¢ (Tar f) = |det (A)| 7 - o (fo ATY).

Dann sind nach den obigen Satzen Fop, Tap € S’ (Rd) temperierte Distributionen. Weiter ist auch g € &’ (Rd)
eine temperierte Distribution.

Das niichste Lemma zeigt, dass sich die oben definierten Begriffe fiir Distributionen, die durch (L?)-Funktionen
gegeben sind, wie erwartet verhalten.

Lemma 17. Es gelten die folgenden Aussagen:

(1) Sei f € LP (RY) fiir ein p € [1,00] und sei fes (R?) die zugehdrige Distribution. Dann ist f die zu f
gehorige temperierte Distribution. 3

(2) Sei A € GL(RY), f € LP (R?) fir ein p € [1,00] und sei f € S’ (R?) die zugehirige temperierte
Distribution. Dann ist Taf die zu Tof gehorige temperierte Distribution.

(3) Seien f,g € LP (RY) fiir ein p € [1,00] und seien f,§ € &’ (RY) die zugehirigen temperierten Distribu-
tionen. Dann ist f® g die zu f®g € LP (R2d) gehorige temperierte Distribution.

(4) Sei f € L? (R??), so dass fir fast alle v € R gilt: t — f(x,t) € L' (R?). Sei weiter fes (R24)
die zu f gehérige temperierte Distribution. Dann ist Fof € L? (R2d) und Fof ist die zu Fof gehorige
temperierte Distribution.

Beweis.
(1) Sei g € S (R?) beliebig. Dann gilt:

fo)=T@= [ t@)-5@e= [ 7@ 5@~ [ T@ @

Rd
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(2) Sei g € S (R?) beliebig und p’ € [1,00] der zu p konjugierte Exponent, also mit % + 1% = 1. Dann ist
g e ' (Rd). Damit und mit der Transformationsformel folgt:

(Taf) (@) = Wer(™ Flaoa™) = fder (47| [ )9 (47 (@) da
= /]Rd f (A (A*1 (1’))) g (A*1 (x)) . |det (Ai )|dx = g f(A(2) g(2)dz
- / (Tah) ()9 () d=.

(3) Mit f,g € L? (R?) ist f ® g € LP (R??). Fiir p = oo ist das klar. Fiir p € [1,00) beachte:

Lvea@orai) = [ ir@-owra) = [ 1f@ede | lawl =175 ol < .

Damit folgt insbesondere f ® g € S’ (de). Damit muss die Gleichheit nur noch auf dem dichten
Unterraum V = <f ® g | frgeCx (Rd)> <S (]de) nachgerechnet werden. Sei h = Y ;@ ¢; € V
beliebig fiir geeignete y;,¢; € C®° (Rd) fiir ¢ € n. Dann gilt:

n

[CEDEE NCTEOIEME)

i=1

DY IRIERIURCRATEIE

=Y f(l')'%ﬁi(m)dx‘/ 9(y) i (y)dy

i—1 Y R?

= Yo Fe)-ate) = (

| G0 @) hed)

K"I
N}
N————
—~
=

(4) Wir zeigen zuerst, dass fiir f,g € L' (R?) gilt:

(4.1) F@) -g@de= [ f-5)d.
Rd Rd

Es ist einerseits:
[ @ s@a = [ [ e g @ ds
R4 R JRd

/ / —27rz(t 1>dt dLL'
Rd JRd
und andererseits:

[rwama = [ so / g(x) - 200 d it

_ / / f —27‘ri(3¢,t>dm dt

Fubini / / o 2mi{t2) gy g
Rd JRE .

Der Satz von Fubini ist dabei wegen

L] rwsw dedt= [ [ 110 lg@ldtdz = 7], - gl < oc
R4 JR4 Re JRd

anwendbar.
Wir zeigen nun F f € L? (R*?). Fiir fast alle z € R ist ¢ — f (z,¢) € L' (R?), so dass

. e—2ﬂ'i<t,x)

(F2f) (@,w) = | fla,0)- e P gt = (t s f (2,1)) (w)
R,
fiir fast alle € R? fiir alle w € R% wohldefiniert ist. Nach dem Satz von Fubini ist

||f||§:/R2d|f(x,w)|2d(ﬁ):/w Rd|f(fzr,w)|2dwd:zt<oo.
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Also ist [pu |f (2,w)])* dw < oo fiir fast alle z € R%. Das heifit, t — f (z,¢) € L' (RY) N L? (RY) fiir fast
alle z € R?. Nun folgt:

o N W IR
_ /R

PRI s panlide= [ 1@oPada= [ 17@oRd) =115 <.

Also ist Fof € L* (R?*!) c &' (R??). SchlieRlich folgt nach Gleichung (4.1), da fiir g € S (R?*?) und
z € R auch t — g (z,t) € L' (R?) ist:

[LEnee geai@ = [ [ 65TEme e i
/ Fz,w) - (tes g(z1) (w) dwdz
Rd JRd

t»—)fxt)( )‘ dw dx

tn—>f(x,t)

[, w) - (Fag) (z,w) d(5)

R2d
= [ (R0 = (%)) .

Damit ist alles bewiesen.

O
Satz 18. Seien f,ge &’ (Rd). Definiere dann
Vof =T (Ta(f®7)),
wobei A := _OE g € R%4x2d st Dann ist V,f € S’ (RQd) und falls die temperierten Distributionen f,g

durch Funktionen f,g € L? (Rd) induziert werden, stimmt Vyf mit der bisherigen Definition tberein.

Beweis. Wir zeigen zuerst A € GL (R?#*29) mit det (4) = 1. Es ist

e-( D% B 5)-(F BN B)-(F ) -osewe

Also ergibt sich: det (A)* = det (A3) = det (—F) = (—=1)** = 1, das heift (wegen det (4) € R) det (4) = 1.
Seien nun f,g € L? (Rd) und f ,g€8 (Rd) die zugehorigen temperierten Distributionen. Wir zeigen, dass
die neue Definition mit der alten iibereinstimmt. Es ergibt sich fiir z,t € R%:

(Ta(f®9)) (z,t) = (feg) t,—x+t)=f(@) g(t—z).
Einerseits ist nun 74 (f ® §) = (f ® g) o A € L? (R?*?), denn es ergibt sich mittels der Transformationsformel:
’2

Lenen@orasn = [ tea@oram = [ rak o

= [r@Pds [ la@Pd<o.

Andererseits ist fiir z € R? schon ¢ — (T4 (f ® 7)) (x,t) € L' (R?), denn es gilt wegen der Translationsinvarianz

des Lebesgue-Integrals:
| Holder 9 5
Lo g@afa < [ rora [ loe-ora
R4 Rd Rd

£l - /Rd lg (O dt =I£]l; - llglly < oo.

(%)

LT (s @ @) ol

Nach Lemma 17 folgt nun, dass die durch f ® g € L? (RQd) ud foged (RZd) gegebenen Distributionen
identisch sind. Mit dem gleichen Lemma folgt auch die Gleichheit der Distributionen 74 (f ® §) und T4 ( f® 5)
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und schlieflich auch die Identitédt der temperierten Distributionen
E(Ta(fog) =% (Ta(f27)).
Nun gilt aber fiir z,w € R%:

F2 (Ta(f ©7) (z,w) = /]R (Ta(F29) (w,1) - e dt = St e~ 2t gt = (V, f) (z,w) .
Die Behauptung folgt. |
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