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§1 Einleitung

Diese Ausarbeitung basiert auf den Kapiteln 5.2, 6.1 und 6.2 aus dem Buch "Founda-
tion of Time-Frequency Analysis" von Grochenig. In diesen Kapiteln und in dieser
Ausarbeitung geht es um Gabor Systeme, die aus einer Funktion und zwei positiven
reelen Zahlen als Parameter, ein System von Funktionen erzeugen. Es wird unter-
sucht, welchen Bedingungen diese Parameter geniigen miissen, damit dieses System
einen Frame bildet.

Wir verwenden die folgenden Operatoren aus der Fourier-Analysis:

T f(t) = f(t—x) x€e€RY,
Mof(t) = T F(1)  w e RY,

Vef (x,w) = /f(t)g(t —x)e edr g e LA(R7)\ {0}.
R4

Es gelten die folgenden Eigenschaften:
T, ' =T ,=T;,

M'=M , =M

w’

TeM,, = e UM T,
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§2 Definition und wichtige Eigenschaften von Gabor
Frames

Wir wollen in diesem Abschnitt zuerst einmal Gabor Frames definieren, um dann
ihre Eigenschaften genauer zu untersuchen.

(2.1) Definition (Gabor System/ Gabor Frame)
Gegeben seien eine Fensterfunktion ¢ € L?(R?), die nicht die Nullfunktion ist, und
Parameter «, § > 0. Dann ist die Menge

g(g/“uB) = {Ttka,Bng : krn S Zd}

ein Gabor System.
Falls G(g, &, B) ein Frame in L?(R%) ist, so bezeichnet man es als Gabor Frame. Der
zugehorige Operator wird als Gabor Frame-Operator bezeichnet und hat die Form

Sf = Z Z {f, TakMﬁng>TakMﬁng-
kezd nez

(Die Parameter g, «, B werden bei Bedarf als Index hinzugefiigt.) o

(2.2) Korollar
Der Gabor Frame-Operator kann auch folgendermafien geschrieben werden:

Sf: 2 2 ng(“k/ﬁn)Mﬁnszkg'

keZd nez? )
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Beweis
Dies lafst sich durch ein paar einfache Umformungen zeigen:

{f, TockM/Sng> TueMpng = (/f(t) szkM/Sng(t)dt) TukMpng
R4

= /f(t)MﬁnTakg(t)e_zmaﬁnkdt TakMﬁng

= (/f(t)M,BnTakg(t)dt) ezmaﬁnkTakM,Bng
R4

= /f(f)MﬁnTakg(t)dfMﬁnTakg
]Rd

= /f eZm’ﬁntT kg(t)dtM,Bnszkg
- / F(H)3(E— ak)e 2 Bntdt My, Toyg

= Vg(‘xk/ ,Bn)Mﬁn Turg-

(2.3) Proposition

Sei G(g, &, B) ein Frame in L2(IRY), dann existiert ein duales Fenster ¢y € L?(IR?) so,
dass G(, «, B) der duale Frame von G (g, «, B) ist. Hieraus folgt dann ebenfalls, dass
jedes f € L2(RY) die folgenden Darstellungen besitzt:

f=Y. Y (f TuMpug) Tk Mpny
keZ4 nezd

- Z Z <f' TakMﬁn')’>TockM,8ng/
kezi nezd

wobei diese Reihen jeweils unbedingt konvergent in L?(IR%) sind.
Aufierdem sind die folgenden Norméquivalenzen erfiillt:

AlFIP < 30 Yo [Vef(ak, pn)? < B fII%,

kezZ4 nezd

BUAP< Y, Y [ TuMpu)|* < A7H £~

kezZd nezd )
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Beweis
Wir zeigen zunéchst einmal, dass der Frame-Operator S mit T, Mp, kommutiert.
Gegeben seien f € L2(R?) und r,s € Z¢, dann gilt:

(TMMﬁs)_lsTmMﬁs hnegitat Z Z <TMMﬁsfr TakMﬁng> (TMMﬁs)_l szkMﬁng

keZinez4
= Y Y (o (TurMps) ' TueMpug) (TurMps) ™ Tk Mpug
kezi nezd
- Z Z (f, M_psT—ar ockM,Bng>M sT—arTukMpng
p psT
keZi nez4
= 2 2 MogsTo ) Mpn8) M- Toi—r) Mpng
keZinezd
Z Z (f, T, (k— T’Mﬁ(n 5)e o 27t s (k— )g> (ke )Mﬁ(n 5)e o~ 2maps(k— )g
kezi nezd
Z 2 f T M,Bn S)g>62mxﬁs(k—r)Ta(kir)M‘B(nis)e—ZHa,Bs(k—r)g
kezi nezd
2 Z f T, (k— rMﬁn s)g> a(k— r)Mﬁ(n $)&
keZinez4
= 2 L TaMpag) T,xMpag = Sf.
kezd nezd

Dann ist offenbar auch S~! kommutativ mit Ty Mg, vertauschbar.
Mit [1] Korollar 5.1.3 ist der zu einem Frame {¢; : j € ]} duale Frame die Menge
{S7lej : j € J}. Aus den gegebenen Darstellungen fiir f (f = ¥ (S '¢j)ej =

j€]

Y <e]~>S - e]-), mit unbedingter Konvergenz der Reihen, folgt das gewiinschte Resul-
i€l

tat direkt durch Einsetzen des Gabor Frames mit Fenster ¢ und Verwendung der
eben gezeigten Kommutativitat.

Das Korollar liefert ebenfalls zu den Frame Grenzen A, B > 0 des Gabor Frames die
Grenzen B~!, A~1 des dualen Frames und damit die gewiinschten Normédquivalen-
zen. U

(2.4) Korollar
Sei G(g,a, B) ein Frame in L?>(RY) mit dualem Fenster ¥ = S~'¢ € L?(IR%) dann ist
der inverse Frame Operator gegeben durch:

Sglf = S’)’f = Z Z <f/ TakM/Sn'7>TncleBn’Y-

kezd nezd o
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Beweis

Nach [1] Lemma 5.1.6 c) ist der inverse Frame Operator zu dem Frame Operator S
eines Frames {¢; : j € ]} gegeben durch S7'f = Zj€]<f,5_1ej)5_lej.

Setze nun | = Z x Z und e; = Ty Mpg,g fiir j = (k,n) € Z x Z und verwende dann
die im Beweis zu Proposition 2.3 gezeigte Kommutativitdt von S~ und ToxMpy, an.
Damit folgt dann die Behauptung. [

Proposition 2.3 liefert fiir einen Gabor Frame G (g, «, ) durch die Darstellung von f
eine diskrete Zeitfrequenzreprasentation von Signalen. Es ergibt sich dadurch weit-
erhin, dass die gefundenen Darstellungen diskrete Darstellungen der Inversions-
formel (f(x) = f(—x)) sind. Die zweite Darstellung liefert eine Gabor Expansion
von f mit den kanonischen Koeffizienten ¢y, = (f, Ty,xMg, 7). Die erste Darstellung,

geschrieben als f = ) Vi f(ak, pn) Mg, T,y ist eine explizite Rekonstruktion von
knezd
f aus der Menge der STFT von f.

Die expliziten Rekonstruktionsformeln (die Darstellungen von f) basieren nicht auf
dem iterativen Inversionsalgorithmus, der in 5.1.1 [1] angegeben wird, sondern auf
den besonderen Eigenschaften des Gabor Frames. Da die Inverse des Gabor Frame-
Operators nur durch das duale Fenster bestimmt wird muss nun nur noch Sy = ¢
gelost werden und nicht mehr allgemein Sf = h.

Es ergibt sich sogar ( ﬁl)inko 0)(06,3)1(Sg’ﬁ )~lg = g, das heifst, dass das duale Fenster
x,p)—(Y,
von ¢ gegen ¢ geht, wenn & und 8 gegen 0 gehen.

Bisher wurde die STFT nur auf der unabhingigen Achse aZ? x BZ“ betrachtet. Was
passiert nun, wenn man A = EZ fiir E € GL(2d,R) oder sogar eine nicht-uniforme
diskrete Mengen X C R?? verwendet? Natiirlich erfiillt auch jedes nicht uniforme
Gaborsystem G (g, X) = {TuM;g, (u,17) € X} das einen Frame bildet die allgemeine
Frametheorie. Das heifst es existiert ein dualer Frame {e,,, (u,7) € X}, so dass

f= X Vof(un)ewy = ¥ (f ewy) TuMyg. Leider fehlt dem dualen Frame e,; =
(117) ()X

S~1(t.Myg) Strucktur, so dass die Invertierung des Frame-Operators schwieriger
und aufwindiger als vorher wird.
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§3 Existenz von Gabor Frames

Nachdem die FEigenschaften der Gabor Frames im letzten Abschnitt erldutert wur-
den, bleibt nun zu kldren, ob es leicht {iberpriifbare Bedingungen gibt, die es er-
lauben zu erkennen, ob fiir eine Funktion ¢ € L?(R) durch G(g,«, B) ein Gabor
Frame gegeben ist, beziehungsweise ob ein solches g iiberhaupt existiert.

Hierfiir definieren wir zunédchst einen neuen Funktionenraum, den wir dann genauer
betrachten wollen.

— Wiener Raum —

(3.1) Definition (Wiener Raum)
Der Wiener Raum ist gegeben durch

W =W(RY) = {g € L*(RY) : [|g]lw < o0}

wobei
Igllw = ) esssup|g(x +n)|.
nez4a XE[O,Hd
Der Unterraum der stetigen Funktionen wird mit Wy (IRY) bezeichnet. o

(3.2) Korollar
Es gilt fiir alle g € W :

Igllw = Y. I8Tuxjo1ytllo

nez4 O

Beweis
Es gilt:
Igllw =) esssup|g(x+n)]

neZd xG[O,l}d

= Z esssup|g(x + n))([m]d’

nezi xeR?

=) 1§ (x + 1) X[0,174 [ o-
nez4 ]

Wir wollen nun ein paar Eigenschaften von W betrachten.
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(3.3) Bemerkung

Der Wiener Raum beinhaltet alle beschridnkten Funktionen mit kompaktem Trager
und ist somit ein dichter Unterraum aller LP (R9),1 < p < co.

Diese Einbettung ergibt sich mit der Jensen Ungleichung (siehe [2] 11.18) durch

1

£y = (X / x)|Vdx)

neZ

<() HanX[o,ungo)

nezd

< (X IfTuxgopeliee) = Il fllw-

nezd &

==

(3.4) Lemma
Ist ¢ € W(RY) und 7 > 0, dann gilt:

1
esssup Y [g(x —yn)| < (; + 1)l

x€R?  yeczd o

Beweis

Da in einem Intervall der Lange eins hochstens ! + 1 verschiedene Punkte mit
minimaler Distanz - existieren, sind in dem Wiirfel k + [0,1]¢ hochstens (7~ +1)4
verschiedene Punkte mit oy minimale Distanz in der L'-Norm enthalten.
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Es gilt also:

Yo lglx—am)[ < ) Y Iglx—m)|
neza kezd  mezd:
x—ymek-+[0,1)4

<) X sup g(x — )|
kezd mezd:. ne{meZ:x—ymek+[0,1]7}
x—ymek-+[0,1)4

1
< Y -+ sup g(x —n)]
kezd i ne{meZa:x—ymek+[0,1]4}

1
<(=+1)?Y suplg(x— Y1) Xieq- o2 (x — 1)
i kezd neR?

1
< (=+D" Y suplg) X0 ®)]
v kezd yeR?

1 d

=(=+1)" ) sup|g(y) Txjo,¢(v)]

kezd yeR?
32 ( 1

1
<(=+D? Y lI8Texpaplleo = (= +D7Igllw
v kez4 T O

— Beschriinktheit des Gabor Frames —

Mit Hilfe dieses neuen Raumes fiir Fensterfunktionen versuchen wir nun Schranken
fiir den Gabor Operator zu finden. Hierzu wollen wir erst einmal ein Kriterium fiir
die Beschrédnktheit eines Operators betrachten.
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(3.5) Lemma (Schur’s Test)
a) Sei (a]-k) jkej eine unendliche Matrix tiber die Indexmenge J, so dass

sup Z|a]~k| <Ky,
JET kej

sup ) _|aj] < K.
ke] jeJ

Dann ist der zugehorige, durch Matrix-Vektor-Multiplikation definierte, Operator A
mit (Ac); = Y ajck beschréankt von I (]) auf I(]) fiir 1 < p < co mit
kej
11
|Allp_p < K{K} (wobei q mit % +% =1).
b)Sei K(x, y) messbare Funktion auf R? mit

sup [ [K(x,y)|dy < Ky,
xeRA

R4
sup [ |K(x,y)|dx < Kj.
yE]Rd]Rd
Dann ist der durch Af (x) = [« K(x,y)f(y)dy definierte zugehorige Intergraloperator

11
A beschrénkt von LP(RY) auf LP(IRY) fiir 1 < p < co mit Al p(rey—1r(re) < KKy

(wobei g mit % + % =1). o

Beweis
a) Unter Verwendung der Dreiecksungleichung und der Holderungleichung (siehe
[2]) ergibt sich fiir 4 mit % + % =1:

[(Ac)j| = |} ajck|

kej

< ) lajc]

ke

1 1
=Y laj|? ekl aj]s

kejJ
< (Llajellel”)” (X lal) -

kej kej

==
= =

10
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Daraus folgt dann, dass
1Aclp = Y I(Ac),lP
i€l
< 2 (i leel) (2 ajel)

je] keJ ke)

< Z(ZM;’kHCk‘p)Kl%

j€l kel

— K Y (X Jal e ]7)

jel kel

= K Y el (Y Jagl)

ke] i€l

==

P
< K] Y |ex|PKq
kel

P
= KlqKz Z|Ck|p
kej

r
= K{ Ka|cll}

Und damit folgt die Behauptung mit ziehen der p-ten Wurzel.
b) Wird Analog bewiesen unter Verwendung der Sétze fiir die Integralrechnung
(siehe hier Holderungleichung bei [3]) [

Wir definieren nun zwei neue Operatoren:

(3.6) Definition (Synthese und Koeffizienten Operator)

Dec:= Y cenTukMpng  fiir ¢ = (Ckn)g pezis

knezd
(Cf)kn = <f/ TakMﬁng> fir k,n € Zd. o
(3.7) Korollar
Es giltdann Sf = DCf und D = C*. o

11
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Beweis
Es gilt:
(DC)f = D(((f/ TakMﬁng>)k,neZd)
= Y (f TuMp,g) TucMpng
knezd
= Sf.

Es gilt aufSerdem:

<Cf/ C> = Z <f/ TockMﬁng>Ckn
knezd

= Y (f cenTucMpng)
knezd

- <f/ Z CknTtka,Bng> - <f/DC>
knezd
fiir alle f € L2(R%) und ¢ € 1>(Z*).
Damit ist D = C*. U

Damit gilt dann auch
ISl = lIpC]l = Ic*Cll = [ICl* = D>,

(3.8) Proposition
Sei ¢ € W(R?) und &, 8 > 0. Dann ist Dy, g beschrankt von I*(Z?%) nach L2(RY)
und die Operatornorm erfiillt

a1
2

1 d
1Dgapllop = (- +1) (E +1)2|gllw-

Beweis
Sei ¢ € I(Z*) mit endlichem Trager. Definiere nun:

mk(x) _ Z CknEZHiﬁn(x—vck)‘
nezl

Diese my sind %Zd-periodisch und mit [1] 1.32 gilt:

1) = :Bid Z |Ckn|2'

HmkHiZ([O,
neZd

I

12
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Da mit ¢ auch m nur endlich viele positive Eintrage enthilt, gilt:

(De)(t) = Y cinTucMpng(t)
knezd

Z Ckng(t o “k)ezmﬁn(t—zxk)

knezd
Z CknTakg(t)eZHi,Bn(t—ak)
knezd
Y (X ) g
kezd nezd
Z mk ockg
kezd
Nun gilt:
IDel3 = Y miTugll3
kezd
( Z my(x)g(x — “k)) ( Z mj(x)g(x — aj) )dx
R4 kGZd jEZd
endl. Summe - _ '
e 3 [y (o) (x — ak)g(x — aj)dx
jhEZ R4
—r r\— R &
- L / 2 mi(x — g)mj(x E)g(x—ak—g>g(x—a1—g)dx
j,kEZ [0 }d VGZ
B
%-Periode . | .
— Z / Z mk(x)m](x)g(x_ak_B)g(x_“]_B)dx
j,kGZd[Ol%]d VGZd
"
=) / my(x)m;(x) Y g(x —ak — B)g(x —aj— B)dx
]kezd[o 1) rezd
B

Diese Summen sind alle wohldefiniert, da mit T, gT,;g € L' (IR?) auch my € L'([0, %])
ist. Definiere nun zu x € R? die Matrix I'(x) = (F(x))].kezd:
,

= L Rlr—aj— glglr—ak— ).

rez4

13
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Wir wollen nun eine fast immer giiltige Abschédtzung fiir den zugehorigen Operator
machen:

Y rp < Y ¥ |g<x—af—g>||g<x—ak—1>|

jez? jezrezd p
Fubini . r r
= ) () lglx—aj— E)|)Ig(x—txk— B)|
rezd jezd
34 1 ,
< CHDglw L ls(x —ak— 3)\
rezd
34 1

< (DB +1 gl

¥ |[Tjk(x)| kann analog abgeschétzt werden.
kezd

Nun folgt mit Schur’s Test (3.5), dass

IT(x) lop < (% + DB+ 1) gl = k(a,B,8).

14
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Der Operator ist also fiir fast alle x beschrankt. Es gilt nun:

||D ”2 endlSumme Z mk r]k( )dx

Z )ym(x));dx
ezd

[o%]
Holder 1 1
(Y Imi(x))? - (Y [(T(x)m(x));|?) >dx

= e
= / [[m () []2[|T (x)m(x) |2
0,44
< [ I loplim(x) 3
0.4
< [ Kapg) ¥ Imix)Pax

kezd

0.4

1
= (- + DAB+1)B Y Jexul?

kezd

1 d 1 d 2

:(;Jrl) (B+1) Y leknl*.
kezd

Um dieses Resultat fiir beliebige [*(Z2%) zu erhalten verwendet man eine Folge cj mit
endlichem Trager und gleicher Norm, die gegen ¢ konvergiert. Da die Abschédtzung
tiir jedes ¢y gilt, muss dies dann auch fiir c gelten. O]

(3.9) Korollar
Sei g € W(R?), dann sind Cg,p und Sg = D,C, beschrinkte Operatoren mit

1
1Cqapllop < ( +1)

NI

1

(5+ +1)2gllw,
1 m A2

ISgllop < (; +1)7(5 + 11l

Beweis
Die Behauptung folgt sofort mit 3.8 und |[Dg gl = [|Cgupll und ||Dg 4 gll* = ||Se||0

15
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(3.10) Korollar
Sei ¢ € W(RY), dann sind Cq, Dg und S¢ beschréankte Operatoren und

d. 1
2

1 diiq
1Dg.apllop < (- +1) (3 +1)2[18llw-

Beweis
Definiere ¢, = c_n,kezm“ﬁk”, dann gilt:

M
( gmp AhnearkZZaICkTZ txk ﬁng)
= Z Ck,anzkaﬁng
knezZd
2 ¢ nkManTpr§
knezd
Z C—n,kezmaﬁknT‘BkszngA
knezd
= Y CenTpeMang = Dy pal.
knezd

Damit ist nach dem Satz von Plancherel (siehe [1] Satz 1.1.2)

IDgapellz = I1(Dgape)llz = Dgapell2-
Weiter gilt dann mit 3.9

- 1 a1 4 A ~
IDg.apcllz = Dgapellz = (- + 1)2(3 + 1) 2|8 llwl|€]]2-

Es gilt weiterhin

lelz =3 lekal?

knezd

‘C k|2|627rioc[3kn ’2
E —n,
knezd

Z |Cfn,k|2

knezd

. njk
knezd

= [lell3-

16
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Also folgt die Behauptung mit

1

1 d d . . 1 1
IDg.apella = (7 + 1)2(3 +D2(8llwliellz = (£ +1)

dia
(B +1)2[I8lwllell2-

NI

0

(3.11) Korollar
Sei ¢ € W(RRY) oder ¢ € W(R?) dann definiert die zu G(g,«, ) gehorige Gram-
Matrix ({(TuyMgpng, T,;Mpa) )y i nsczd €inen beschrankten Operator auf P(z>). o

Beweis
Der durch die Gram-Matrix definierte Operator G entspricht genau D*D:

G(C)k,n = Z <TpckM/3ng/ Tak’Mﬁn’g>ck’,n’
(k/,n/)ezzd

- <TockM/3ngr Z Cr' ! ak’Mﬁn’g>
(k//n/)ezzd

= <TakMﬁng/ DC>
= CDc

17
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