Die Walnut-Darstellung fiir Gabor-Frame-Operatoren
Vortrag zum Seminar zur Funktionalanalysis, 22.03.2011

Florian Drescher

Einleitung

In diesem Vortrag fithren wir die Walnut-Darstellung des Gabor-Frame-Operators
ein. Wie bereits bekannt ist, lasst sich fiir einen Frame G(g,«, ) eine Funktion -y
finden, so dass fiir jedes f € L?(R%)

f= X (f TuckM,Bng> szkMﬁn'Y
knezd

gilt, sich f also aus den Samples der STFT rekonstruieren ldsst. Unter diesem Ge-
sichtspunkt betrachten wir deshalb den Operator

Senf =DyCof = L {f, TueMpng) Tax Mpny
kneczd

welchen wir trotzdem als Gabor-Frame-Operator bezeichnen wollen. Unsere Fens-
terfunktionen ¢ und y wihlen wir aus dem Wiener-Raum W(IR¥) und es bezeichnet
Qu := [0,a]? den Wiirfel mit Kantenldnge «.

§1 Korrelationsfunktionen

(1.1) Definition (Korrelationsfunktionen)
Fiir g, € L>(R%) und &, 8 > 0 heiflen

Gn(x) =) g(x— n_ ak)y(x —ak), nez? 1)
kez? A
die Korrelationsfunktionen des Paares (g, ) . o

Die Gy(x) sind also Periodisierungen der Txg7y mit Periode aZ“ analog zur Defini-

tion der T';;(x). Fiir diese gilt
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L (0] < (3 + DB+ 1)?glw fir fast alle x € R
jez

Wir wollen nun eine sogar stdrkere Eigenschaft der G, (x) beweisen, welche wir ana-
log zum vorherigen Vortrag nutzen konnen, um die Beschrianktheit des Operators
S¢ Zu zeigen.

(1.2) Lemma
Falls g, v € W(R?), so ist G, € L*(IR¥) und es gilt

1
Y. IGulleo < (L + D28+ 2)YIgllwlvlIw- )
nezd

Beweis
Wir mochten zuerst zeigen, dass G, € L®(R%). Lemma 6.1.2 [1] liefert eine Abschit-
zung fiir || G, ||e. Hierfiir bendtigen wir , dass T%§ -y € W(RY). Es gilt aber, dass

1Ty llw = 3 esssup|Tyg - (x + )]

kezd x€Q
n
= ) esssup|g(x— - +n)-y(x+n)|
keZd XEQ ﬁ
n
< ) esssup|[g(x — 5 + n)| esssup |y (x +n)|
kezd x€Q x€eQ
n
< Y esssup [g(x — 5 +n)|esssup |y(x + n)|
kezd xeR4 x€Q
=) esssup |g(x)] esssup |y(x +n)|
kezd x€R4 x€Q
——_— ———

=||glleo <00, da geL®(IRY) DW(RY)

= gl Y esssup|y(x+mn)|
kezd x€Q

= [18lleo - [Iv[lw < co.

Somit konnen wir Lemma 6.1.2 [1] auf T%§ -y anwenden und es gilt
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_ n
IGulleo = esssup| ) (x - 5 ak)y (x — ak)

x€R? kezd
=esssup| ) Tng v(x — ak)|
xeR?  kezd
A—Ungl
< esssup Y ]Tng v(x — ak)|
x€R?  kezd
(6.12)

1 _
< CHDAITEE - vllw-

Wir konnen also schliefSen, dass

Y Gl < (— )Y Tz vl

neZ4 neZ4
= (; Y L I(T38Tixo) (YTkxo) lleo
neZf kezq
1
<(o+ Yy Yy ITygTexQlleo 1y Trxolleo
neZ4 kez4
abs. Konv. , 1

=" DT L (L ITs8Texglle) 1 Tixall -

kez nezd _V—/

=(*)

Wir schitzen nun (x) ab:

n
ITy8TkxQlleo = esssup [g(x — E)TkXQ( x)|
x€R4

B n
= esssup [g(x — B)Xk+Q(x)|
xeRA

= esssup [g(x )Xk—f+Q( x)|
x€R4

= esssup |g(x)]
xek—5+Q

< ) lIsTixlleo

lel,
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mit I, = {l € Z'k— 5+ QNI+ Q # o} .
Somit gilt

L TsgTixglle = ¥ ¥ 18Tixollo < (264+2)" ¥ lIgTixollo = 28+2)1Igllw.
neZ4 nezdlely, lezd

da jedes ! in hochstens (28 + 2)? der I,’s vorkommt. Insgesamt erhalten wir also

1 _
) NIGulleo < (= +1)T Y (X ITsgTixolleo) 7Tkl

kezd kezd nezd
1
< (5 +1)7 Y 28+ 2)YIglwllvTexglleo
kez4
— A 1)) : O
= (o + 1 2B +2)%Igllw - 17w

§2 Die Walnut-Darstellung

Nun kommen wir zum zentralen Satz dieses Vortrags - der Walnut-Darstellung von
Sey-

(2.1) Satz (Die Walnut-Darstellung)

Seien g, € W(R?) und &, 8 > 0. Dann kann der Operator

Sgﬁf = Z <fr Trkaﬁng> szkM/%n'Y 3)
knezd

geschrieben werden als

Senf=p"1 Y GnT%f 4)

nezd

Auflerdem ist S, auf allen LP-Rdumen, 1 < p < oo, beschrdnkt mit der Norm

1 1
1Sgpller—rr < Zd(; + 1)”1(3 +1)gllwllvllw-
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Beweis
Wir schreiben S¢ o in der Form

Sg/’Yf: D <f/Mﬁnszkg>MﬁnTak’)’-
knezd

Dies ist moglich, da die Kommutationsrelation Ty Mg, = e~ 27tinkpn p g pnTax gilt. Diese
liefert

<f' szkMﬁng> TockMﬁn’)’ = g—zm'ak'g;if—Zm'akﬁn <fr Mﬁn szkg> Mﬁn Tuky
=1

Es ist aus Korollar 6.2.3 [1] bekannt, dass

Coup : LA(RT) — 12(Z%)
f — {<f; tuckMﬁng>|k/n S ZZd}

ein beschriankter Operator ist. Es gilt also

{(f, TueMpng) |k, n € Z*} € 1(Z*) ©)

fur alle f € L2(R) und die Fourier-Reihe

me(x) = Y (f - Tu®) (Br)e™F = Y (f, TyMp, g)e>™Fm ()

neZd nez4

ist %Zd-periodisch. Sie liegt in L*(Qy,4), denn

- (5)
p 4 2 |<f/Trka/5ng>‘2 = HmkH%Z(Ql/ﬂ) < . (7)

nezZ4

Die Identitdt in (6) gilt nach Lemma 3.11 [1]. Dieses diirfen wir anwenden, da
f € L2(R%) und ¢ € W(R?) C L?(IR%) nach Kapitel 6.1 [1]. Wir mochten auf m;(x)
die Poisson-Summenformel aus Lemma 1.4.1 [1] anwenden. Nach Kapitel 1.4, Be-
merkung 2 und 4 [1] gilt fast {iberall, dass
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) f(x+1xn):,x—d y f/‘\(g)EZTEinx/zx

nezd nezd

falls die linke Seite der Gleichung in L?(Qy,4) konvergiert und Y. |f (g) > < oo ist.
nezd

Aus Gleichung (6) und (7) folgt, dass Y. |( f/ﬂg)(ﬁn) > < oo ist. Damit gilt
nezt

m(x) = Y (f - Tu®) (Bn)™ ™ = 4 Y (F-Ty@)(x — =) i,  (8)

nezd nezd 'B

falls die rechte Seite in L2(Qy/, p) konvergiert. Dies gilt bestimmt, wenn f beschrankt
ist und kompakten Trager hat, da dann die Summe endlich wird und somit fast
tiberall absolut konvergiert. Diese Darstellung von m;(x) wollen wir nun nutzen. Es
gilt

Sg,ryf(X): Z <f,M,BnTtxkg>M,BnTak’y(x)

knezd
= Y Y (f Mg Tuxg) My Ty (%)
kezd nezd ‘
= Y (X (f Mpu Tuig) ™)y (x — ak)
kezd ncz?
LT L Tad) - )r(x - ak)
kezd nez4
=Y g™ fo—— X—E—“k)) (x — ak).
kez4 nezl B p

Da f kompakten Trager hat, ist die Summe endlich und die Summationsreihenfolge
kann vertauscht werden. So erhalten wir

Serf(x) =B Y (L flx ﬁ x—%—ak))v(x—ak)
keZd nezd
— B Y (Y glx— 2 —ak)y(x —ak)) f(x — =)
neZd kez4 ﬁ 'B
9 B Y Gu(x)Tuf(x).
neZ4
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Nun schitzen wir noch die p-Norm von S, ab.

Hsg,'nyp < ﬁ > IGuTsfllp ©)
neza
<P Y NGullol Ty fllp = B~ X NIGulleo)lIf 1l (10)
nezt nezt
@ 41 d d
< B A D 2B+2) gl lIwllAllp (11)
1 1
= Zd(; +1)d(3 + D) llwllvllwllf1lp- (12)
Es gilt also
_ IISgafllp _ a1 L\
1Sgy|lLp—rr = sup <2°(2 + 172 + D7Iglwllvliw- (13)
o Iflp B

Somit ist die Darstellung fiir beschrankte Funktionen mit kompaktem Trdger ge-
zeigt. Da diese eine dichte Teilmenge jedes LP-Raumes sind, folgt die Behauptung
aufgrund der Eindeutigkeit der AbschliefSfung (z.B [2] Satz 1.4.7). [

(2.2) Bemerkung

Wir betrachten die Abschitzung von ||S, || noch einmal im Bezug auf die gefor-
derten Eigenschaften an den Banachraum B auf dem S operiert. In (10) nutzen wir,
dass aus |||Gn||ooT%f| > |GnT%f| fur fast alle x € R? folgt, dass ||Gn||oo||T%f||B >

|G T% f|lB, oder allgemeiner

g()[ < [f(x) fii. = llglis < Ifllz (14)

und, dass sowohl der Banachraum B als auch die Norm invariant unter Translation
sind, das heifst

feB = Tyf € Bund |f||g = ||Txf||p fiir fast alle x € RY. (15)

Auflerdem verwenden wir noch, dass die beschrankten Funktionen mit kompaktem
Tréager eine dichte Teilmenge von B sind.

Wir konnen also schlussfolgern, dass die Walnut-Darstellung nicht nur auf allen L-
Raumen ein beschrankter Operator ist, sondern sogar auf allen Banachrdaumen, die
obige Eigenschaften erfiillen. o
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Wir betrachten nun die Sesquilinearform
L*(R%) x L2(RY) — C,
(f 1) = (Sgr f o h)-
Wir kénnen (S - f, h) aus den Folgen {T; f(x)|j € 2%} und {T, f(x)|j € Z} erhal-
B

ten, wie wir im folgenden Korollar sehen werden. Wir erhalten also eine Matrixdar-
stellung von (Sg  f, h). Definiere dazu fiir j,I € Z°

_ L I
keZngx [3 awk)y (x 5 k). (16)

Offensichtlich gilt G,(x) = Go,(x) und G, (x — 1]3) = Gjjrn(x).
(2.3) Korollar
Seien g, 7 € W(R?) und a, 8 < 0 dann gilt

ng,fh Z ;B / G]l T’

jlezd

x)T;h(x)dx (17)
B
Qi/p

fur alle f,h € L2(RY).

Beweis

Wir zeigen die Behauptung zuerst fiir beschriankte Abbildungen mit kompaktem
Trager und dann fiir Abbildungen aus L?(IRY).

Schritt 1

Seien f, h beschrankt mit kompaktem Trager, dann gilt

(Sgnfil) = [ Sonf(x)h(x)dx
R4

D [ / ¥ Galx)Ty f(x))h(x)dx
Rrd NEZA
() Gl f(x——))mdx
RE nez4
nAj, oy
= Gn(x— %) f(x — h(x — =)dx.
Ql//ﬁ]ezzd L Gl g = p)

Wobei wir in der letzten Umformung den Periodisierungstrick aus Lemma 1.4.1 [1]
mit Periode %Z‘i angewandt haben.
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Da f und h kompakten Trager haben, gibt es nur endlich viele n,j € Z? fiir die

flx— %]) und h(x — B) auf Q /4 nicht verschwinden. Somit ist die Doppelsumme

endlich, Summation und Integration konnen beliebig vertauscht werden und wir
erhalten:

n + . -
(Senf,h) = Y Gl g flx— ﬁ]>h<x—é>dx
Ql/[S n,jezZ4
Y. Gjjsn(x Tn+1f( )T h(x)dx
Ql/ﬁ ]EZ p
Z Gii(x)T: f(x)T;h(x)dx
Ql/ﬁ l]GZd p

Wobei wir zuerst die Identitat G, (x — é) = Gjj1n(x) verwendet und dann [ fiir j +n
substituiert haben.

Schritt 2

Seien nun f,h € L2(R?). Wir definieren fiir x € R? und ¢ = (¢;);.5« den Operator
G(x) durch die Matrixmultiplikation

(G(x)e)j= L Gjlx)e

lez4

Mittels des Schur-Tests lasst sich feststellen, ob G(x) ein beschrinkter Operator ist.
Wir tiberpriifen also die Bedingungen.

Y G| =Y | ng—g—akw(x—g—akn
lez4 lezd kezd
A-Ungl. _ ! ]
< L Y Bl 5kl —ab)
lezZd kezd
Yy (X sl x———ak>|> 7= § —ak)|
kezd leZd
([1]Lemma 6.1.2) o

< (B+1) 418w .6

<B+1)glw ¥ 1v(x— é — ak)|
kezd

([1]Lemma 6.1.2) 1
< B+ 8llw - ( + 1) lvllw < oo,
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Somit war die Umordnung bei () zuldssig und die erste Schur-Bedingung ist erfillt.
Analog gilt

Y 1Ga) = X | X 5lx— & — ak)y(x— L — ak)|

jez jez kezd B p
A-Ungl. 1 ]
< )Y ) |’Y(X—E—“k)”7(X—E—“k)\
j€Z kezd
_ [
=) () Iz x———ka)l) Ig(x—B—ka)\
kezd ]eZd

J/

-

([1]Lemma 6.1.2)
= Byl £

<B+1)glw ¥ r(x— g — ak)|
kez4
([1]JLemma 6.1.2)

S B+ - 1) gl

Somit ist nach Lemma 6.2.1 [1] G(x) fiir fast alle x € RY ein beschrankter Operator
auf (F(Z%) fur 1 < p < oo. Falls f,h € L*(R?) sind, so sind fiir fast alle x € RY,
B > 0 die Folgen {f(x — %)|l € Z% und {h(x — é)]l € Z% in (2(Z%), da

/
L -l < ]R/ F(x)2dt = | 113

lezd

O]

(2.4) Bemerkung
Betrachten wir nun den Fall ¢ = 1, so ist G(x) ein positiver Operator auf /2(Z%),
denn es gilt fiir alle ¢ € (2(Z%) und fast alle x € R%:

Y. Gi(x)e -G
jlez
Yo ) sx— é — ak)g(x — L_ ak)ec;
jlez? kez p
_ [ _ ]
=Y Y og(x— 5 ak)cig(x — é — ak)
kezd jlezH
_ [ _ ]
= Z Z cg(x — = —ak) Z c]-g(x—i—(xk)
kezdlez p jezd p
Z|chgx———ock)|2>0 o
kezd 1ezd

10
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Sind A und B beschrankte, positive Operatoren - diese Eigenschaft ist auf einem
komplexen Hilbertraum gleichbedeutend mit der Selbstadjungiertheit von A und B
- so ist das innere Produkt (Ac,c) stehts reell. Dies liefert folgende Ordnung fiir
positive beschriankte Operatoren

A > B <= (Ac,c) > (Bc,c) fir alle ¢

Jetzt nutzen wir diese Ordnung und die Matrixdarstellung des Gabor-Frame-Operators
um von Eigenschaften des Operators G(x) auf die Invertierbarkeit und Beschréankt-
heit von S, ¢ zu schlieBen. Aquivalente Bedingungen hierfiir liefert die folgende

(2.5) Proposition (Ron-Shen)
Sei ¢ € L(R%), a, B > 0, dann gilt:
(a) Sg,q ist ein beschrankter Operator auf L%(R)
<= G(x) < a- I fiir fast alle x € R? und ein festes a > 0.

(b) Sg ist invertierbar auf L%(R)
<= G(x) > b- I fur fast alle x € R? und ein festes b > 0.

Beweis

Zu (a):

"«=": Sei G(x) < a-Ip fir fast alle x € R, ein 2 > 0 und sei f € L®(R?) mit
kompaktem Trdger. Wir definieren nun fiir x € Qy 4 die Folge

fri=AT f@)lj € 2%) € (2.
Nun gilt
(G(x)f*, f"> <Aa-f5f7) = alf )
x)T;

Da ¥ Gjy(x)Tif(x)T;f(x)und ¥ |T;f(x)[* in L*(Qy,p) liegen und die Unglei-
jlezd P B jezd P

chung fiir fast alle x € R gilt, konnen wir iiber Qy/, p integrieren und erhalten

[ (L GT T f)ax< [ (a ¥ [Ty

Qs %

11
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Da beide Summen endlich sind, kénnen Summation und Integration beliebig ver-
tauscht werden. Auflerdem konnen wir den Periodisierungstrick mit der Periode
1—>d ; ; .
gZ" auf fQ”ﬁ(ajezzd ]Téf(x) )dx anwenden. Dies liefert:

Y [ (GT T fmdx <a- [ (T 1T, f0P)dx = a- [ |f(x)Pds
R4

j'ledel/ﬁ Qi/p jGZd
= b L [ GuT T, F)dx < pallfIB:
d P p
]lEZ Ql/ﬁ

Wobei die linke Seite nach Korollar (2.2) gerade (Sgf, f) ist. Da die beschrankten
Funktionen mit kompaktem Triger eine dichte Teilmenge von L?(IR%) sind, gilt die
Ungleichung auch dort und wir kénnen folgern:

(Sgaf f) < B~Mallfll3  VfeL*(RY).
Insbesondere gilt also fiir alle f € L?(RY) mit || f|| =1

(Seaf f) < B “a

und wir erhalten fiir die Norm von Sg ¢

1S5l = HS‘HJP [(Se.ef f) < ap™ > 0.
fll=1

Also ist S ¢ beschrénkt.

="
Sei nun Sg o =: S beschrénkt.
Dann existiert ein festes B > 0, so dass fiir alle f € L2(R¥) gilt

ISfIl =< BI|fll-

Da S ein positiver, selbstadjungierter Operator ist, gilt fiir seine Norm

1Sl 212 = H?ulp (Sf,f) <B.
=1

Damit gilt fir alle f € L?(R¥)

LA ff
ST A =B
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Die Folge f* liegt auch fiir alle f € L?(R?) in ¢?(Z%). Dies haben wir bereits im
Beweis zu Korollar (2.3) gezeigt. Mit dieser Notation und Korollar (2.3) erhalten wir
fiir alle f € L2(R%):

.0 [T GuT (T, Fldx
Ql/ﬁ Liez! ’
Def. G ,3 / fx fx
Qu/p

Wir zeigen nun folgende Aussagen fiir alle x € Q4 :

(1) Die fir x € Qyp definierte Abbildung

L(x) := sup (G(x)c,c)
ce?(27),||c||=1

ist messbar.

(2) Zujedem e > 0 existiert ein i € L?(R?) , das die Gleichung

G(x)h*, h*
—< (Hile ) > L(x) —¢
erfillt.

(3) Aus (Sf,f) < B|f|? fiir ein festes B und alle f € L?(R%) folgt fiir fast alle
x € Q17 und alle ¢ € (*(Z7), dass

L(x) < a fiir ein festes a mit a > BB > 0.

Denn dann gilt fiir alle Folgen ¢ € ¢?(Z%), dass

c c

<G(X)C,C> = ||C||2<m/ ||C||>

<|lef*>  sup  (G(x)&e)
ce(z1), e =1

~L(x)

3)
<lc ||2a =a(c,c) = (alpc,c)

Also gilt die Ungleichung fast tiberall fiir ein 2 > 0.

13
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Zu (1):
Wir definieren zuerst die Menge P C L*(R?) als

P={fel*’RY)|f= ) anwaT% mit Re(a,),Im(a,) € Q}.

nezd

P ist abzédhlbar, da auch Q abzdhlbar ist und die Menge

M:= {f*|f € P}

liegt dicht in ¢2(Z%), denn die Menge { (e ,),cz4/k € Z}, wobei die ey, wie folgt
definiert sind

- 1 falls k=mn
A ) sonst

ist ein vollstindiges Orthonormalsysten von ¢?(Z%) und jede Linearkombination
dieser ey ,, mit Koeffizienten mit rationalem Real- und Imaginérteil liegt in P, denn

(en)pezd = (XQl/ﬁT%)x fiir alle x € Q175 , k € Z*
Somit gilt fiir alle x € Q1,5
X X
L(x) = sup (G(x)c,c) = sup L{éﬂ
ell=1 rervoy I
Sei nun (f,)neN eine Abzdhlung von P, dann ist fiir alle k € IN die Abbildung

Ly(x) := max {—<G(‘T}1§ﬁéﬁ;> | n< k}

eine Treppenfunktion, da Li(x) hochstens k unterschiedliche Werte annimmt. Au-
fserdem gilt offensichtlich Li(x) < Ly, 1(x) fiir alle k € N und alle x € Q4.

Da L(x) = limy_,c Li(x) fiir alle x € Qy /4 gilt, kénnen wir folgern, dass L(x) mess-
bar ist (z.B. [3] Satz 6.8).

Zu (2):
Zu einem festen ¢ > 0 definieren wir fiir n € IN die Mengen

B, = {x € Qi/p | —<G(’J’C}£ﬁéf’§> > L(x) — s}

14
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sowie Ay := B\ Ug<y Bx fiir n > 1 und A; := Bj.
Nach Konstruktion sind die A, paarweise disjunkt und da

L) = sup (COIF

sup -
oy IFT

gilt, existiert fiir jedes ¢ > 0 und jedes x € Qq,5 ein n € N, so dass

X X
CRID | 1)
£l
Wir kdnnen also schliefen, dass U,en An = Q1/p -
Nun definieren wir die Abbildung / € L?(IR%) durch h* = f¥ fiir x € A,. Diese ist
wohldefiniert, da (Ay),en eine disjunkte Uberdeckung von Qy, p ist sowie 11 mess-

bar ist, da alle f, messbare Funktionen und alle A, messbare Mengen sind. Nach
Konstruktion hat /1 genau die geforderten Eigenschaften.

Zu (3):

Angenommen es gibt eine Menge C C Q1,4 mit positivem Maf$ auf der die Unglei-
chung L(x) < a nicht gilt. Dann existiert ein ¢ > 0, so dass L(x) —¢ > a fiir alle
x € C. Sei h definiert wie in (2) und

[ h* falls x € C
10 sonst

so folgt fiir alle x mit f* # 0, dass

(G)f* f5) > all £l

und es gilt

BIFI? < (5£,0) = B~ [ (GE0f*, f)dx

Qi/p

> [ all P

Qu/p
d
Per.trick ,_g4 azp*B
=EEUfP = Bl

Dies ist ein Widerspruch und somit gilt (3) und damit auch die Behauptung.

15
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Zu (b):

Die Argumentation verlduft hier sehr dhnlich zu (a). Es gelte G(x) > bl fiir fast
alle x € R? und ein b > 0. Dann gilt analog zu (a) fiir jedes beschrénkte f mit
kompaktem Trager und fast alle x € R?

Y. sz(x)Téf(x)Té‘f(x) >b Y, |T%f(x)|2

jlez? jezd
= (Sf,f) =B blfI3  furalle f € L*(RY)
=[Sl > bp~*

Also ist S invertierbar. Ist andererseits S nach Voraussetzung invertierbar, so zeigt
man analog zu (a) die folgenden Aussagen:

(1) Die Abbildung H, die fiir x € Qy,p definiert ist durch

H(x) := Hiﬁi(G(x)c,d

ist messbar.

(2) Zu e > 0 existiert ein h € L?(R?), dass die Gleichung

(G(x)h*, 1)

< H(x)+ ¢
] ()

erfiillt.

(3) Aus (Sf,f) > D| f||? fiir ein festes D und alle f € L?(IR?) folgt fiir fast alle
x € Qi/p und alle ¢ € (2(Z%), dass

H(x) > b fiir ein festes b mit b < B9D.

Also gilt dann die Ungleichung G(x) > bl fast tiberall fiir ein festes b > 0. O

16
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