Existenz von Gabor-Frames
Vortrag zum Seminar zur Funktionalanalysis, 23.03.2011

Laura Neisius

In diesem Kapitel werden wir die Existenz von Gabor-Frames ndher untersuchen.
Hierzu werden wir betrachten, wann eine Fensterfunktion g einen Gabor-Frame er-
zeugt und wie dementsprechend die Parameter « und p gewihlt werden miissen.

§1 Einfache nicht-orthogonale Entwicklungen

In diesem Abschnitt werden wir einige einfache Beispiele fiir Gabor-Frames kon-
struieren. Dabei wird uns die Walnut-Darstellung des Gabor-Frame Operators un-
terstiitzen, welche wir in diesen speziellen Fillen noch weiter vereinfachen konnen.
Da die im Folgenden vorgestellten Gabor-Frames sehr einfach zu handhaben sind,
werden sie auch einfache nicht-orthogonale Entwicklungen genannt.

(1.1) Satz
Sei ¢ € L*(R?) mit einem Trager in Q; = [0,L]?. Wenn « < L und B < 1, dann ist
der Frame-Operator S = S¢ o der Multiplikationsoperator

Sf(x) = (B L Ig(x—ak)?)f(x)

kezd

Weiterhin ist G(g, «, B) ein Frame mit Frame-Schranken f~%2 und B~%b genau dann,
wenn

a< Y |g(x—ak) °<b  fii.. (1)
kezd

gilt. Weiterhin ist G(g, &, 8) genau dann ein starres Frame, wenn Y |g(x — ak)|?
kezd
fast tiberall konstant ist. o

Beweis
Die Funktion g ist nach Voraussetzung aus L®(RR?). Nun wissen wir aus ( [1] Def.
(6.1.1) ), dass g zum Wiener-Raum gehort, wenn

Igllw = ¥ esssup|g(x+n)| <oo  mitQ=0Q; =[0,1)4
nezZé xeQ
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Da der Trdager von ¢ nach Voraussetzung in Qp liegt, gibt es nur endliche viele

n € 74, fir die g(x +n) # 0 gilt. Damit stellt Y esssup|g(x + n)| eine endliche
nez er

Summe dar und da weiterhin g € L®(IRY), gilt somit auch

Igllw = ¥ esssup|g(x+n)| <eco  mitQ=Qy=][0,1)"
nezZé xeQ

Damit folgt aus der Definition des Wiener-Raums, dass ¢ € W(R?) und wir kénnen
die Walnut-Darstellung des Frame-Operators betrachten, die gegeben ist durch

S¢, gf Z Gu(x " (x)

nezZd

—p Y Y 'l B — ak)g(x — k) - Ty £ (x)

neZf kez4

=gy ZT" x—txkg(x—ock)~T%f(x)

neZf kez4

=5 L ¥ Tul(Ty3() s(x)  Tyf(x)

neZd kezd

Per Annahme liegt der Trager von g in Qr. Folglich ist suppT%(g_f < (z+10 L]%). Gilt
nun n # 0, so folgt

(i) fur B < % : suppng-g =(,und

(i) fur p=1: supang g C ((L+10,L]")n[0,L]%) .
Da sich die Mengen (L +[0,L])* und [0, L] nur auf dem Rand schneiden, hat
die Menge ((L + [0, L]%) N[0, L]*) Maf 0.
Mit (i) und (ii) ergibt sich nun, dass fiir n # 0

Gn= L Tu(Tyg-g) =0  fi.
kez4

und damit lasst sich der Gabor-Frame-Operator nun vereinfachen zu dem Multipli-
kationsoperator

Sgaf(x) = B~Go(x) - f(x)
“Y Bl —ak)g(x — ak)) - f(x)

kezd

Y g —ak)?) - f(x)

kezd
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Nun wird deutlich, dass G(g, «, ) genau dann ein Frame und S genau dann inver-
tierbar und beschrdnkt ist, wenn (1) gilt. Die Frame-Schranken ergeben sich durch
folgende Betrachtung:

(Sf,.f) =B L Iglx—ak)P)f, f)=pU( L [g(x—ak)P)f, f)
kezd kezd

@ g=da(f, fy < (Sf, f) < B~b(f, f)

Zu zeigen ist also noch, dass § genau dann ein starres Frame darstellt, wenn Gy kon-
stant ist. Dies geht allerdings direkt aus obiger Betrachtung der Frame-Schranken
hervor. OJ

(1.2) Bemerkung
(1) In Satz (1.1) werden die optimalen Frame-Schranken gegeben durch
Aopt = B %essinf ¥ [g(x — ak)|? und Bopt = B %esssup ¥ |g(x — ak)|?
x€R? jezd xeR? kezd
(2) Auch die duale Fensterfunktion v = S~!g lasst sich sehr einfach berechnen,
und zwar mit 7(x) = G, *g(x). Der Tréger von v liegt wiederum in Q; und
7 ist genauso glatt wie g. o

(1.3) Beispiele
(1) Sei nun a = L und suppg = Q; = [0, L]¥. Weiterhin soll (1) gelten, d.h.

a< Y |glx—ak) ’<b  flii
kez?

Dann gilt fiir x € Qy : v/a < |g(x)| < v/b und g ist nicht stetig.

(2) Betrachte ¢ = xo, und & = L. Wieder gelte die Ungleichung (1). Dann folgt
mit Satz (1.1), dass G(g, , B) ein starres Frame ist mit A = B = B! fiir < 1.

3) Mit der Normierun — L Xo, ist das Gabor-System G(g, L, 1) sogar eine
g8 QL y 8L T g
Orthonormalbasis in L2(IR%). o

Beweis
(1) Ist suppg = [0,L])¢, dann ist suppg(x — Lk) = Lk + [0,L]?. W&hlt man nun
x € Qr, so gilt fur k # 0, dass g(x — Lk) = 0 f.ii. Daher betrachten wir nur
den Fall k = 0, d.h. mit (1) gilt

a< Y |glx—Lk)[>’<b f.ii. a40 Va<|gx)| <vVb o fii
kez4
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Weiterhin ist g auf keinen Fall stetig, da suppg = [0,L]? und a < |g(x)[> < b.

(2) Da dies einen Spezialfall von Beispiel (1.3)(1) darstellt, gilt 2 < |g(x)|?> < b mit
a = b =1, was wiederum mit Satz (1.1) impliziert, dass A = B = f d
Bt

(3) Der Trdger von g ist gerade Qp und es gilt fiira = L und g =

—B=g—4
g(x)] = L=2 fiirx € Qr = ‘g(x)‘z — 14— 45—} A_B_f a
L

fir

also erhalten wir ein starres Frame mit A = B = 1.
Nach ( [1] Lemma (5.1.6) ) bleibt nun noch zu zeigen, dass ||[L™92xq, |2 = 1,
damit dass System G eine Orthonormalbasis im L? darstellt. Dazu:

1
2 2
—d —d —d
IL /ZXQLH2 = /|L /ZXQL|2dx =L /|XQL|2dx
R4 R4
2
= L/2 /1dx =L"2. 172 =1 O

QL

Wie wir gesehen haben, ist es nicht weiter schwierig ein Gabor-System zu konstu-
rieren, welches bereits eine Orthonormalbasis darstellt. Leider erreichen wir mit die-
sen Basiselementen nicht die gewiinschte Genauigkeit in der Zeit-Frequenz-Analyse.
Auch die Lokalisierbarkeit im Frequenzraum geht bei einer Treppenfunktion als
Fensterfunktion verloren.

Nach sorgtaltiger Betrachtung der Frame-Theorie stellt sich heraus, dass die Red-
undanz des Gabor-Systems sowie die Stetigkeit der zugehorigen Fensterfunktion
notwendig ist, um eben die gewiinschten Ergebnisse zu erhalten.
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§2 Existenz von Gabor-Frames

Wir sind nun in der Lage fiir jede durchdacht gewidhlte Funktion g zu zeigen, dass
sie fiir bestimmte Werte & und p einen Gabor-Frame erzeugt.

Eine Aussage, die ein zenrales Ergebnis der Untersuchung von Gabor-Frames ist,
lasst sich wie folgt formulieren:

Wenn ¢ € W(RY) und « sowie § klein genug sind mit «, 8 > 0, dann stellt G(g, «, 8)
einen Frame fiir L?(R?) dar.

Um diese Aussage zu prdzisieren, mochten wir im folgenden Kapitel wiederum
den Frame-Operator Sq o und dessen Eigenschaften untersuchen. Wir erwarten, dass
uns die Walnut-Darstellung des Frame-Operators mit den zugehorigen Korrelations-
funktionen

die Suche nach geeigneten & und S erleichtern wird. Dabei legen wir ein besonderes
Augenmerk auf die Invertierbarkeit von S¢ ., da diese zusammen mit dem Wissen,
dass der Frame-Operator fiir eine Funktion ¢ € W(IR?) bereits beschrankt ist, impli-
ziert, dass das System G(g, «, B) einen Frame darstellt.

(2.1) Satz (WALNUT)
Seien ¢ € W(IR?) und « > 0 so gewdhlt, dass fiir Konstanten a,b > 0 gilt

a< Y |glx—ak) P<b<oo  fi (2)
kezd

Dann existiert ein Wert g = Bo(«) > 0, sodass G(g, «, B) einen Gabor-Frame fiir alle
B < Bo darstellt. Ist im Speziellen By so gewdhlt, dass

Y 1GS P s < essinf|Go(x)] 3)
ﬂGZd erRd
n#0

gilt, dann ist G(g, «, B) ein Frame fiir alle B < By mit Frame-Schranken

A=p 4 a— Y168« und B :ﬁ_d( y ||G,S“'ﬁ>||oo> L@

T’ZGZd T’ZEZd
n#0

<
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Fiir den Beweis benotigen wir folgenden

(2.2) Hilfssatz
Sei ¢ € W(RY) und a > 0. Dann gilt

lim ¥ [|GYP e =0. o
ﬁ%OnEZ
n#0

Beweis
(i) Seie > 0. Dann kénnen wir eine endliche Menge F C 7% so wihlen, dass

() Z 18- Texqlleo = ZFeSSSUPIg(x +k)] <e mitQ=0Q;=1[01]
xeQ

Wire dem nicht so, dann miisste gelten:

Je > 0, sodass VF C Z9 endlich: ¥ || Tixolleo > €.
k¢F

Nun wollen wir eine Abzihlung ¢ : N — Z9 betrachten. Fiir alle n € IN sind
F, = {¢(i) | i € n} endliche Teilmengen von Z?. Dann gilt:

bs.K
= g - Texalleo ™= liglw — Z 18 - Tpiyxalles = €
n
Dies ist jedoch ein Widerspruch zu 121||g Ty xalle vy Igllw , da ||g]lw
i=

absolut konvergiert.

(ii) Setze nun § = g1 + g2 mit g1 = Z g - Tixound g = Z g Tixo-
Da |g2llw = L | < Q- TkXQ) TuXQ|lo nur Werte ungleich Null annimmt
nezd
firn ¢ Fund k = n, gilt [|$2llw = X ||g - Tuxolle <) ¢ und mit analoger
n¢F

Argumentation ist ||g1]|lw < [|gllw-
Machen wir uns nun die Zerlegung ¢ = g1 + g2 zu Nutze, so lésst sich jedes
G, schreiben als G, = H,, + K;, + L,, mit

Gn=)_ Tul( T:8-8) = Y Tu (T (81 +82) - (81 +82))

kezd kezd
= ) Tl T”gl g1+T"81 g2+T"g2 g1+T"g2 22)
kezd
— ¥ Tu (Tngl g1)+ Y Ty (Tngz g1)+ y Tak< T,z g):Hn+Kn—|—Ln.
kezd  kezd  kezd .
:Tﬁn :TIr(n :TEH
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da ( [1] Lemma (6.3.1) ) besagt, dass Y. ||Gul||ec < o0 und folglich G, fiir jedes
nez4
n € Z% konvergiert.

(ili) Mitg1 = ¥ g Texo folgt suppg1 € U k+1[0,1)7.
keF keF
Wir betrachten nun die Trdger von g; und T% g1 und tiberlegen, wie B gewdhlt

werden muss, damit die Trager sich fast {iberall nicht mehr iiberlappen.

Fiir H, ergibt sich dann fiir § < (diamF + v/d) ! und fiir alle 7 # 0

Hy(x) = ¥ Tu <T%§g1) (x)= Y gi(x— % —ak)g(x —ak) =0 flii..
kezd kez?

(iv) Mit (i) - (iii) erhalten wir also fiir B < (diamF + +/d)~!

nezd nezd

n#0 n#0
< Y [IKnlloo + ([ Lnlloo
nezd

[1] Lemma (6.3.1) 1

< (E+1)d(2ﬁ+2)d(||82”w'Hj\l/HﬂJngHW'Héf,'@)
< <|lglw ¢

<2 1B+ 2) gl e

Nun wollen wir die Abhdngigkeit von ¢, f und F untersuchen. Wahlen wir
zu Beginn e sehr klein, so muss F recht grof werden, falls wir annehmen,
dass g keinen endlichen Tréger besitzt. Dadurch wiirde B ebenfalls sehr klein.
Betrachten wir nun den Fall B — 0, so ist offensichtlich, dass e beliebig klein
gewihlt werden kann und F sich dementsprechend Z¢ annéhert.

Besitzt g endlichen Tréger, so vereinfacht sich unsere Uberlegung in dem Mafe,
dass ein Fy existiert, sodass fiir alle F O Fj bereits Y ||g- Tixollo = 0 < € gilt.
k¢ F

In diesem Fall konnen wir ¢ also beliebig klein wéhlen ohne Auswirkungen
auf B.

Damit folgt die Behauptung. O

Jetzt sind wir in der Lage Satz (2.1) zu beweisen.
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Beweis (Satz (2.1))

Nach Voraussetzung gilt a < Y | g(x —ak) < b < oo f.ii. und nach dem
kezd
Hilfssatz (2.2) existiert ein By > 0, sodass fiir B < By

Y IG" |l < essinf ¥ |g(x — ak)]? =

n#0 xeR? kezd

Betrachten wir wiederum die Walnut-Darstellung von Sq o f = B4 Y Gy Tu f SO
nezt

konnen wir zeigen, dass fiir alle f € L?(R?) gilt

(SF.f)=B"Y Gu- T"ff ﬁ Y (Gu- Tuf, f)
neZ4 neZ4
=p <<Go £ +§ (Gn Taf, f>>
n+#0

(/Go )£ (x)Pdx + Y (G - Tnff>)

n#0

(x) isterlaubt, da Y, G, -Tx f fur f € L2(R?) absolut konvergiert.

nezt
Mit
Go(x) = L Ig(x—ak)]> > a
kezd
und
Cauchy-Schwarz
[(Go Tyf, ) < G- Ty flla Iz

Ungl.
Bem. nach [1] Satz (6.3.2)

< 1GulleolI T £ 1211 £ 112

Bem. nach [1 ] Satz (6.3.2)
1Gullool£12
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konnen wir (Sf, f) wie folgt abschétzen

(Sf.f)y=p" /Go(x)|f(x)\2dx+ Y (G- Tgf,f>)
R n#0

> (o [1f(x)Px - ZIIGnoofII%)
R n#0

=p " |a-) HG;(f"ﬁ)Hoo> 1115 -
n#£0

=:A

s

Damit ist A eine untere Frame-Schranke fiir S, welche nach Konstruktion positiv ist
fur alle B < By, da ZH#OHG;SOL"B ) |l < a fiir Bg > 0 gewdhlt wurde.

Die obere Frame-Schranke wurde bereits in ( [1] Satz (6.3.2) ) tiber die Walnut Dar-
stellung bewiesen mit

I1Sggfll2 < B~ L IGn-Tufll2 < <ﬁ_d )y ||Gn!|oo> £ 112

neZ4 p nez4

ergibt sich ndmlich

32)
(S £ < ISFlallflle < (ﬁ‘d y ||G,S“'ﬁ>||oo) Tk 0

neZd

N J/
-~

=:B

An (3) erkennt man, dass der Multiplikationsoperator f +— B~9Gy - f die iibrigen
Terme dominiert:

@) T IGYP) | < essinf|Go(x)] -
nezd xeR4

n#0

Man nennt den Frame-Operator dann diagonal dominant. Von dieser Beobachtung
ausgehend, wollen wir nun die Invertierbarkeit von S in anderen Rdumen herlei-
ten.
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(2.3) Korollar

Unter den Bedingungen von Satz (2.1) ist S¢ ¢, invertierbar auf jedem stabilen, isome-
trisch translations-invarianten Banach Raum B C §'(IR%), in dem die beschrankten
Funktionen mit kompaktem Trdger dicht liegen. Im Speziellen ist S, o also invertier-
bar auf allen LP(R%), 1 < p < co. o

Beweis

Um im weiteren Verlauf die Walnut-Darstellung des Frame-Operators verwenden zu
diirfen, bendtigen wir die Eigenschaft des Raumes B, dass die beschrankten Funk-
tionen mit kompaktem Trdger dicht in B liegen.

Wir schreiben nun S = M + R , wobei Mf = B~%Gof den Multiplikationsopera-
tor und Rf = B~ Ym0 Gn T% f den "Rest-Operator” darstellen. Dann ist M~1f =

BIGy 1 und die Operator-Norm ist gegeben durch
1M~ 55 = sup [B/Gy flls < pHIGy oo < Blat,
Ifllz<1
da nach Voraussetzung a < Go f.ii. gilt.
Aus ( [2] Lemma (3.2.13) ) ist bekannt, dass fiir A := (I — M~'S) mit ||A|z_p < 1
folgt, dass (I — A) = M!S eine beschrankte Inverse auf B besitzt und

(M18) 1 = ¥ (I - M-15)"
n=0
ist.

Koénnen wir also zeigen, dass ||Al[p—p < 1, so ist S ebenfalls invertierbar auf B mit
der Inversen S~! = (M~1S)~1M~1. Dazu:

If =M7Sfllp = If =M (M+R)fllg = |f = M™'Mf — M™'Rf||p = [M"'Rf |5

isom. trans. inv.

=1 Go'Gn Tufls < L IGy leollGulleoll Il

n#0 stabil n#0
=a " Y [|Gallllf I8
n7#0
= |A||pop <at Z||Gn|]oo<1. O
n7#0
———
<a nach Vor.

10
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Nun mochten wir die diagonale Dominanz des Gabor-Frame-Operators in der Ma-
trix Darstellung untersuchen. Wir werden sehen, dass dies uns eine hinreichende
Bedingung fiir die Invertierbarkeit von S, . liefert, die ein wenig schwicher ist als
(3). Dazu betrachten wir erst einmal folgendes

(2.4) Lemma
Sei (ajl)]. - eine Matrix, die einen beschrankten, positiven Operator A in ¢2(]) defi-

niert und A sei diagonal dominant, das heifst, es gelte

mf <|a]]| Z|a]l|> >6>0. (5)

L:1#]

Dann ist A > 41 in dem Sinne, dass (Ac,c) > d||c||5 Ve € £2(]). Weiterhin folgt
daraus, dass A invertierbar auf ¢2(]) ist und [|A™!||op < 671 gilt. o

Beweis

Wiederum schreiben wir A = M + R, wobei M die Diagonalmatrix mit Eintrdgen
mj; = ajj6; darstellt und R die Matrix mit Eintrdgen rj; = a; fiir j # [ und rj; = 0.Wir
konnen nun den Ausdruck (Rc,c) = Y ¥ ajiciC; nach oben abschitzen, indem

JET LI#]
wir die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung - siehe () in der folgenden Rechnung -

zuerst auf die innere und dann auf die duflere Summe anwenden:

A-Ungl.
(Re,e)| =3 Y apercs] < Y Y ajllelle)]
j€] LIF j€T LTZj
1 1
1 1 2 2
=Y Y lapllallapl2lel = X ¥ (lanll)” (lanllel?)
jeJ L1#j JET LI#]
) : :
<) ( )3 \“jl||Cl!2> ( Y \“jl||ci|2>
JET \ Lil#] L:I#]

N|—

1
(*) 2
< (2 Y |ajz||Cl!2> (Z Y. |11j1||Cj|2> =%-%.
g i i 112

AN J/
-~

=2 2122

Da A selbstadjungiert ist (weil A beschrankt und positiv ist), konnen wir ¥, schrei-

11
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ben als
1

_ (2 z|a—1j||c,-|2)2

€] LIZj

N—=

= (L T sl

i 7
1
2
= (Z ). |“jl||Cz|2> =2
i

Nun kénnen wir mit der Voraussetzung der diagonalen Dominanz von A die Sum-
men ¥, = X, abschitzen mit

=% = (Z Y. Iajz||Cj|2> < <Z(|a]’j| —5)|Cj|2>

i1 il
2

= (Z(ajf—5)|cj|2> -

il

Daraus folgt insgesamt
[(Re,0)| < Eq-Zp =27 < ¥ie(aj; —6)|cj]* = (M —6I)c,c) bzw. R<M—4I.

Damit ergibt sich nun die gewiinschte Abschédtzung fiir A durch

A pos. Oper.
(Ac,c) = (M + R)c,c) = (Mc,c) + (Rc, c) > (Mc,c) — |{Re,c)|

> (Mc,c) — ((M — éI)c,c) = (dlc,c) = (5||c||% )

Folglich ist (Ac, c) nach unten beschrankt, was gerade die Invertierbarkeit impliziert.
Weiterhin folgt aus A > 41, dass AATL > A 1o 511> A 1= HA_1||Op <51
Die Ungleichung wird erhalten, da A positiv ist und A und A~! kommutieren. O

(2.5) Proposition (Ron-Shen)
Angenommen fiir ¢ € L?(R?) und «, B > 0 ist der Gabor-Frame-Operator Seq
beschrankt in L?(R?) und es gilt

essinf | Go(x) — ) [Gu(x)| [ =6 >0. (6)
xER? neZ4
n=£0
Dann ist 521’5 invertierbar auf L?(RY) und G(g, «, B) ist ein Frame. ©

12
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Beweis .
Nach ( [1] (6.23) ) ist Gji(x) = Gj_j(x — é) Damit folgt
Gji(1) = L 1Gi()] = Golx = ) = L IG5 = 5)]
lez4 lez4
4] I#]
> essinf [ Go(x) — ) |Gyl W50,
x€R? neza
n##0

Die Matrix G(x) ist also diagonal dominant und Sg, ist nach Voraussetzung in
L*(R?) beschrankt. Weiterhin gilt nach ( [1] Korollar (6.3.3) ), dass G(x) einen posi-
tiven Operator fiir alle ¢ € ¢>(Z%) mit kompaktem Trager darstellt. Damit sind alle
Voraussetzungen fiir Lemma (2.4) erfiillt und es gilt:

G(x) > oI fiir fast alle x € R? und mit ( [1] Proposition (6.3.4) ) ist S¢¢ invertierbar

auf L2(RY). Damit ist G(g,a, B) ein Frame. O
(2.6) Bemerkung

Ist ¢ € W(IRY), so gilt (6) bereits, wenn &« und B klein genug gewszhlt werden. o
Beweis

Nach Satz (2.1) und nach dem Hilfssatz (2.2) existiert ein By > 0, sodass fiir B < By
und ein &« > 0

2 ||Gz,ﬁ”oo < essinf Z |g(x_ak)|2
n#0 xeR? kezd

gilt. Damit folgt

Go(x) = L [Gu(x)] = Go(x) = X [[Gu(x)[lec >0

neZd neZ4
n#0 n7#0
Dies impliziert
essinf | Go(x) — ¥ |Gu(x)| | =0 >0. O
xeR4 nezd
n#0

13
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(2.7) Bemerkung ~
Ist $ € W(RY) und erfiillen die Korrelationsfunktionen G,Sg’ﬁ “) die Ungleichung (3),
so ist G(g, B, ) ein Gabor-Frame und G (g, «, B) ebenso. ©

Beweis
Mit Satz (2.1) ist G(g, B, «) ein Gabor-Frame. Dass G(g,«, ) ebenso einen Frame
darstellt, beweisen wir mit folgender Aussage:

Mit ( [1] (3.10), (1.07), (1.10) ) gilt

./_"Sg,tx,ﬁf = /Z Z ng(ak/:Bn)MﬁnTakg(x)'€_mewdx
R4 kezd nezd

ngﬁz“]? = Y X f Bk, an) MunTprg

kezd nez4
Y Y VoF(Bk, an) (T-anMpg)
kezd nez4

:10) Z Z e—Zni[Sktangf(_lxn,‘Bk) . (T_omM/gkg)A
kezd ncz?

-07) Z Z e—Zniﬁkaanf(_lxn’ Bk) - (eZHiﬁktngﬁkT_“ng)’\
kezd ncz?

_ Z Z e—zmﬁkomvgf(_an,‘gk)./e—27rixw€27ri5komM'BkT_mg(x)dx
kezd nezd R4

= ¥ L Vef(—an k) [ e M T g (x)dx
kezd nezd R

= -Fsg,a,ﬁf‘

Da G(g, B, «) ein Gabor-Frame ist, gilt fiir f € L2(R¥)

AllfI3 = Al < (Sgpaf.f) < BIFIZ = BIfI3 -

Mit der Identitét Sg g o f FSqupf und da ([1] Satz (1.1.2) (Plancherel) ) impliziert,
dass <.7:Sg,a,/3f,f> ( Seapfs f) gilt, folgt

Hf“% < <Sg,oc,,3f/f> < BHf”% :

Damit ist G(g, &, B) ebenso ein Gabor-Frame. O
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