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§7 Die Struktur des Gabor Systems

In diesem Kapitel des Seminars geht es noch einmal um das Gabor-System, seine
tiefere Struktur und notwendige Bedingungen fiir die Beschdnktheit und Invertier-
barkeit des Frame-Operators.

Wir betrachten dabei auch die Janssen-Darstellung. Wie schon bekannt, hat das
Gabor-System folgende Darstellung;:

G(g &, B) = {TuMpng : k,n € 27}

Die Ergebnisse des folgenden Kapitels gehoren zu den faszinierendsten der Zeit-
Frequenz-Analysis, vieles davon wird heutzutage noch erforscht.

Ein wenig zum geschichtlichen Hintergrund des Kapitels:

Die Ingenieure Z.Wexler und S.Raz entdeckten die biorthogonalen Relationen beim
Versuch, einen alternativen Weg zur Berechnung von dualen Fenstern zu finden.
Ihre Ergebnisse wurden spéter noch prézisiert und bewiesen und es fiihrte zu einer
etwas {iberraschenden Verkniipfung zum Gebiet der Operatoralgebren.

Im Folgenden werden wir uns den Ergebnissen der Walnut-Darstellung widmen
und dabei eine einheitliche Behandlung der Struktur von Gabor-Frames geben.
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— (7.1) —

Aus den vorigen Kapiteln sind die Darstellungen des Frame Operators S = Sgﬁ und

des Gabor Frames G,, bekannt:

Sf=3. (f, TuxMpng) T Mpn7, (7.1)
nkezd
Gu(x) =) g(x— % — ak)y(x — ak).
kezd

In Theorem 6.2.3 wurde schon bewiesen, dass

Sf=p"" ) GuTf (7.2)
nez¢
gilt und dass diese Reihe in L?(RR) absolut konvergiert, wenn g,y € W(IR?). Dabei
ist W(RY) der Wiener Raum, ein spezieller Funktionenraum, fiir den folgendes gilt

g€ L°°(IRd) C W(le) < lgllw = Z essSup,.cq lg(x+n)| < o0
nezt
(7.1.1) Bemerkung
Dies bedeutet, dass Funktionen in W lokal beschrankt und global in /! sind.
Der Wiener Raum enthilt also alle beschrankten Funktionen mit kompaktem Trager
Damit ist er ein Unterraum des L? fiir 1 # p < oo o

Zuriick zur Konvergenz der Reihe Sf.

Da gilt, dass Sq,, = D7D§, so kann man weiter schliefsen:

Der Frame Operator ist beschrdnkt, genau dann, wenn Dy und D, beschrénkt sind
von [2(Z?*) nach L%(RY).

Dies gilt nach Satz 6.2.2, welcher besagt:

Ist g € W(RY), o, >0, s0ist Dy g beschriinkt von 1>(Z*%) nach L*(R?).

Im Folgenden werden nun kleinere Séatze aufgestellt, die ausreichen, um die Struk-
turtheoreme der Gabor Frames herzuleiten.

(7.1.2) Satz
Seien g,y € L?(IR?), D, und D, beschrankt auf 1?(Z%), dann gilt fiir alle
f,h € L*(R?) mit kompaktem Trager:

(Sgafit) = (B~ 1 GuTyf,h). (7.3)

nezZ4 o
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Beweis
Der Beweis wird dhnlich gefiihrt wie der zu Theorem 6.3.2., es muss hier einzig die
Zuldssigkeit der Aussage unter anderen Annahmen gepriift werden.
Aus den vorherigen Kapiteln weiff man, dass die periodisierte Reihe
n

Y (Tug- flx—7)

neZd ‘B

die folgende Fourierreihenentwickelung besitzt:

Z <f, M[%n Takg>62m'ﬁnx.

nezd

Da f,¢ € L?(R) sind, gilt zunichst, dass

/ 5(x — ak)|’dx < co und / £ (x) Pdx < co.
R4 R4

Also folgt mit der Holder-Ungleichung:

[ 5 = ak)f()ldx < ([ [3x - ak) Pt ([ £()2d)} < o

Folglich ist Ty gf € L'(R?). Insgesamt erfolgt damit, das die periodisierte Reihe
mindestens in L!(Q ! ) ist, mit Q 1= 0, [1—3]

Dy, ist laut Voraussetzung beschriankt. Damit wissen wir, dass die Folge der Koef-
fizienten (f, Mg, Tykg) in 12(Z?) liegt, da fiir ein g € W(RY) nach Satz 6.2.2 gilt, dass
C, von L2(R?) nach 1*(Z?) beschrankt ist.

Dementsprechend liegt die Fourierreihe in LZ(Q% ) und die Gleichung

B Y (TuZ-f)(x—2) = Y (f, My, Tuig) ™™

nez4 ’B nez4

gilt fiir fast alle x.
Bei Substitution dieses Ausdruckes in die Darstellung des Frame Operators Sg -,
erhalten wir:

(Sgaf i) = B~ / (k _, < ) Takg(x—%)f(x—%)> Tamx)) nxdr. (1)

nezd

Denn es gilt fiir das Skalarprodukt: (f,g) = [ga f( g(x)dx.
Wenn f und h kompakten Trager haben, dann ist d1e Summe tiber n endlich und
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erstreckt sich auf der Menge {n € Z : | (5 +supp f) Nsupp k| > 0}.
Somit kann die Summationsreihenfolge vertauscht werden und man erhlt:

Serf =B Y Y Tuglx— gw(x—«xk)

neZf kezq v -

T f
_ ~—~
=Ty (x) :f(xf%)

=gy (z Takg(x—z)f(x—ﬁ)> Toey(x).

kezd \nezd ’B [3

Damit folgt die Darstellung, denn nun haben wir

(Sgnf,h) = (=B~} ( Y Tug(x - %)f(x - E)) Taxy (x), h).

kezd \nezd 'B

und dies ist genau (1).
Die Gleichung (7.3) aus diesem Satz ist die allgemeinste Version der Walnut-Darstellung
innerhalb der L2-Theorie.

Wenn nun fiir beliebige ¢,7 € L?(R?) die Operatoren D¢ und D, unbeschréankt
wiren, dann auch moglicherweise Sq ., denn wie auf Seite 110 des Grochenings
nachzulesen, gilt:

Sei ¢ € W(RY), daraus folgt, dass Cg, Cy und S, beschréankt sind.

Im Umkehrschluss heifit das also: Ist Cq o unbeschrénkt, dann ist ¢ nicht in W(RY),
also ist S, , moglicherweise unbeschréankt.

In diesem Fall kann gezeigt werden, dass S, einen speziellen Raum an Testfunk-
tionen von S(IR?) in einen Unterraum von S’(RR¥) abbildet. O

Zur Erinnerung: Der Schwartz-Raum ist definiert durch:

S(RY) = {f € C*°(R?) : sup |D*XPf(x)| < oo Va, p € N?}.
x€R?

Elemente aus dem Dualraum S’'(R?), der Raum aller stetigen und linearen Funk-

tionale von S(RY) — C, heiflen auch temperierte Distributionen. Zum Beispiel ist

fiir alle g € LP(RY) und 1 < p < o0 : Lg(f) = [f(x)g(x)dx eine temperierte
R4

Distribution.

Mit Hilfe von Satz 7.1.1 kann man nun einfache notwendige Bedingungen fiir die
Beschréanktheit und Invertierbarkeit des Frame-Operators aufstellen.
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(7.1.3) Korollar
Seien Dy, D, beschridnkt, dann gilt fiir alle n € 74

1Gulleo < B1Sgry

Op. &

Beweis
Wiéhle f,h € L°°(1Rd) mit Trager in Q%, sowie I, m € Z° beliebig.

Da gilt, dass Sq , beschrénkt ist, haben wir mithilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

|<Sg,7Téfr T%h>| < ||Sgfll2lI7l2

< ISgllopll fll21T]l2 (7.4)
Auflerdem gilt mit Satz 7.1.1:
(SgnTi f, Tuh) =B~ Y. GuTuusf, Tuh) (7.5)
P P nez4 P p

Sind die Trager von Té f, T%h paarweise disjunkt, dann geht nur
der Term mit n 4| = m ein, da TLHf*T%h = 0 fur alle [ +n # m ist.
B

Mit 7.4 und 7.5 haben wir fiir alle f,h € LW(Q%) - Lz(Q%) und fiir alle [, m € Z*%

m [

B [ Gurealxt ) (RG] < S lopl 76)
Q1

Denn es gilt, dass

75)
[(Sga Ty f Tyh)| =" 1B~ Y GuTussf, Tyh)l

nezt F
PET B L Gl — ) hx = 0)
meZl

- ﬁd\Qfl Gt (x + %>f<x>der.

Mit (7.4) erfolgt somit die Ungleichung fiir L2.

Da L* dicht in L?(Q ! ) ist, kann der Ausdruck (7.6) bei Anwendung des Dichtheit-

sprinzips auf LZ(Q% ) erweitert werden.
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Somit gilt fiir f,h € L2(Q1) und fiir alle | € Z:

o=

n+1

B esssup,cq, |Gn(x + ) < ||Sgq|lop fiir alle 1.
B

Also gilt wie erwiinscht:

IGnlleo < B%|Sgllop-

O
(7.1.4) Korollar
Sei G(g,a, B) ein Gabor-Frame mit den Frame-Grenzen A, B, dann gilt:
A<p? Y |gx—ak)<B o
kezd
Beweis
Sei f=he L“(Q%) und [ = m in (7.5), dann hat man:
(Sgisf £y = B~ [ Guom (¥) () F ()
Q1
B
=57 [ Go(x)lf(x) P,
Q1
Go= ) |g(x —ak)|? fiir y = g.
kezd
Aus den Frame-Ungleichungen
A|lfII* < TS, fi) > < BlIf|I* fur alle f € H, A, B >0,
i€l
erfolgt dann A < ,B_dGo < B und damit die Behauptung. O
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— Kapitel 7.2: Die Janssen-Darstellung —

Die Walnut-Darstellung des Gabor-Frame Operators behandelt Modulationen und
Transformationen unterschiedlich, so dass es zu Formeln fiihrt, die unter der
Fouriertransformation nicht invariant sind. Die Form des Gabor-Frame Operators
bleibt jedoch (siehe auch (6.36) im Grochening) unter der Fouriertransformation er-
halten. In diesem Kapitel wird nun versucht, eine symmetrische Darstellung des
Gabor-Frame Operators zu erhalten. Dafiir werden zuerst die a-periodischen Korre-
lationsfunktionen in ihre Fourier-Reihen entwickelt.

Der [-te Fourierkoeffizient von G, ist:

¢ y / G —Znilx/ocdx

— —d/ Z Tng ,)/ ) —27rilx/ocdx
Q kGZd
— /(ng ,)/)(x)e—Zm'lx/adx
]Rd
= zx_d<’y,MLT%g>.
Mit Korollar 7.1.3 gilt nun: Wenn G, € L*(Q,) C L?(Q,), dann ist
Gn(x) Fourzer Reihe —d Z ’)’,MIT g> 27ilx/w (7_7)

lez4
mit Konvergenz in L2(Q,) (Kapitel 1.3, Punkt (1.31) im Grochening).

Bemerkung: (7.7) ist eine erneute Anwendung der Poisson Summationsformel.

Bei Substitution dieses Ausdruckes in die Walnut-Darstellung, erhalten wie die Janssen-
Darstellung:

(1) : informale Entwicklung:

Seaf =p1 ZGT"
neZd
Z Z ’)’,M]Tn znilx/leﬂf
neZdleZd g
= Z Z ’)/,MlTng>MzTnf
neZd lez4

(2) : Operator Notation
Sgy = (@)™ Y 3 (v, MiTyg)M, Ty. (7.8)

leZd nezd
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Wie man sieht, ist die Janssen-Darstellung komplementér zur der urspriinglichen
Definition des Frame-Operators, welche in (7.1) gegeben wurde.

Dort stellt der Frame-Operator eine orthogonale Entwicklung dar, f tritt implizit
in den Framekoeffizienten (f, T,xMpg,g) auf. In der Janssen-Darstellung hingegen
erscheint f expliziter. Der Frame-Operator ist eine Linearkombination von Zeit-
Frequenz-Verschiebungen von f. Bei der Betrachtung von (7.8) sind einige Fragen
zur Konvergenz dieser Reihe offen. Fiir beliebige g,y € L2 ist nicht einmal klar, wie
die Fourierreihe in Punkt (7.7) G, reprédsentiert.

Zuerst wird eine Hilfsdefinition eingefiihrt, damit technische Fragen dieser Art um-
gangen werden kdnnen.

(7.2.1) Definition
Ein Funktionenpaar (g,7) in L?(R?) geniigt der Bedingung (A’) fiir Paramter
a, B > 0, wenn gilt:

Y (7, TeM, g)| < oo. (7.9)
klczd PP

Ist ¢ = v, so gentigt ¢ der Bedingung (A).
Bedingung (A’) garantiert die absolute Konvergenz der Reihenentwicklungen
(7.7) und (7.8). o

Im folgenden Lemma wird gezeigt, dass die Janssen-Darstellung fiir (g,7), welche
die eingefiihrte Bedingung erfiillen, auf L2(IRY) erweitert werden kann und man die
Reihenfolge der Operationen in S, vertauschen kann:

(7.2.2) Lemma
(g,7) gentigt der Bedingung (A’) fiir gegebenes «, § > 0, dann gilt:

Ser = @B) ¢ L {r M Ty,
Inezd

=@ Y (7, Ty Mng)T M. o
Inezd P P
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Beweis
Als erstes ist zu zeigen, dass: Sg = S:= (aB)™ ¥ (v, M, T%g)ML T%.
Inezd “ "
Da man weif}, dass die (g, ) der Bedingung (A’) gentigen, konvergiert S absolut in
der Operatornorm und ist somit unabhédngig von der Summationsreihenfolge.

Also gilt mit (7.7) und (7.1.1):

S~ — [B_d Z (lx—d Z <,ylMing>eZ7'[l‘lx/tx> T%

nez4 R lezd

J/

-~

Gn(x)

Mit dem Wissen aus dem ersten Kapitel, dass M TE = erixl/ “Tn M 1 gilt, erfolgt die

Vertauschung der Operatorreihenfolge durch Anpassung der Ind121es
Insgesamt erfolgt damit die Behauptung. O

Bemerkung: Bedingung (A’) ist sehr spezifisch. Nur wenige Fille erfiillen diese Be-
dingung, weswegen man auch sagen kann, dass diese Bedingung eine rein technis-
che ist. Deswegen kommen wir nun zu einem Beispiel, fiir das gilt, dass es zwar sehr
einfach ist, aber trotzdem die Bedingung nicht erfiillt.

Fiir das nun folgende Beispiel benotigen wir zuerst ein kleines Lemma:

(7.2.3) Lemma
Weyl’s Kriterium: Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Die Folge (x)nen ist gleichméRig verteilt modulo 1

N—oo

(i) Fur jedes k € Z \ 0 gilt: %[ Z],Z\L . 2k N23eo .

Beispiel: Sei ¢ = v = x[o1-
1, wennx € [0,1]

X[04] ist die charakteristische Funktion auf [0, 1]: x(91] = {0 .
, sonst.

Dann befinden wir uns in R, also d = 1 und es gilt ¢(x) = ¢(x), damit wissen wir
weiter, dass fiir (g, T% M, g) gilt:
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B B B B B — W—

M_. T

—~

_1
o

Um zu tiberpriifen, ob die Bedingung fiir diese Funktion erfiillt ist, schaut man, ob

Y {7, T% M ! Q)| < oo gilt. Dafiir benotigen wir zuerst die Fourierkoeffizienten der
klezd
charakteristischen Funktion. Mit ® und folgenden Umformungen gilt:

n

ﬁ)g(x)eZnix(—i)dx

(& TyMig) = /g(x+

Denn:

n n
21—

g B

x+%€[0,1]<:>x€[

]

Nach obigen kénnen wir nun mit (M_; T_% g, g) arbeiten.

10
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Firn =0und ! € Z\ 0 gilt dann:

l
((M_18,8) = |F (xp0,1)) ()]
« 14
— / leEixédx
[0,1]
1
_ 1 —2mixla~1
—2mila~t 0
1_ eZm’luF1
~ | 2milal
Sei [ = 0, dann hat man: l
I =1.
17 (x0m) )]
Auflerdem weifs man, dass
a|sin(ZL)| \ema —e ”Tﬁy
Tl 2«1l
em%(l _ e—zmé)
B 2mia—1]
B 1— 6—271.’1%
| 2mial |’
mit ‘em%
i sm(”l)|
M , = 5=
|< _ég g>| 7T|l|
Ist nun a = % rational, (p,q) = 1 mit p > 1, dann ist mit
I=r+jpturr=0,1,.,p—1
ﬂqr
|X 01 | sin( )l ,
zezz Z p ,E% |7 +JP|

j€Z
wobei gilt, dass | sin(% + 717)| JEL | sin(%) .

11
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(7.2.4) Definition
Eine Folge (x,)eN ist gleichmaBig verteilt modulo 1, falls fiir jedes a, b mit
0<a<b<lgilt

lim %card{]elNl<]<N (xj); C la,b]} =b—a

N—oo

Das bedeutet, der Anteil der Folge, der im Intervall [g, b] liegt, konvergiert gegen die
Lange des Intervalls.

Ist « irrational, so ist die Folge {é : 1 € Z} gleichmifig verteilt modulo 1 und damit
gilt dann:

1 l 1 1 1
lim — 1<I<N:inf |- —k+Z|<-p =~
ngéoNcard{ SN kez |a +2‘<4} 2

Um nun zu zeigen, dass auch die Folge, die in diesem Beispiel betrachtet wird,
gleichmafiig modulo 1 verteilt ist, benotigt man das Weyl’s Kriterium.
Betrachtet man die Folge (x;);cn mit x; = é, a > 0, dann gilt fiir ein « € R\ Q und

fiir k € Z\ 0, dass e2™ike " £ 1

daher ist

1 e2mk(N+1)a~t 4
N e2mika=l _ 1

im Betrag <1

mk !

I Mz

Ng—1 e—1
B 1 ekaNa ekazx -1 - 1
N e2mika~l _ = N’

Damit gilt weiter

1 N—oo

< — =0.
- N

1 al 27tik L
NEE
=0

Also ist die konstruierte Folge (x;);en mit x; = é gleichmé&Big verteilt modulo 1.

Fiir Indizes | aus der Menge {I € N : infy.» )a k + 2‘ < 1Y gilt: [sin(Zh)] >
Dies kann man mithilfe der gleichméfiigen Verteilung modulo 1 zeigen.

4
N

12
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Zu zeigen ist, dass: \sin(%l)\ > % fur alle | € IN.

2k+1

Es gilt: |sin(=5=7m)| = k e Z Wihle nun die Grenzen a = }, b = 3, dann gilt

\/7/
= E {1 1 4} Da (x7)jen mit x; = 4 L oleichmaRig modulo 1 verteilt ist, gilt:

[ 13 1
i <] < c - _ - = _.
Zégrlocard{l_l_N “6[4’4}} >

Demnach muss also gelten:

1 / 3 1 l 1 1

- <-<-s ——-—<——=-< -

4 — a4 4 —a 24
o1
a 2| 4

Nun kann man die gleichmégige Verteilung modulo 1 der (x;);cn abermals anwen-
den und bekommt:
1 I 1 1 1
im — <I<N: inf |- —=— (=5
ﬁf&N‘Md{l—l—JV a2 k‘<4} 2

=M

é % k‘ betrachtet, macht keinen Unterschied. Bei

dem 1. Fall geht man von L € [Z' %} aus, im 2. Fall von L € [—5’1, —}1] , wobei | sin(1)]

Denn ob man |- — % — k) oder

1
[

in beiden Fillen aufgrund des Betrages dieselben Werte annimmt.

Dementsprechend gilt fiir alle [ aus der Menge M:

sin (n(k + %))

Da wir nun die Abschéitzung nach oben bewiesen haben, wissen wir insgesamt,

.l T 1
sm(z)‘ > Z)’ =

rmi—periodisch | .
= ‘ sin(

dass auch die Reihe Z ‘ X[o,1)( )’ divergiert. Bedingung (A) ist nur erfiillt, wenn
= q, g € IN.

Also haben wir mit diesem Beispiel gezeigt, dass die Bedingungen (A’) und (A) sehr
stark von den Gitterparametern abhdngen und selbst fiir g, v € W nicht zwangsldu-
tig erfiillt sind.
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