DIE FENSTER-FOURIERTRANSFORMATION

1. Elementare Eigenschaften der Fenster-Fouriertransformation

Definition 1. Sei g € L? (R?) beliebig. Dann ist fir f € L? (R?) die Fenster-
Fouriertransformation von f beziiglich der Fenster-Funktion g definiert durch:

Vof: RIXRI = C, (z,w)— [ f(t)-g(t—ux) e 2mtw)gy,
Rd
Lemma 2. Seien V,W, E normierte Vektorrdume, sowie T : V x W — E eine
beschrinkte, sesquilineare Abbildung, das heifit, es existiert ein C > 0, so dass fiir
alle (v,w) € V x W gilt:
1T (v, w)llp < C-lvlly - lwlly -
Dann ist T stetig.

Definition. Fiir z,w € R? und f : R? — C definieren wir die Translation, die
Modulation, beziehungsweise die Involution von f durch:

T.f: RE=C, z+ f(z—2),
M,f: R*—=C, 2z 29 f(z),
g : RE=C, 2z g(—2).
Dann sind
T,: L?(RY) — L2 (RY), fisTof,

M,: L?(RY) — L? (RY), [+ M,f,
* L2(Rd)—>L2(]Rd), f—=r

wohldefinierte, isometrische, lineare Abbildungen, die den Relationen

F oM, T,0F,
FoTlT, = M_,oF,
Tx ° Mw — 6727\"L’<I,w> . Mw o Tx

geniigen. Weiterhin gilt fiir f € L? (R%):

Mit diesen Definitionen kommen wir zu den ersten Eigenschaften der Fenster-
Fouriertransformation:

Lemma 3. Fir f,g € L? (Rd) ist Vyf € Co (RQd). Insbesondere ist V, f gleichmd-

Big stetig.
Weiter ist

Vi L?(RY) x L? (RY) — Cp (R??) € L™ (R*), (f,9) — Vyf

eine beschrinkte, sesquilineare Abbildung mit ||Vyfl_ < | fll5 - lglly, also stetig.
SchliefSlich gelten die Darstellungen:

Vof) (w,w) = f-
(

I
)

—mi(z,w) | (t E) . (t _ E) . 727ri(t,w>dt'
/Rd AU 2 g 2 €

Lemma 4. Sei V ein komplexer Vektorraum, f : V xV — C eine Sesquilinearform
und ¥y : V. — C,x — f(x,z) die zugehdrige quadratische Form. Dann gilt fir
T,y e V:

Foy) = 3 (W (2 9) ity (@4 i) — g (2 —9) iy (& — i)

Insbesondere folgt fiir Sesquilinearformen f,g : V x V. — C mit ¢y = 14 schon
f = g. Weiterhin erhdlt man die sogenannte Polarisationsformel

1 2, . 2 2 . 2
(@y) =1 (le+yl>+i-Jz+ iyl — o =yl =il = ivl*)



Lemma 5. Seien f1, g1, f2,92 € L* (RY). Dann ist fiir i € 2 auch Vg, f; € L* (R*)
mit ||Vg, filly = 1 filla - lgilly und es gilt weiterhin:

<V91fla V92f2>L2(]R2d) = <f1, f2>L2(Rd) . <91,92>L2(Rd).

Der Operator V, : L? (Rd) — L2 (de)  f =V, f ist also fiir alle 0 # g € L? (Rd)
injektiv und fir ||g|l, = 1 eine Isometrie.

2. Die Inversionsformel fiir die Fenster-Fouriertransformation

Um die Formel fiir die Inverse des Operators V, formulieren zu konnen, benétigen
wir einen geeigneten Integrationsbegriff fiir vektorwertige Integrale; in unserem Fall
ist dies das schwache Integral, auch Pettis-Integral genannt.

Definition 6. Sei H ein Hilbertraum und (X, M, i) ein Mafiraum. Dann heiflt eine
Funktion f : X — H schwach integrierbar (beziehungsweise Pettis-integrierbar),
falls fiir alle h € 'H die Abbildung X — C,z — (f (x), h) messbar ist, das Integral
Ix (f h) dp (z) existiert und die Abbildung

oy : HHChH/ By dp (x)

ein beschrinktes, lineares Funktional auf H ist. In diesem Fall existiert nach dem
Rieszschen Darstellungssatz ein eindeutiges g € H mit ¢ (h) = (h,g) fiir alle
h € H. Wir definieren das Pettis-Integral von f als:

/wf(x)du(x) —gen.
X

Mittels des Pettis-Integrals konnen wir nun die Inversionsformel fiir die Fenster-
Fouriertransformation formulieren:

Satz 7. ((Schwache) Inversionsformel fir die Fenster-Fouriertransformation)
Seien g,y € L* (RY) mit (g,7) # 0. Dann gilt fir f € L* (RY):

1 w
e L0

Als Néchstes wollen wir eine starke Version der Inversionsformel formulieren. Dies
ist dhnlich zum Fall der Fouriertransformation, bei der die punktweise Darstellung
(W) = [pa f(z) - e 2@y nur fiir f € L' (RY) gilt, aber die Funktionenfolge

w) - (MyoTy) (v)d(3) -

) = f[fn nJd f(z) - e 2@ dy auch fiir f € L? (R?) definiert ist und L*

Konvergenz — fH —— 0 vorliegt.
2 nN—oo

Satz 8. Seien g,v € L? (R?) fest mit (v, g) # 0 und es sei (Ky), oy eine Folge von
kompakten Mengen K, C R?? mit K,, C K, fiir allen € N und R?? = Unen Kn-
Sei f € L? (Rd). Dann ist

JoiRY— Cot wlg>/K (Vo f) (@) - (Mo 0 T2) (7)) (8) d (2)

fiir n € N wohldefiniert. Weiterhin ist f,, € L? (Rd) N L (Rd) und es gilt:
Tim [[f ~ full, = 0.

3. Wahl der Fensterfunktion g € L? (Rd)
Fiir f,g € L? (Rd) gilt:
) =

(Vig) (2, w (V) (=2, —w).

Damit folgt insbesondere |(Vyg) (z,w)| = [(Vyf) (—=, fw)|. Das heifit, dass bei Ver-
tauschen des Abschneidefensters g und der zu analysierenden Funktion f (jedenfalls
betragsméfig) nur die Argumente der Fenster-Fouriertransformation am Ursprung
gespiegelt werden.

Dies bedeutet, dass das Fenster alleine basierend auf der Struktur der Fenster-
Fouriertransformation nicht gegeniiber der zu analysierenden Funktion ausgezeich-
net ist.

Wir betrachten die Beispielfunktion

271'2 (z,w)

0, x < 0 oder x > 30,

3 - sin (87z), x € [0,10),
JiR=Rz— 12 . (sin (27z) — sin (147z) + sin (2472)), « € [10,20),

3-bln<ﬂ'~(l‘—20)), z € [20,30],

die in Abbildung 3.1 skizziert ist.

Die Fenster-Fouriertransformationen, die sich mit den beiden Abschneidefunktio-
nen g1 : R — R,z +— e=*"/* und 92 = X[z, 1] ergeben, sind in den Abbildungen
3.2 und 3.3 zu sehen.
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ABBILDUNG 3.1. Skizze der Funktion f.

Wie in den beiden Abbildungen zu erkennen ist, ist die Frequenzauflosung bei
der Analyse mittels des Fensters g; besser als bei Analyse mittels go. Im Gegensatz
dazu ist die zeitliche Auflésung bei der Analyse mittels des Fensters go besser als
bei der Analyse mittels g;.
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ABBILDUNG 3.2. Dichtegraph von |V, f|.

Um diese Effekte heuristisch zu deuten, erinnern wir zunéchst an die folgende
Definition:

IRRRRRRRRRRRRRRRRERE
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ABBILDUNG 3.3. Dichtegraph von |V, f|.

Definition. Eine Funktion f € L? (R?) heift e-konzentriert auf eine messbare
Menge T C R?, falls gilt:

(/T f (@'de) T,

Mit dieser Definition im Zusammenhang steht die Unschérferelation von Donoho
und Stark:

Satz. Sei 0 # f € L? (R‘i) er-konzentriert auf T C R?. Weiterhin sei }? €q-
konzentriert auf Q C RY. Falls e +eq < 1 gilt, so folgt:
M (T) A (@) >
Fiir das Fenster g € L? (]Rd) sei g nun ep-konzentriert auf 77 C R? und g sei
eq-konzentriert auf Q C R? fiir kleine ep,eq > 0. Dann ist (M, o T,)(g9) er-
konzentriert auf  + T und F (M, 0 Ty) (9)) = (T, o M_,) (g) ist eq-konzentriert
auf w + Q.
Das heiftt, die Fenster-Fouriertransformation (Vf) (z,w) = (f, (M, o Ty) (9))
misst den Anteil der Zelle (x +T) x (w + ) an der Zeit-Frequenz-Verteilung von
f. Nun mo6chte man moglichst kleine Werte von A\g (T') (gute Zeitauflssung) und

Ad () (gute Frequenzauflosung) erreichen. Die Unschérferelation von Donoho und
Stark besagt, dass dies nicht beliebig moglich ist, denn es muss gelten:

Aa (T) - Aa (2)

(1 —ET —89)2.

2(1—€T—€Q)2.



