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Wir verwenden die folgenden Operatoren aus der Fourier-Analysis:
T f(t) = f(t—x) x€RY,
My f(t) = e £(t) w e RY,
Vef(x,w) = [ flnglE—x)e > at g e LARY)\ {0},
R¥

Es gelten die folgenden Eigenschaften:
T, '=T =T},
Mﬁ = M_» = My,
TeMy = e 7" My, Ty.

— Definition und wichtige Eigenschaften von Gabor Frames —

(1.1) Definition (Gabor System/ Gabor Frame)
Seien eine Fensterfunktion ¢ € L?>(IRY) \ {0} und Parameter «, 8 > 0. Dann ist

G(g,0,B) = {TuMpug : kon € Z7}

ein Gabor System.
Falls G(g,a, B) ein Frame in L?(R?) ist, so bezeichnet man es als Gabor Frame. Der
zugehorige Gabor Frame-Operator ist definiert durch

Sf=3, Y (f TuMpug) TuuMpug = Y Y Vef(ak, n)Mp,Tug-

kezd nezd kezd nezd <o

(1.2) Proposition

Sei G(g,a, B) ein Frame in L?>(RY), dann existiert ein duales Fenster v € L?>(IRY) so,
dass G(1, «, B) der duale Frame von G (g, «, B) ist. Hieraus folgt dann ebenfalls, dass
jedes f € L2(RY) die folgenden Darstellungen besitzt:

f: 2 Z <f/ szkM/Sng>TuckMﬁn’Y
kezd nezd

= Y Y (f, TuMpny) TuMpng
kezd nezd
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wobei diese Reihen jeweils unbedingt konvergent in L2(IR) sind.
Auflerdem sind die folgenden Norméquivalenzen erfiillt:

AlIfIP < X X [Vef(ak, pn)|* < BJIf]1%,

kezd nezd

BUAIP< Y Y I TuMpar) [P < A7HIFI%

kezd nezd o

(1.3) Korollar
Sei G(g, &, B) ein Frame in L?(RY) mit dualem Fenster v = S~'¢ € L>(R) dann ist
der inverse Frame Operator gegeben durch:

S f=5f= Y Y {f, TuMpny) Tk Mpny-
kezd nezd &

Hieraus ergibt sich eine einfache Moglichkeit zum Invertieren des Gabor Frame-
Operators.

— Existenz von Gabor Frames —

Wir wollen nun {iiberpriifen, ob tiberhaupt ein Gabor Frame existiert und wie im
Falle der Existenz eine geeignete Fensterfunktion aussehen konnte.
Dafiir betrachten wir nun einen neuen Funktionenraum:

(2.1) Definition (Wiener Raum)
Der Wiener Raum ist gegeben durch

W=W(R") = {g € L*(R) : ||gllw < oo}

wobei
Iglw = }_ esssup|g(x+n)|.
Der Unterraum der stetigen Funktionen wird mit Wy (RRY) bezeichnet. o

(2.2) Korollar
Es gilt fiir alle g € W :

gllw =3 l18Tuixjo,jtlleo

nezd o
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(2.3) Bemerkung

Der Wiener Raum beinhaltet alle beschridnkten Funktionen mit kompaktem Trager
und ist somit ein dichter Unterraum aller LP(R9),1 < p < o o
(2.4) Lemma

Ist ¢ € W(R?) und 7 > 0, dann gilt:

1
esssup ) [g(x — )| < (- +1)Ig]lw-

x€R4 nez4 i o
(2.5) Lemma (Schur’s Test)
Sei (ajx); ke eine unendliche Matrix {iber die Indexmenge J, so dass

sup Z|a]~k| < Kj, sup Z|a]-k| < K.

J€J kej ke] jej
Dann ist der zugehorige, durch Matrix-Vektor-Multiplikation definierte, Operator A
mit (Ac); = ) ajcck beschrankt von [(]) auf IP(]) far 1 < p < co mit ||Afp_p <

keJ
11

K{K} (qmit%—k%:l). o
(2.6) Definition (Synthese und Koeffizienten Operator)

Dc := Z CknTakM,Bng
knezd

(CHin = (f, TackMﬁng> fiir k,n € Z* o

(2.7) Korollar

Es gilt dann Sf = DCf und D = C*.
Damit gilt dann auch ||S|| = ||[DC|| = ||C*C|| = ||C||*> = ||D||?. o
(2.8) Proposition

Sei ¢ € W(RY) und &, 8 > 0. Dann ist D 4 p beschrankt von I*(Z*) nach L2(RY)
und die Operatornorm erfiillt

d 1

(5 D8l .

1
||Dg,lx,ﬁ op < (; + 1)

(2.9) Korollar
Sei g € W(RY), dann sind Cgap und Sg = DoC, beschrankte Operatoren mit

a,1
2

1 d
ICsapllop = (- +1) (3 +1)2(Igllw,

1 1
15gllop = (= + 1)‘1(5 + 1)l



