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§1 Einleitung

Die nach dem franzosischen Mathematiker GAsTON FLOQUET (1847-1920) [4] be-
nannte FLOQUET-Theorie behandelt gewodhnliche lineare Differentialgleichungssys-
teme der Form

i=A(x, xR (1)

wobei A: R — Mat(n x n;R), t — A(t) eine stetige, periodische Abbildung mit
Periodendauer T ist.

Der Hauptsatz dieses ersten Abschnittes der FLoQUET-Theorie, der Satz von
FLoQueTr, wird uns eine kanonische Darstellung der Fundamentalmatrix der
Differentialgleichung (1) liefern. Anhand dieser ldsst sich kiinftig die Stabilitdt der
Nulllosung, d.h. der Losung zum Anfangswert Null, untersuchen. Dariiber hinaus
kann man mit dem Ergebnis zeigen, dass sich das System in ein homogenes lineares
Gleichungssystem mit konstanten Koeffizienten transformieren ldsst, was Gegen-
stand spédterer Vortrage ist.

§2 Einfithrung in die Floquet-Theorie

Im Folgenden wird die matrixwertige Exponentialreihe benotigt. Daher sei zu Be-
ginn noch einmal daran erinnert, dass wir in der Vorlesung (Kap. II, Satz (2.3)) die
Exponentialreihe fiir eine beliebige Matrix A € Mat(n x n;C) durch
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definiert hatten. AufSerdem werden die folgenden, in der Vorlesung gezeigten Ei-
genschaften fiir A, B € Mat(n x n;C) verwendet (Kap. II, Satz (2.4)):

a) Falls AB = BA, so ist exp(A + B) = exp(A) - exp(B).
b) Falls B invertierbar, so ist exp(B~1AB) = B~! - exp(A) - B.
c) exp(A) ist invertierbar mit exp(A)~! = exp(—A).
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Zur Vorbereitung auf den Satz von FLOQUET benétigen wir den

(1.1) Satz.
a) Ist C € GL(n;C) eine invertierbare, komplexwertige Matrix, so gibt es eine kom-
plexwertige Matrix B € Mat(n x n;C), sodass e? = C.

b) Ist C € GL(n;R) eine invertierbare, reellwertige Matrix, so gibt es eine reellwerti-
ge Matrix B € Mat(n x n;R), sodass e? = C2.

Da wir im Beweis den natiirlichen Logarithmus fiir komplexe Zahlen bendtigen,
machen wir zundchst folgende

(1.2) Definition. (Hauptzweig des komplexen Logarithmus)
Sei w € C* in der Polarkoordinatendarstellung

w=r-e"v, r>0 —mn<td<rm.
Dann ist der natiirliche Logarithmus von w € C* definiert durch

In(w) := In(r) + i9.

Auflerdem werden die folgenden beiden Hilfssédtze aus der Vorlesung Funktionen-
theorie benotigt, die hier nicht bewiesen werden.

(1.3) Hilfssatz.
Fir w € C* gilt

(1.4) Hilfssatz.
Fir z € C* mit |z| < 1 gilt
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Dartiber hinaus lésst sich fiir den Beweis Bemerkung I (6.9) nutzen:
Beschreiben zwei Potenzreihen

o . (e )
Yoax' und Y opx*
i=0 k=0

mit positivem Konvergenzradius die Funktionen f bzw. ¢ in einer Verdnderlichen,
wobei ¢(0) = ¢o = 0, so ist die Reihendarstellung von h(x) := f(g(x)) gegeben
durch

o0 m
ao+ Y. | Y a Y cipec | ™
m=1 | I=0

(il,...fl)t
il +...+il:m

Beweis.
Gezeigt wird nur Teil a), Teil b) geht mit dem gleichen Ansatz.

a) Es gentigt, die Aussage fiir invertierbare Matrizen in Jordan-Normalform zu zei-
gen. Denn angenommen, C € GL(n;C) ist nicht in Jordan-Normalform. Dann
gibt es eine Matrix S € GL(n;C), sodass | = S~!CS Jordan-Normalform hat.
Gibt es dann eine Matrix B € Mat(n x n;C), sodass eB =7, 50 gilt SeBs—1 = C
und mit I (2.4) b) dann 585" = $eBS—1 = C. Somit ist B := SBS~! wie ge-
wiinscht.

Sei nun also C € GL(n;C) in Jordan-Normalform, d.h., C besteht aus r Jordan-
Kastchen Cy, ..., Cr, r € IN. Wegen Lemma II (2.6) aus der Vorlesung geniigt es,
die Aussage fiir ein solches Késtchen zu zeigen.

Sei im Folgenden also i € {1, ..., r}. Fiir die Matrix C; gibt es eine Darstellung als
C; = AE + N mit zugehorigem Eigenwert A und einer nilpotenten Matrix N, d.h.,
N™ = 0 fir ein m € Ny, wobei hier m < n gilt. Da C invertierbar ist, sind alle
Eigenwerte ungleich Null und die Matrix C; ldsst sich auch schreiben als

1

Ci = ME+N). (+)

Definiert man nun den natiirlichen Logarithmus fiir nilpotente Matrizen
Z € Mat(n x n;C) tber

[ee]

k
In(E+2):=Y_ (—1)"“27,
k=1
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so konvergiert die Reihe wegen der Nilpotenz der Matrix Z und wir erhalten
daher eine sinnvolle Definition, die auf unsere Matrix %N angewendet

0 1 k 0 k
IN
In(E + N =Y (- k“—):Z(—l)k*lik =M
k=1 k=1 kA

ergibt.
Es soll nun zunichst gezeigt werden, dass
exp(In(E+2)) =E+Z (%)

gilt, wobei Z € Mat(n x n; C) eine nilpotente Matrix ist.
Um Bemerkung I (6.9) zu verwenden, setzen wir die Reihenentwicklungen

exp(z Z a7,  firzeC,
wie in der Analysis I eingefiihrt, und
n(1+z) chz fir z € C mit |z| < 1,

gemafs Hilfssatz (1.4) an, wobe1 d1e Koeffizienten durch

1 0, k — 0
a; = — bzw. Cr = (_1)k+1

= , k#0

gegeben sind.
Wegen Hilfssatz (1.3) wissen wir bereits, dass fiir z € C, |z| < 1,

h(1+z) =exp(In(l+z)) =ao+ ), [ Yo ), ci ¢ |2"=1+z

m=1 | =0 (i)
i i =
gilt. Uber das Cauchy-Produkt und Einsetzen erhilt man die Aussage aus Be-
merkung I (6.9) analog fiir Matrizen. Ein Koeffizientenvergleich liefert die (fes-
ten) Koeffizienten zu den entsprechenden Potenzen von Z in der allgemeinen
Reihendarstellung

e} m
WE+Z)=exp(In(E+Z)= a0 E+ Y | Yy Y ¢y ooci |27,
=11 1= i1 iy ):
::fi: " . 0 i1-<&-.1..+i§>=m .
:Zdn;:ﬂEIN
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die wegen der vorausgesetzten Nilpotenz der Matrix Z konvergiert: Es ist

g 1, m<1
"o m>1’

denn die skalarwertigen Koeffizienten sind identisch.
Somit erhalten wir die Gleichung (x*), also insbesondere

1
N.

1
exp(In(E+N)) = E+

A

Im néachsten Schritt setzen wir
B; :=In(A)E + M.
Damit gilt

11 (24) a)

ebi = exp(In(A)E + M) expgl?(A)E) -exp(In(E + iN))
= C..

= (AE)(E4+4iN)=AME+1iN) =

Also setze B; := In(A)E + M und es gilt ¢% = C;. Fiir die Blockdiagonalmatrix
By 0

B := erhilt man somit e = C wie gewtinscht. O
0 B,
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Nun kommen wir zum

(1.5) Satz. (Satz von Floquet)
Sei ®(t) eine Fundamentalmatrix des T-periodischen linearen Differentialglei-
chungssystems (1). Dann gilt

O(t+T)=dt)P L0)d(T) fiirallet € R.
Weiter gibt es eine Matrix B € Mat(n x n;C), sodass
e’ = o~ 10)®(T),
sowie eine T-periodische Funktion P : R — Mat(n x n;C), t — P(t) mit
O(t) = P(t)e® fur alle t € R.

AuBlerdem gibt es eine reellwertige Matrix R € Mat(n x n;R) und eine 2T-
periodische Funktion Q : R — Mat(n x n;R), t — Q(t) mit

d(t) = Q(t)e®  firallet € R.

Beweis.

Die Funktion A: R — Mat(n x n;R), t — A(t) ist fiir alle + € R definiert, da sie
periodisch ist. Zudem ist sie nach Voraussetzung stetig und somit existiert nach
Vorlesung (II (1.4) a)) die Losung des Systems (1) auf ganz RR.

Setze ¥ (t) := ®(t+ T), dann ist auch ¥(t) eine Losung von (1):

Y(t)=d(t+T)=At+T)P(t+T) = A(t)¥(t).
Definiere nun
C:=® H0)®(T) = @ 1(0)¥(0).

Dann ist C invertierbar als Produkt zweier invertierbarer Matrizen. Da die Matrix
C konstant ist und die Menge aller Losungen des Systems (1) einen Vektorraum
bilden (Kap. II (1.4) b)), ist ®(¢)C eine Fundamentalmatrix der linearen Differential-
gleichung zum Anfangswert

®(0)C = ®(0)d1(0)¥(0) = ¥(0).
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Wegen der Eindeutigkeit der Losung gilt dann ¥ (f) = ®(¢)C fur alle t € R. Man
erhélt daraus die erste Aussage des Satzes:

O(t+T) =¥(t) = D(t)C = O(t)P 1(0)D(T), sowie
OUt+2T) =D(t+T)+T)=¥(t+T) =d(t+T)C = ®(t)C2

Die zweite Aussage erhdlt man als Anwendung von Satz (1.1) a): Zu der Matrix
C = ®1(0)®(T) gibt es eine Matrix B € Mat(n x n;C), sodass

e’ =,

und nach Teil b) existiert eine Matrix R € Mat(n x n; R) mit

2TR _ 2.

Setze nun P(t) := ®(t)e~*B und Q(t) := ®(t)e R, dann gelten fiir alle t € R:

P(t+T) = O(t+ T)e B-TB
I1(24)a) ®(t + T)eTBe 1B
= O(t)Ce TBe 1B
1I (Z.Qa),c) CI)(t)e_tB
= P@)
und
Q(t+2T) = @(t+2T)e R2IR

1 (24) a)

11 (2.4) a),0)

(1.6) Definition. (Floquet-Normalform)

Die Darstellung ®(t) = P(t)e'® im Satz von FLOQUET bezeichnet man als FLOQUET-
Normalform der Fundamentalmatrix ®(t) eines Differentialgleichungssystems der
Gestalt (1).
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Nun betrachten wir vektorielle Losungen des periodischen Systems (1) zu einem
speziellen Anfangswert, welche sich unter Verwendung einer Fundamentalmatrix
bestimmen lassen. Dies halten wir kurz fest in dem

(1.7) Lemma.

Es sei ®(t) eine Fundamentalmatrix des periodischen Systems (1), T € R und
v € R". Dann ist die Losung ¢ : R — R" der Differentialgleichung zum Anfangs-
wert x(7) = v gegeben durch

Beweis.
Es ist
P(t) = &)@~ (T)o = A() ()P (T)o = A()$(t),
(1) = @(1)@ " (T)o =0
Mit der Eindeutigkeit folgt die Behauptung. [

Verschiebt man den zur Zeit T gehorigen Anfangsvektor v um eine Periode, so erhilt
man den Vektor ®(t + T)®~!(7)v. Die zugehorige Abbildung fiihrt zu folgender

(1.8) Definition. (Monodromie-Operator, charakteristische Multiplikatoren)
Sei ®(t) eine Fundamentalmatrix des T-periodischen linearen Differentialglei-
chungssystems (1) und sei T € R.

a) Die Abbildung
M:R" R, v— ®(t+T)® (1)
heifst Monodromie-Operator des zugehorigen periodischen Systems.

b) Die Eigenwerte der Monodromie-Matrix ®(t + T)®~!(t) nennt man charakteris-
tische Multiplikatoren des Monodromie-Operators.

Die nachstehende Abbildung veranschaulicht die Funktion des Monodromie-
Operators, welcher den Anfangsvektor v bei t = T um eine Periode nach vorne
verschiebt, also auf den Vektor ®(7 + T)® !(t)vbeit = 7+ T.
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t=T t=1+T

&(t+T)d ' (1)v

Abb.1: Funktion des Monodromie-Operators

Aus der Vorlesung ist der Begriff der Transversale in der Ebene bekannt (Kap. V, De-
finition (1.4)), sowie dass eine Losung, die auf einer Transversalen startet und wieder
zu ihr zuriickkehrt, eine C!-Abbildung induziert, die PoINCARE-Abbildung (Kap. V,
Definition (1.8)).

Auch in Dimensionen n > 2 lassen sich Transversalen und PoiNCARE-Abbildungen
betrachten, wobei die Transversale dann einen (1 — 1)-dimensionalen affinen Unter-
raum darstellt (Kap. V, Bemerkung (1.9)).

Fasst man das periodische Differentialgleichungssystem (1) als das autonome
System

y=AWy, ¥=1,

auf R"” x T mit T := [0, T] auf, so sind die Lésungen von der Gestalt

z(t) = (lyp((tt))) - ((t_q_cy)(:r)md T)'

wobei y(t) Losung des urspriinglichen Systems y = A(t)y ist und ¢ vom Anfangs-
wert abhédngt. R” ist hierbei ein n-dimensionaler affiner Unterraum von R" x T.
Fur m € Z gilt ¢(t) = ¢(t+mT), d.h., es gibt eine Transversale R" X ¢y mit
Po € [0,T]| fest, die von der Losung immer wieder durchlaufen wird, und zwar
stets nach genau einer Periode.

Damit stellt der Monodromie-Operator eine POINCARE-Abbildung dar.
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(1.9) Proposition.
Gegeben sei das periodische homogene lineare Differentialgleichungssystem (1).
Dann gelten:

a) Jede Monodromie-Matrix ist invertierbar. Anders ausgedriickt: Jeder charakteris-
tische ist ungleich Null.

b) Alle Monodromie-Matrizen haben dieselben Eigenwerte, welche somit weder von
der Wahl der Fundamentalmatrix noch vom Anfangswert abhéngen.
Insbesondere gibt es — Vielfachheiten mitgezahlt — genau n charakteristische Mul-
tiplikatoren.

Beweis.

a) Nach Definition des Monodromie-Operators als Produkt zweier invertierbarer
Matrizen ist er invertierbar und besitzt somit ausschliefdlich von Null verschiede-
ne Eigenwerte.

b) Betrachten wir die Fundamentalmatrix ®(t) mit der Einheitsmatrix als Anfangs-
wert zur Anfangszeit t = 0. Ist ¥(¢) eine weitere Fundamentalmatrix, dann ist
¥ (t) = O(t)¥(0) wegen der Eindeutigkeit der Losung.

Mit dem Satz von FLOQUET gilt weiter:

O(t+T) = D(H)P H0)P(T) = ®(t)D(T).
Fiir den Monodromie-Operator
M:R" R, v — ¥(t+T)¥ (1)v
erhdlt man

Y(t+T)¥ Y1) :<I>(T +T ‘If( ¥ 10)d (1)

Also sind ¥(t + T)Y~!(7) und ®(T) zueinander dhnliche Matrizen und ha-
ben daher dieselben Eigenwerte. Da der Monodromie-Operator durch die be-
liebig gewihlte Fundamentalmatrix ¥ (t) allgemein gehalten war, haben also alle
Monodromie-Matrizen dieselben n Eigenwerte. O

10
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(1.10) Bemerkung.

In der Literatur findet man wegen der Gleichung ®(t + T) = ®(+)®~1(0)®(T) aus
dem Satz von FLOQUET auch eine Definition der charakteristischen Multiplikatoren
als Eigenwerte der Matrix ®~1(0)®(T). Diese Definition ist zu unserer dquivalent.

Beweis.

Um zu zeigen, dass beide Definitionen die gleichen Eigenwerte liefern, betrachten
wir die FLoQueT-Normalform ®(t) = P(t)e!® mit B € Mat(n x n;C) und P(t) T-
periodisch.

Es ist ®(0) = P(0) = P(T). Also erhdlt man

O 1(0)®(T) = e'5.
Damit ergibt sich
O(T)d1(0) = P(T)e B!
= ®(0)e B!
= @(0)((@~(0)®(T))@'(0),

d.h., die Matrix ®~!(0)®(T) hat dieselben Eigenwerte wie der Monodromie-
Operator M : v +— ®(T)®1(0) zur Zeit T = 0 nach unserer Definition. O

Mit der FLoQuUET-Darstellung der Fundamentalmatrix ®(¢) des Systems (1) ldsst sich
die Monodromie-Matrix schreiben als

P(t+ T)el™DB(p(1)e™B) 1
P(T)eTBeTBefTBPfl (T)
P(1)e’Bp~1(7),

O(t+T)d (1)

wobei die Voraussetzungen zur Anwendung von Lemma II (2.4) erfiillt sind.
Die obige Darstellung zeigt, dass die charakteristischen Multiplikatoren des Mono-
dromie-Operators genau die Eigenwerte von e’ ? sind.

(1.11) Definition. (charakteristischer Exponent / Floquet-Exponent)

Gegeben sei das T-periodische lineare System (1) mit einer Fundamentalmatrix ®(t)
in der FLoQuET-Darstellung ®(t) = P(t)e!5.

i € C heifst charakteristischer Exponent oder FLOQUET-Exponent, falls p € C ein cha-
rakteristischer Multiplikator des durch ®(t) definierten Monodromie-Operators ist
und e'T = p gilt.

11
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(1.12) Bemerkung.

Ist u € C ein FLoQUET-Exponent, so ist auch u + #, k € Z, ein FLOQUET-Exponent,
denn e(H+5)T = onTe2mik — onT — p. Das heifst, zu den n charakteristischen Multi-
plikatoren des T-periodischen linearen Differentialgleichungssystem (1) gibt es un-
endlich viele charakteristische Exponenten.

Anwendungen und Beispiele dieser Ergebnisse werden in folgenden Vortrdgen
behandelt.

12
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