Reihenentwicklung von Losungen V
Vortrag zum Seminar zur Gewohnlichen Differentialgleichung, 20.12.2011

Jeanette Christin Beck

Wir haben bereits gesehen, dass die Differentialgleichung

L(y) = #y" + ta(t)y’ + B(t)y =0

bei t = 0 einen reguldren singuldren Punkt hat. Mit Satz 4.2 folgt, dass mindestens
eine Losung der Form @ (t) = |t|71 122, ckt* mit ¢g = 1 existiert, giiltig in einer
Umgebung von t = 0. z; ist dabei die Nullstelle des Indexpolynoms f(z), welche
den grofiten Realteil hat.

Desweiteren haben wir gesehen, dass wenn die zweite Nullstelle von f(z) gleich der
ersten Nullstelle ist (d.h. z; = z3), oder wenn sich z; um eine ganze positive ganze
Zahl von z; unterscheidet, dass dann (1) keine zweite linear unabhédngige Losung in
der Form von ®(t) besitzt.

§1 Losungen nahe eines reguliren singuldaren Punktes

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, die Form einer zweiten linear unabhangigen Lo-
sung fiir den Fall z; = z; zu bestimmen.

(5.1) Satz
Die Differetialgleichung

L(y) = £y" + ta(t)y' + B(t)y = 0 (1)
sei gegeben, wobei a und B analytisch in t = 0 sind und fir [f| < 7,7 > 0 konver-
gieren. Weiter seien z; und z; die Nullstellen des Indexpolynoms f(z) = z(z — 1) +
xoz + [30.

a) Wenn z; = z; gilt, dann existieren zwei linear unabhédngige Losungen ®; und ®;
von der Form

(o)
O (t) = [t )] ot mit cp=1
k=0

s (t) = [t Y byt + Dy ()logl]
k=0
fir 0 < |t| < r, wobei die Koeffizienten ci, by € R durch direktes Einsetzen in (1)
bestimmt werden konnen.



§1 Losungen nahe eines reguldren singuldren Punktes

b) Wenn z; — z, eine positive ganze Zahl ist, dann existieren zwei linear unabhéangi-
ge Losungen ®; und &, von der Form

(o]
Qi(t) = [t|1 Y at*  mit cg=1
k=0

Oy (t) = [t Y byth + ady (t)log(]t])
k=0

fiir 0 < [t| < r, wobei a € R konstant ist und die Koeffizienten ¢y, by € R durch
direktes einsetzen in (1) rekursiv bestimmt werden konnen.

Ich werde im weiteren Verlauf aber nur Satz(5.1.a) beweisen. Zudem werde ich
vorerst auf dem Intervall 0 < ¢t < r arbeiten und spéter eine Aussage tiber t < 0
treffen.

Beweis (Satz (5.1.a))

Bemerkung: Ich werde zuerst formal Vorgehen und anschliefSend die Giiltigkeit durch
einen Konvergenzbeweis darlegen.

Im letzten Vortrag haben wir gezeigt dass wenn ®(t) = Y22 ¢tk mit ¢ = 1 fiir
0 < t < rist, dass dann gilt:

L(®(t)) = £{(z(z = 1) + a0z + Bo)co

o) k—1

# LI+ 22 = 1)+ (2 Ko+ o)+ T+ 2y + B}
2 2

— F{eof(2) + :’il [k + 2)ep + e ()] ()

wobei f(z) =z(z —1) +wapz + Bo und gi(z) = Z;‘;&((j +z)ag_j + Pr—j)cj ist.

Da f(z) ein Polynom 2. Grades ist, suchen wir Zahlen z, so dass f(z + k) # 0 fiir
k € Z gilt.

Fiir solche z definieren wir ein rekursives ¢ mit co(z) = ¢p # 0 und
f(z+k)cxy = —gk(z), k € IN, wobei ¢, eine beliebige Konstante ist. Fiir k = 0 erhalt
man f(z) = 0.



§1 Losungen nahe eines reguldren singuldren Punktes

Mit anderen Worten, wir definieren ¢ als eine Losung des rekursiven Systems
f(z+k)cy = —gk(z), jedoch fiir ein unbestimmtes z. Wie man sehen kann, ist hier
cx eine Funktion von z, da sowohl f als auch g von z abhdngen. Dies war in den
bisherigen Vortragen nicht der Fall. Wir schreiben daher c(z) anstelle von c.

Damit wird () zu

L((D(t,2)) = cot* f (2)- )
Hier wurde ®(t,z) anstelle von ®(f) geschrieben um die Abhingigkeit der Funktion
O(t) = 2 Y2 ckt* von t und z zu betonen. Es ist klar, dal ®(t,z1) eine Losung von

L(y) = 2y" + ta(t)y’ + B(t)y = 0 ist, dies wurde in Satz(4.1) gezeigt. Da z; eine
Nullstelle des Indexpolynoms f(z) ist, gilt f(z;) = 0 womit folgt

L(®(t,z1)) = cot™ f(z1) =0

Diese Losung wird im weiteren Verlauf mit ®;(t) bezeichnet. Da z; sogar eine Dop-
pelte Nullstelle von f(z) ist, gilt sogar f'(z1) = f(z1) = 0. Wenn (2) partiell nach z
abgeleitet wird, erhdlt man

IL(P(t,2)) _ I(cot*f(2))

0z 0z
= cot*[log(t) f(2) + f'(2)]. 3)
Da f'(z1) = f(z1) = 0 folgt damit an der Stelle z = z;
w = e [log(t)f(z) + f'(2)]]._.,
= cot™ [log(t) &2/1_24']”(21)] (4)
=0 =0
=0

Da (2) partiell nach z abgeleitet wurde, kann auch

IL(@(t2) | [aq)(t,z)}

0z - 0z

geschrieben werden, Da L(y) nicht explizit von z abhingt, sondern nur ihre Losung

d(t,z).
Damit zeigt (4), dass auch % eine Losung von
L(y) = 2y" + ta(t)y’ + B(t)y = 0 ist. Diese Lésung wird als ®, bezeichnet. (also




§1 Losungen nahe eines reguldren singuldren Punktes

Aufgrund der Definition von ®(t), wissen wir, dass gilt
0D (t,z)
0z |,
O(t Yo ck(2)tY)
0z

(o]

= t11og(t) ) ck(z1) tk—l—tlch (z1)t
k=0

= &y (t)log(t) + t*1 Z cf(z1)tr.
k=0

D, (t) =

Z=Z1

Da g konstant ist, folgt damit c)(z1) = 0 und somit beginnt Y3  c} (z1)t* mit einem
Term in t und wir kdnnen schreiben

Dy (t) = D1 (t)log(t) + t7 Z ¢ (z1)t (5)

_ —8(2)
Ck(z) - f(Zlil—k)

- Z;-Z&((]' +z)ax_j + Br—;)¢
T E+RE+k—1)+a(z+k) + o
eine rationale Funktion ist, existieren auch die ¢} fiir k > 1, da f(k+2z) # 0 und
ok(z) = Z;‘;Ol((j + z)ar_; + Bi—;)c; eine endliche Reihe ist.

Alle Rechnungen sind auch giiltig, wenn ¢ durch |¢| ersetzt wird.

Die Losung ®;(t) ist wohldefiniert. Es ist also naheliegend, dass
L(y) = t?y" + ta(t)y’ + B(t)y = 0 in dem Fall z; = z, eine zweite lienar unabhangige
Losung von der Form

Dy (t) = D1 (t)log(t) + 1 Z ci(z1)t
= @4 (t)log(t) + Z Gy (20t
k=0

= &y (t)log(t) + 5171 i bi(z1)t*. (6)
k=0



§1 Losungen nahe eines reguldren singuldren Punktes

Die Koeffizienten kénnen auch hier durch Einsetzen von ®;(t) in
L(y) = #y" + ta(t)y’ + B(t)y = 0 und einem Koeffizientenvergleich bestimmt wer-
den.

Zeige nun noch, daBl @ (t) und ®;(t) zwei linear unabhéngige Losungen von
L(y) = t2y" + ta(t)y + B(t)y = 0 sind.

Annahme: Seien @4 (t) und ®,(t) zwei linear abhéngige Losungen, dann gibt es
A,B € Rmit A,B # 0, fiir die dann gilt

Ad; + BDy = 0

AP + BO, = A(tzl Z Cki'k) + B(@l(t)log(t) + At Z bktk)

k=0 k=0
= A(t7 Y ct*) + Blog ()1 Y et + 171 Y byeth)
k=0 k=0 k=0
= A(t7 Y ct*) + B(log(t)t*1 Y cit* + 1 Y by 4t + Ficolog (t))
k=0 k=1 k=1
= A(F Y o) + B(EF[Y 4 (bry + cilog(t)) + colog(t)])
k=0 k=1

= A(tco+ 1) cit®) 4 B(t*1colog(t) 4 121 ) t*(by1 + cilog(t)))
k=1 k=1

= At¥ico + A1 Y ot* + Bt*icolog(t) + Bt Y 5 (beyq + clog(t))
k=1 k=1

= t*1cg(A + B -log(t)) + £ ) t*( Acy + Bby,1 + Berlog(t))
k=1
= 0.
Da die lineare Abhédngigkeit fiir alle t gelten soll und ¢y # 0 ist, miissen

A+ Blog(t) =0 und Acy + Bbyyq + Beglog(t) =0 Vk € N

sein.



§1 Losungen nahe eines reguldren singuldren Punktes

A+ Blog(t) =0
< Blog(t) = —A

= log(t) = _T;lé da log(t) nicht konstant ist

= B=0
= A=0

Damit gilt A = B = 0, was ein Widerspruch zu der Annahme ist.

Somit sind @1 (#) und P, (t) zwei linear unabhingige Losungen von

L(y) = t2y" + ta(t)y’ + B(t)y = 0. Analog zu Vortrag 1 kann eine konvergente
Majorante bestimmt werden, sodass ®;(t) konvergiert fiir 0 < ¢ < r, und woduch
die dieses Vorgehen seine Giiltigkeit erhalt. O]



§1 Losungen nahe eines reguldren singuldren Punktes

Zuriick zum Beispiel aus Vortrag III

(5.2) Beispiel

Wir bestimmten dort & (t) = Y52, (—1)k ﬁ als eine Losung von

L(y) = t?y" + ty' + ty. Das Indexpolynom f(z) hatte in z = 0 eine doppelte Null-
stelle. Wie suchen also eine zweite linear unabhédngige Losung in der Form &, mit

D, (t) = &y (t)log|t| + |t| 5> bit*.

Fiir t > 0 gilt:

) (t) = D) (t)log(t) + i(k + 1) btk + %Cbl(t)
k=0
Y (t) = @Y (t)log(t) + i(k + 1)kb 1 + %cb’l(t) — tlzcbl(t)

k=0

Setze nun ®,(t), ®5(t), @5 (t) in L(y) = t2y" + ty’ + ty ein.
Damit erhilt man,

L(@5 (1)) = P@ ()log(t) + Y (k + 1)kbet ! + f@/(t) - tlchl(t)]
k=0
o0 1 (e )
+ @ (H)log(t) + Y (k+ 1)byt* + SOt )] + t[®1(t)log(t) +t Y bett]
k=0 k=0
= 2 ()log(t) + Y (k+ 1)kbt* Tt + 2t®] (t) — D4 (t)
k=0

+ t®) (+)log(t) Z (k4 1)bt* ™ + @y (t) 4 td(t)log(t) Z byt +2

= 2@/ (1)log(t )+fq>1( )log(t) + t®1(t)log(t)

+ Y (k+ DkbetE T + 200 (1) — D1(8) + Y (k+ Dbt + Dy (1) + Y byt< 2
k=0 k=0 k=0

(7)

Es gilt
2@ (t)log(t) + t®] (£)log(t) 4 td(t)log(t) =
da @1 (t) bereits L(y) = t2y" + ty’ + ty erfiillt.



§1 Losungen nahe eines reguldren singuldren Punktes

Damit wird (7) zu

Y (k+ Dbt + 200 (1) — (1) + Y (k+ Dbt + @) + Y bt 2
k=0 k=0 k=0

Z (k+ 1)kbpt* ™ 42t (1) + Y (k + 1)bt*™ + bot + Y byt

k=1 k=1 k=1
= bot + 2t (t) + Y [(k + 1)kbg + by + (k + 1)y ]t*

k=1
L O
& by + 200 (1) + Y [(k+ 1)kby + by + (k + 1)be]t*
k=1

00 tkfl 00
=bo+2 2(—1)kkm + Y[k + 1)kbe + by + (k+ 1) t*
=

tk—l 0o

=bo+2((—1)° + Z mH Y [(k + 1)by + by_q)F
=
k =1 - k
=1
tk i
_b0—2+2 D12k +1) + Y[k + 1)%bg + by q)F
1222 (k+ 12 =
tk

=byp—2+ Z[(—1)k+lz(k+1) + (k +1)%bg + b_4]

k=1

1222 (k+1)2
=0

Aufgrund des Identitdtssatzes fiir Potenzreihen und einem Koeffizientenvergleich ist
dies genau dann gleich Null, wenn (k + 1)%b; = —% —br_q und by = 2

ist. Durch diese rekursive Relation konnen die b, einfach bestimmt werden.

Bemerkung: Ich habe () durch t geteilt. Dies ist jedoch unnétig, da der Identitatssat-
zes fiir Potenzreihen und Koeffizientenvergleich die gleiche Losung hervorbringen
wiirde.



§1 Losungen nahe eines reguldren singuldren Punktes

— Besselfunktion —

Als Anwendung von Satz 4.2 und 5.1 betrachten wir nun eine der wichtigsten Glei-
chungen in der mathematischen Physik. Die Besselfunktion findet Anwendung in
vielen Problemen mit Achsen-/ Zylindersymmetrie. Dazu gehoren unter anderen
Anwendungen bei denen Schwingungen und Wellen auftreten z.B. Wasserwellen
in runden Behiltern, Lichtbeugung an kreisférmigen Offnungen oder auch in der
Signalleitung in zylindischen Hohlleitern.

(5.3) Definition (Besselgleichung)
Sei p € C, Re(p) > 0. Dann lautet die Besselgleichung

L(y) =ty +ty + ( — p*)y = 0. 8)

(5.4) Satz (Besselfunktion) Ist p € R\INy, dann sind durch

tP & —1m £\ 2"
I (2)
=y m! (m+p+1)\2
und ) .
t| 7 —1m™ t
- — | i
I '2 mZ::O m!T(m—p—l—l) (2)

zwei linear unabhingige Losungen der Besselgleichung geben. JP wird auch Bessel-
funktion 1.Art genannt.

Beweis
Bemerkung: Auch hier werden wir zuerst formal Vorgehen und anschliefiend die Giil-
tigkeit durch einen Konvergenzbeweis darlegen.

Der Punkt + = 0 ist regulédrer singuldrer Punkt, denn es gilt a(t) = 1 und
B(t) = p* — t? sind analytisch in t = 0 und konvergieren fiir |¢| < co.



§1 Losungen nahe eines reguldren singuldren Punktes

Mit Satz 4.1 gilt, ist p # 0 oder z; — zo ¢ IN, dann existieren zwei linear unabhangige
Losungen @1 und &, von (7) in der Form

Cbl(t) = |t|Z1 Z thk mit co #0
k=0

(o]
=2 Y &t mit & #0
wobei auch hier die Koeffizienten ¢, und ¢ rekursiv bestimmt werden konnen.

Wir betrachten zuerst die Losung ® =) ;7 ¢tk fiir + > 0. Dann gilt

D'(t) = Y cx(z + k)t
k=0

O (t Z c(z4+k)(z+k—1)FF2,

Einsetzen in die Besselgleichung liefert

L(®(t)) =12 i (z4+k)(z4+k—1)FH2 4t Z ce(z + k)1 4 Z etk
k=0 k=0
=Y (k) (2 k= 1)+ (24 K) + (B~ p?)]
k=0
= Y B (2 k) 4 2 — 7]
k=0
= i et [(z + k)% + 12 — p?]
k=0
—E Y [ (24K — ) + o
k=0
= t* i et ((z4 k)2 — p?) 4+ ¥ i 2
k=0 k=0
=t (co (22— p?) +ar((z+1) = p)t+ Yt (z+K)? = p?) + Y cotb)
— k=2 k=2
—f(2)
= Fleof (p) +erf(p+ 1)t + Y t5(cef (p + k) + o)) 9)
k=2

10



§1 Losungen nahe eines reguldren singuldren Punktes

Nach Vorraussetzung ist ¢g # 0, somit muss Aufgrund des Identitdtssatze fAijr
Potezreihen z2 — p?> = 0 sein. Damit ist das Indexpolynom also gegeben durch
f(z) = z2 — p?, welches z; = p und z; = —p als Nullstellen besitzt.

Weiter miissen ¢1f(z+ 1) = 0 und cxf(z + k) + cx_p = 0 sein.

Im weiteren Verlauf betrachte ich nur die Nullstelle zy = p. Der Fall z; = —p kann
analog berechnet werden.

Sein nun z; = p und ersetze in (9) z durch p.

Dann gilt, dass aus ¢1f(p + 1) = 0 folgt c; =0,

da f(p+1) = (p+1)2—p?> =2p+1 # 0ist, und aus cxf(p + k) + cx_» = 0 folgt
k= f(C;;—zk) = k(gl;;ik)’ da f(p+k) = k(k+2p) # 0 fur Vk € N.

Fir die ¢ gilt,

k=2 = C2:2(2p——|—2)
k=3 = C3:3(2_p—:1_3):
—c c
k=4 RO 4(2p—12—4) B 2-24(p—|-01)(p+2)
k=5 = 05:%:
k=2m-—1 = Com—1 =20
k=2m = Com (=1)"co

T 2mmi(p+1)- (p+2) - (p+m)

Es ist nun zu zeigen, dass die Darstellung fiir cp,,—1 und cy, fiir alle m € IN gilt.

Induktion fiir ¢y, 1

IA : Esistcy,,—1 =0.
Firm =1istc; =0V
IV : Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges aber festes m € IN.

11



§1 Losungen nahe eines reguldren singuldren Punktes

IS : m—m-+1

C2(m4+1)—1 = C2m+1
—C2m—1

flp+(2m+1))

Yo

Damit gilt die Behauptung fiir alle m € IN.

Induktion fiir ¢y,

] . o (71)"1(?
IA : Esist o = 22mm!(p—|—1)-(p+20)-..u(p—l-m)'
Firm =1istcy = 22(;—221)\/

IV : Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges aber festes m € IN.
IS : m—m+1

C2(m+1) = C2m+2
—Com
f(p+2m+2))
—Com
2(m+1)(2p +2m+2)
—Com
2m+1)(p+m+1)
v —(=1)"co
2m+1)(p+m+1)22"ml(p+1)-(p+2)-...- (p+m)
B (_1)m+1C0
-2 ) (D) (p+1) - (p+2) - (pAm) - (p+m+1)

Damit gilt die Behauptung fiir alle m € IN.

12



§1 Losungen nahe eines reguldren singuldren Punktes

Damit kann die Losung @ geschrieben werden als
£ =[tP Y et
k=0
= [t|P(co+ Y cxt")

k=1
(—1)Mcot?™

— |¢|P
=t (CO+222mm'(p+1) (p+2) .- (p+m)

(=D"

= !t\’”%(

t2m
= [l Z mi(p +1) - P+2) (p+m)<§)

Erinnerung I - Funktion

Die I'-Funktion ist nach Analysis II definiert durch

'Ry =Ry, x—=T(x):= [t leldt

und besitzt die folgenden Eigenschaften
Vx >0 gilt TI'(x+1)=x-T(x)

sowie TI'(n+1)=n! Vn € Np.

Wir definieren nun ¢ als

T 2T(p+1)

13

e oo (=1
—!t\”0<1+2m|(p+1) (P+2)-. (P+m)( > )
Lo

p+1 (p+2) .- (p+m) (

g



§1 Losungen nahe eines reguldren singuldren Punktes

Damit erhilt man
%) (_1)?11 f 2m
®1(t) = [tPeq Z m(p+1)-(p+2)-..-(p+m) (5)
B 1 . %) (_1);11 E 2m
“FTG D 't'pmzommml) i )

B (1)

|
Ip(f)

Analog funktioniert das Verfahren fiir z = —p.
Wodurch man erhélt

Es mufd noch gezeigt werden, dafd J¥ und ™7 zwei linear unabhédngige Losungen
von (7) sind.

Annahme: Seien [P und |7 zwei linear abhdngige Losungen, dann gibt es
A,B € Rmit A,B # 0, fiir die dann gilt

AJP +B]7P =0
) tp o (_1)m ¢ 2m t—P 00 —_1m t 2m
p P—A. |- = 15 2
AP+ BIF=A ‘2 gom!r(m+p+1) (2) P '2 ,E’om!r(m_i”l) (2>
; —p+2m

p+2m o0 (=1)m ¢
B. L
* mZ_:Om!F(m—p+1)‘2

= (=)™
=AY m'l“(m—l—p—l—l)‘z

m=0

=0

—p+2m

e Y
Eomlf(m—p+1)‘§

den Term |§|~7 enthilt und die andere Reihe mit | 5|7 startet, folgt mit einem Koef-
fizientenvergleich, dafy B = 0 gelten muf.

14



§1 Losungen nahe eines reguldren singuldren Punktes

Andererseits mufs gelten

00 1)m t p+2m 00 (_1)m # —p+2m
— _B. -
A mzom'l’m—i—p—i—l)IZ n;Om!F(m—p—i—l)’Z

=0

woraus A = 0 folgt. Damit gilt A = B = 0, was ein Widerspruch zu der Annahme
ist.
Damit sind J? und ]~ zwei linear unabhédngige Losungen von (7).

Wir miissen nur noch zeigen, dafs J¥ und ]~ konvergieren, damit unsere Vorgehen
seine Giiltigkeit erhalt.

Zeige die Konvergenz von [V = | 5P Yr_ #ﬁ:ﬂ ( %)zm

m\%|p+2m. Dann ist U, # 0.

m

"t t | p+2(m+1
'u_’"“ _ | (m1)'T (m+p+2| [pr2tm+d)
(
U W' |p+2m
_‘E ‘ —T(m+p+1) ‘
2 (m+1DIT(m+p+2)
t 1
= |z - > fi
’2 (m+1)-(m+p+1) 0 ir m—0

Damit ist J”(t) nach dem Quatientenkriterium konvergent.

Zeige die Konvergenz von |7 = |5| 7P L % (%)zm

Sei Uy, = %\ | ~P+2"_ Dann ist U, # 0.

15



§1 Losungen nahe eines reguldren singuldren Punktes

Unir| _ (m+1)!r(m_p+2)|§| p+2(m+1)
miT(m—p+1) 12
—‘52. —T(m—p+1) ‘
2] |m+D)T(m—p+2)
t|? )

— 0 fir m—0 O

(m+1)-(m—p+1)

Damit ist J77(t) nach dem Quatientenkriterium konvergent.

Der Vollstandigkeit halber, geben wir folgenden Satz ohne Beweis an.
(5.5) Satz
a) Ist p = 0, dann sind durch

und

Ko(t) = Y % <1 Fobat %) (%)Zm +loglt] - Jo(t)

k=0
zwei linear unabhangige Losungen fiir t # 0 gegeben.

b) Ist p eine positive ganze Zahl n, dann sind durch

0= |5 £ vt ta (5)"
und
R ORI 1y

t

2
)”gldg;_%[(l+;+...+;)+(1+;+...+n¢+k)}(;)%
+ Ju(t) - loglt|

zwei linear unabhingige Losungen fiir ¢ # 0 gegeben. (K, (t) wird auch als Bes-
selfunktion 2. Art bezeichnet.)
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