Reihenentwicklungen von Losungen (I)
Vortrag zum Seminar Gewdohnliche Differentialgleichungen, 22.11.2011

Carmen Freuen

Ziel dieses Vortrages ist es, die Reihenentwicklung von Losungen linearer Differentialglei-
chungen vorzustellen und zu untersuchen. Dabei sei vorab angemerkt, dass die Aussagen
der Ausarbeitung alle fiir den reellen Zahlenbereich getroffen worden sind. Es finden sich

jedoch analoge Aussagen fiir den Fall, dass die Variablen komplex sind.

§1 Einleitung

— Motivation —

Viele naturwissenschaftliche Fragestellungen (in der Physik, Mathematik, etc.) fithren uns
zu Differentialgleichungen, welche nicht in einer geschlossenen Form losbar sind. Damit
sind solche Differentialgleichungen gemeint, deren Losung weder durch Polynome, noch
durch rationale Funktionen, Logarithmen, Exponentialfunktionen oder dhnlichem ausge-

driickt werden konnen.

Betrachtet man beispielsweise die Gleichung

() y” = sin(y)-y’

als mogliche Modellierung eines gedampften Pendels, so stellt man fest, dass diese nicht

elementar losbar ist.

Fiir viele solcher Gleichungen ist es allerdings moglich, die Losung als Potenzreihe der
Form Y;” ga, - (z —z9)" , z € R mit den festen Konstanten a,,zp € R fiir n € N dar-
zustellen! und die entsprechenden Koeffizienten a,, zu bestimmen. Dieser Losungsansatz
soll im Folgenden insbesondere anhand linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung

vorgestellt werden.

1Zur Definition vgl. Krieg, A., Analysis I, Kapitel 1T (4.1)
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Im folgenden Satz wollen wir einige bekannte Eigenschaften von Potenzreihen darstel-

len.

— Bekanntes und Grundlegendes —

(1.1) Satz (Eigenschaften von Potenzreihen)
Es seien tg,a, € R fiir n € N und die Potenzreihe f : R — R t—) ;" ga, - (t — to)"

gegeben.

(i) Jede Potenzreihe Y jay - (t — tp)" hat einen Konvergenzradius R > 0 und konver-

giert absolut fiir |(t — to)| < R.2
(i) Essei f(t) = Yo gan- (t —tp)" und |(t — tp)| < R . Dann gilt fir k > 1:

fOm=yr>, n-(n—1)... m—k+1)-ay-(t—to)" ¥ Insbesondere hat auch die

k-te Ableitung den Konvergenzradius R .3
(iii) Falls a,b aus dem Konvergenzintervall R stammen, so gilt:
b I b
[ f(s)ds =Y gan [ s" ds.*
(iv) Eindeutigkeitssatz fiir Potenzreihen:

Falls Y% ¢y, - (t — to)" eine weitere Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 ist und

fur |(t —to)| < min {R,ﬁ} gilt
Yooan - (t—1to)" =Yg ocn- (t—ty)", dann gilt a, = ¢, fiir alle n € IN.
(v) Addition von Potenzreihen:

Es seien f(t) = Y gan- (t —to)" und g(t) = Y 5 cn - (t — to)" konvergente Potenz-

reihen.

2Vgl. Krieg, A., Analysis I, Kapitel 11T (4.5) und (2.1)
3Vgl. Krieg, A., Analysis II, Kapitel VII (2.10)
4Vgl. Krieg, A., Analysis 1I, Kapitel VII (2.7)
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Dann gilt: f(t) + g(t) = Yo(an +cn) - (t — to)" tiberall dort, wo beide Potenzreihen

konvergieren. °

(vi) Multiplikation von Potenzreihen:

Esseien f(t) = Y gan - (t —tp)" und g(t) = Yooy cn - (t — tp)" konvergente Potenz-

reihen. Dann gilt: f(¢) - g(t) = Yo pn- (t —to)" mit p, = a,co+ay—1¢1 + ... + aocu.

Diese Potenzreihe konvergiert fiir alle t € R fiir die f und g konvergieren.

(1.2) Satz (Majorantenkriterium)

Es sei ) ;2 ; ax eine Reihe mit a; € R fiir alle k € IN.

6 o

Gegeben sei eine konvergente reelle Reihe ) ° ; ¢y mit ¢, € R fiir k € IN . Wenn es ein

N € IN und ein M € R*. gibt, so dass

|ak| < M'Ck fiir alle k > N,

dann ist ) ;2 ; a5 absolut konvergent.

(1.3) Satz (Quotientenkriterium)

Gegeben sei eine Reihe ) ;7 ; ax mit a; € R, a; # 0 fiir alle k € IN.

Sei

. . a . a
ri= %gr;omf\’;—zw, R:= %gxlosup]’;—zw,

also 0 < r < R < 0. Dann gilt:

(i) Aus R < 1 folgt die absolute Konvergenz der Reihe ) ;2 ; ay .

(ii) Aus r > 1 folgt die Divergenz der Reihe } ;7 ; ay .

5Vg1. Krieg, A., Analysis I, Kapitel III (1.6)
®Vgl. Krieg, A., Analysis I, Kapitel 11T (2.14)



Reihenentwicklungen von Losungen (I) §2 Problemstellung

(1.4) Definition (analytisch)
Essei I C R (oder I C C) ein Intervall.

Dann heifdt die Funktion f : I — R analytisch im Punkt a € I, falls f eine Reihendarstel-
lung
f(t) =Y ocn- (t—a)" mit ¢, € R fir n € N mit Entwicklungspunkt a2 und positivem

Konvergenzradius R besitzt. ©

§2 Problemstellung

Als Einstieg in die Thematik soll uns die Gleichung (*) dienen, welche wir mit einer
einfachen, aber relativ umstiandlichen Methode 16sen werden. Mit Hilfe dieser Methode

kann man auch einige nichtlineare Gleichungen losen.

Zusitzlich zu unserer Differentialgleichung seien folgende Anfangsbedingungen gegeben:

Nach Vorlesung (Kapitel II (5.1)) wissen wir, dass es zu den gegebenen Anfangsbedin-
gungen eine eindeutige Losung gibt, da man das gegebene System in ein System erster
Ordnung transformieren kann und sich die eindeutige Losung dann als Folge aus Kapitel

I, Satz (6.11) ergibt.

Auflerdem kann man die Losung als Potenzreihe um t = 0 entwickeln 7. Doch wie erhalt

man diese Reihe, die die vorgegebenen Anfangsbedingungen erftillt?

Wenn die Losung der Differentialgleichung () als Potenzreihe darstellbar ist, dann muss

jede Ableitung im Punkt t = 0 existieren. Eine mogliche Losung ¢ hat somit die Taylor-

"Krieg, A., Walcher, S. Gewohnliche Differentialgleichungen. Kapitel II (5.1)
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entwicklung um O:

" n 00 _ N\k
p(t) = ¢(0) + ¢'(0) - t + 4’2(!0) P+ q’n(!o) = k‘;,q)(k)(o) - %

Fiir |t| < R (Konvergenzradius) konvergiert diese Reihe gegen ¢(t). 8

Durch die Anfangswertbedingungen wissen wir, dass ¢(0) = %, d.h. die Losung verlauft

durch den Punkt (0, §) mit Steigung 0, da ¢'(0) = 0 gilt.

Angenommen, dass ¢ die Losung der Differentialgleichung (*) ist, so liefert Einsetzen in

die Differentialgleichung:
9" (t) = —sin(p(t)) — ¢'(t).

Setzt man t = 0 folgt daraus:

¢"(0) = —sin(¢(0)) = ¢(0) = —sin() ~0 = —=~ = ——.

Weitere Reihenwerte ergeben sich durch differenzieren der Differentialgleichung;:

P (t) = —cos(g(t)) - ¢'(t) — ¢”(1).

Einsetzen von t = ( liefert hier:

Einsetzen von t = 0 liefert: p(*)(0) = 152,

Zusitzlich ist die Anfangswertbedingung ¢’ (0) = 0 gegeben, woraus ¢’'(0) - t = 0 folgt.

Auf diese Weise kann man rekursiv alle Reihenglieder im Punkt ¢t = 0 ermitteln:

8Vgl. Krieg, A., Analysis I, Kapitel V (3.11)
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T 22 2.3

o) = § - YL 2E
4 22! 2-3!
—~— — ~——
=9(0)  —gr ()£  =p®(0).£

Problematik:

1. Die Methode ist sehr umstdndlich und es wird im Allgemeinen immer schwieriger,

das nédchste Reihenglied zu bestimmen.

2. Selbst wenn es gelingt (") (0) fiir jedes n € IN zu bestimmen, ist es im Allgemeinen
unmoglich die Konvergenz der erhaltenen Reihe zu zeigen und damit die Methode

zu rechtfertigen.

3. Man kann eine Losung erhalten, die nicht die urspriingliche Gleichung 16st. Betrach-

tet man hierzu beispielsweise die Gleichung y’ = f(t) mit

exp(~1/£)  (t#0)
0 (t=0)

f(t) =

Angenommen ¢ ist eine Losung von iy’ = f(t) mit ¢(0) = 0, die als konvergente
Reihe darstellbar ist, dann folgt daraus, dass alle Koeffizienten dieser Reihe gleich
Null sein miissen, denn es gilt: a, = f(")(0) = 0 far n € N. (mit Differenzenquoti-
enten nachweisbar). Daraus ergibt sich " ya, - " = 0. Mit Satz (1.1) (v) folgt, dass
die Reihe somit der Nullfunktion entsprechen muss. Die Nullfunktion ist allerdings

keine Losung der gegebenen Differentialgleichung.

§3 Reihenentwicklungen

Bevor wir nun eine Methode studieren mit der wir eine Reihenentwicklung von Losun-
gen linearer Differentialgleichungen erhalten ohne auf die oben genannten Probleme zu

stofsen, stellen wir zunichst ein niitzliches Lemma vor.
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(1.5) Lemma

Es seien f, ¢ : R — R analytische Funktionen im Punkt a, gegeben durch die Potenzreihen
f(t) =Xaipen-(t—a)", g(t) = lgdn (t—a)", t € Rmit p,q € N,cy,dy € R fiar
n € IN.

Aufserdem sei p < g und ¢, # 0,d; # 0. (Diese Annahme sorgt dafiir, dass die Reihe von

f mit dem Term (¢t — a)” und die Reihe von ¢ mit dem Term (¢ — a)7 beginnt.)

Dann sind die Funktionen f und g linear unabhédngig auf jedem Intervall I C R auf dem

beide Reihen konvergieren.

Beweis

Nehmen wir an, die Funktionen f und g seien konvergent auf einem Intervall I C RR.
Zudem seien die Funktionen linear abhingig auf diesem Intervall I. Dann existieren nach
Definition von linearer Abhdngigkeit Konstanten A und B (mit A # 0 oder B # 0 ),
sodass fiir jedes t € I gilt:

A-f(t)+B-g(t)y= A- Y cu-(t—a)"+B- ) du(t—a)"=0
n=p n=gq
Addiert man diese beide Reihen nun gliedweise (vgl. Satz (1.1) vi.), dann ergibt sich fiir

die daraus resultierende Potenzreihe:
Avcp-(t—a)l +B-dy-(t—a)T+A-cppq-(t—a)/ T+ B dpy - (t—a)T +... =

Avcp-(t—a)l +... +Acgr-(t—a)T '+ Y (A-cy+B-dy)-(t—a)" =0
n=q
Da p < q gilt, hat der Term A - ¢, - (t — a)P die niedrigste Ordnung (folgt aus Koeffizienten-
vergleich in den Potenzen von (t — a)). Aus diesem Koeffizientenvergleich der Potenzen
von (t — a) schliefen wir nun, dass A = 0 gilt. Dann gilt aber auch:

o0 (0]

B-Y dy-(t—a)"=—A-) cu-(t—a)"

n=q n=p
=0

J/

fir allet € 1.



Reihenentwicklungen von Losungen (I) §3 Reihenentwicklungen

Daraus folgt aber, dass B = 0 sein muss (vgl. Satz (1.1) (v) und d; # 0 nach Vorausset-

zung).

Damit folgt dann auch schon, dass A = B = 0 gilt. Dies widerspricht jedoch der Annahme,
dass f und g linear abhédngig sind. O

Nun kann auch ein einfaches Beispiel angegeben werden.

(1.6) Beispiel

Nachdem wir diese Aussage kennengelernt haben, studieren wir ein spezifisches Problem:

Wir mochten gerne folgende Differentialgleichung 16sen:
y// - ty — 0 (1)

Die zugehorigen Anfangsbedingungen seien gegeben durch ¢(0) = a, ¢’(0) = b mit
a,b € R.

Da es keine Losung in einer geschlossenen Form gibt (muss akzeptiert werden), versuchen
wir die Losung zu erhalten, indem wir einen Potenzreihenansatz machen. Diese Methode
beginnt mit der Annahme, dass die gesuchte Losung ¢ analytisch ist im Punkt ¢t = 0. (Wa-
ren die Anfangsbedingungen fiir t = t; gegeben, wiirden wir mit der Annahme beginnen,

dass ¢ analytisch ist im Punkt t = t; ).

Aus der Annahme folgt, dass ¢ : R — R in eine Potenzreihe der Form

p(t) =cot+cp-t+... -t +... = ch-tk mit ¢ € R firk € N ()
k=0

entwickelt werden kann. Diese Potenzreihe konvergiert fiir |t| < A, mit einer zu bestim-

menden positiven Konstante A.

Aufgabe ist es nun, die Koeffizienten c; der Potenzreihe so zu bestimmen, dass ¢ sowohl

die Gleichung (1) als auch die zugehorigen Anfangsbedingungen erfiillt.
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Falls nun die Potenzreihe (2) eine Losung von (1) darstellt, dann muss diese Potenzrei-
he zweimal differenzierbar sein (ansonsten kann sie unmoglich die Differentialgleichung

erftillen).

Wir erhalten:

o) =c1+2-cp-t+...+k-cp- "1+ —Zk -t teR
(3)
¢'(t) =2-cp+3-2-c3-t+... :Zk-(k—l)-ck-tk_z, teR
Multiplizieren wir des weiteren ¢ mit ¢, so erhalten wir:
tog(t) = co-t+or Pt 4o+ = Yo 1, teR (4)
k=0

Setzen wir (3) und (4) nun in die urspriingliche Differentialgleichung (1) ein, so ergibt
sich:

o"(t) —t-o(t) =Y k- (k—1) cp- "2 Zc ket (5)

Betrachten wir die erste Reihe von (5) so fallt auf, dass diese mit dem konstanten Term
2 - ¢y beginnt. Um beide Reihen kombinieren zu kdnnen, separieren wir diesen konstanten

Term von der ersten Reihe und fithren bei der zweiten Reihe eine Indexverschiebung aus.

Dafiir sei k = n — 3 und fiir die zweite Reihe ergibt sich somit:

(ee]

2 o - T = Z Cus- "2t €R. (6)

k=0 n=3

Da der Index nicht von Bedeutung ist, ersetzen wir nun wiederum n durch k.

Im néchsten Schritt fahren wir erst mal nur formal fort, d.h. die Giiltigkeit der Umfor-

mungen wird spéter gesichert, indem wir die Konvergenz der Reihen nachweisen.
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Damit ergibt sich (5) erneut als:

PI(E) —teg(t) = 2crt Yk (k—1)- -t zck W
k=3

= 2.0+ Z[k-(k—l)-ck—ck_3]tk*2,t€1R.

Angenommen die Umformungen waren bis hierhin gerechtfertigt, dann ist ¢ genau dann
eine Losung der gegebenen Differentialgleichung (1), wenn die Koeffizienten c; folgende

Gleichung erfiillen:

2 Cz—f—z “Cx — Ck— 3]tk_2 =0

Wegen des Eindeutigkeitssatzes fiir Potenzreihen (siehe Satz (1.1) v.) miissen alle Koeffi-

zienten 0 ergeben.

Damit ergibt sich:
2-cp = 0bzw.

k-(k—l)-ck—ck_3: O(k: 3, 4,5, )

Solche Relationen kann man nun dazu benutzen, die Koeffizienten c; rekursiv zu bestim-

men:

2:cp = 0= ¢, =0
Fﬁrk=3gilt: 3:2:c3—cg = 0= 3 = — -0

Fiir k=4 gilt: 4.3-c4—c1 = 0= = — -1

Auf die gleiche Weise erhidlt man weitere Werte der Reihe:

10
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1

CS—E'CZ—O

C = 1 C = 1 1 C

6~ 56 2 2.3 5.6
1 11

C7_6'7 C4—3.4 6'7 c1 ...

Im Allgemeinen lassen sich diese Reihenwerte nun wie folgt darstellen:

_ 0 1 2
c2 = 3 —E'Co C4 —E'Cl
1-4 2.5
Cs =0 Ce :?'Co Cy :7'C1
1-4...-3-m—2) 2:5-8...-(3-m—1)
3mt2 =0 C3m = 3 m)! - €0 C3m+1 = Gom+1)
Diese Reihenwerte lassen sich durch Induktion verifizieren:
Induktion fiir c3.47 :
IA) Es sei c3.;y42 = 0. Fur m = 0 ist ¢ = 0v'.
IV) Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges, aber festes m € Ny .
IS)
m—m-+1
c = = C(3m+5)73 = C3m+2
BmA1)+2 7 EImES T 3 U 5) (Bm +5) — 1) (3m+5) - (3m+4)
v 0 0

(3m+5) - (3m+4)

Induktion fiir c3.4, :

IA) Es sei c3.,;, = %'Co.Fﬁrm:1ist03:%'Co V.

IV) Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges, aber festes m € IN .

11
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IS)
m—m—+1

c _ . _ C(3m+3)-3 _ C3m

Sm1) = EImES T 3y 1 3)  (Bm+3) — 1) (3m+3)- (3m+2)
v 1-4...(3m—2) 1-4...3m—2)-3(m+1)—-2)
T Bm)-Gm+3)-Gm+2) T Gm) Bm+3)- 3m+2)-Gmr1) O
C1-4...(3m—2)-(3(m+1)—2)
- B(m+1))! 10

Induktion fiir c3,,41:

IA) Es sei camy1 = %cllzurm —listcy = 5701 7.

IV) Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges, aber festes m € IN .

IS)
m—m+1
C3(m4+1)+1 = C3m+4 = (Gm4)-3 = “om-1
(B3m+4)-((3m+4)—1) (3m+4)-(3m+3)
v 2-5.8...(3m—1) o

Bm+1)!-(3m+4)-(3m+3)
. 2.5-8...(3m—1)-(3(m+1)—1)
T Gm)-Bm+4)-Gm+3) BGm+2) !
258 Bm-1) Bmt) -1

B(m+1)+1)!

Damit werden alle moglichen Koeffizienten der Reihe durch ¢y und c¢; dargestellt. Diese

kann man nun mit Hilfe der Anfangsbedingungen ¢(0) = a, ¢’(0) = b bestimmen.

Denn es gilt:
p(0) =co+c1-04+c-0%+... —a = ¢y = a bzw.
¢'(0) =c1+2-c2-0+3-c3-0°+... =b = ¢ =b (vgl(2),(3))

Damit erhdlt man, vorausgesetzt alle Umformungen waren gerechtfertigt, eine Losung der

Form:

12
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X (1-4...3-m—2) X 2.5...8-m—1) 5,41

t) = a-[1+ M 4 bt ]

o) | m;\ (3-m)! Il mz_:l\ (3 m+ 1) |
263:4:1?3"” 263.,”:;1‘3'*”“

Um zu priifen, ob alle Annahmen gerechtfertigt waren, zeigen wir nun die Konvergenz

beider Reihen mit Hilfe des Quotientenkriteriums :

Gegeben sei die Reihe ) 54 L4 (Bm=2) | 3m iy 14 0m=2) o

(3-m)! (3-m)!
Dann gilt:
M—00 (3-(m+1))! 1-4...(3-m—2)-3m
. 3-m+1 3 . 1 3
= 1 -7 = lim =
nsco (3m+3) - (3m+2) - (3m +1)) oo (31 + 3) - (31 + 2) 0
Da 0 < 1 gilt, folgt damit die absolute Konvergenz der Reihe.
Fiir die zweite Reihe ) >, % -3 mit % # 0 gilt:
Mm—00 (3-(m+1)+1)! 2-5...(3-m—1)t3m+1
— 1 't = 1 -t —
oo (3-m+3)-(3-m+4)- (3 m+2) iisoo (3-m+4) - (3-m+3) 0

<

Da 0 < 1 gilt, folgt damit die absolute Konvergenz der Reihe auf R.

Mit der gezeigten Konvergenz wissen wir, dass alle getroffenen Annahmen fiir alle t € R

gerechtfertigt waren.
Auflerdem wissen wir durch Lemma (3.1.), dass die beiden Reihen

pi(t) = 14+ Tno Py £ und

P2(t) = t+ ;-1 3(73—:;)1) t3m+1 linear unabhéngig sind.

9Vgl. Krieg, A., Analysis I, Kapitel III (2.6)

13
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Deswegen ist, falls a,b € R als willkiirliche Konstanten festgesetzt sind, eine allgemeine

Losung der Gleichung (1) gegeben durch a - ¢1(t) + b - ¢2(f).

Es sei angemerkt, dass fiir eine gute Approximation der Losung (fiir kleine ¢) nur eine
relativ geringe Anzahl Terme nétig ist. Fiir grofse Werte von t (z.B. t = 10)konvergiert die

Reihe zu langsam, um von praktischem Nutzen zu sein.

(1.7) Satz
Es sei I C R ein Intervall, 4,b € R und die Funktionen p, g, f : I — IR seien analytisch im
Punkt tg € 1.

Betrachtet wird die Differentialgleichung

Yy +pt)y +at)y = f(t).

Dann gibt es eine eindeutige Losung ¢ der Differentialgleichung, welche die Anfangsbe-
dingungen ¢(tg) = a, ¢'(ty) = b erfiillt. Diese Losung ist analytisch im Punkt t = ¢y und
ihre Reihenentwicklung ¢(t) = Y52 cx(t — to)f mit t € I, ¢ € R fiir k € N konvergiert
mindestens fiir diejenigen Werte, fiir die die Potenzreihenentwicklungen von p , 4 und f
fiir den Entwicklungspunkt ty konvergieren. Die entsprechenden Koeffizienten c; konnen

rekursiv durch direkte Substitution bestimmt werden. o
Wichtig:

Es ist zu beachten, dass die Differentialgleichung unbedingt in der oben genannten Form

gegeben sein muss (mit Leitkoeffizient 1).

Anmerkung: Der Beweis dieses Satzes wird im ndchsten Vortrag vorgestellt. Hier stellen

wir nur eine Anwendung des Satzes vor.

14
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— Die Legendregleichung —

(1.8) Beispiel (Legendregleichung)
Gegeben sei die Gleichung (1 —#2)-y” —2-t-y' +a-(a+1)-y = 0, wobei « € R eine
gegebene Konstante ist. Zu priifen ist nun, ob die Losung einen Potenzreihenansatz um

den Punkt t = 0 besitzt.

Um Satz (3.3) anwenden zu konnen, ist es zielfiihrend die Gleichung zuerst durch (1 — ?)

zu dividieren ( t # +1). Es ergibt sich:

2t a-(e+1)
n_ = -/ R e —
Voqop ¥t Tazg v =0

Diese Gleichung ist fiir t # 1 und t # —1 wohldefiniert.

Nutzen wir die Bezeichnungen aus Satz (3.3), so ist unser Entwicklungspunkt gegeben

durch tg = 0.

Weiter erhalten wir fiir die in t = ¢; analytischen Funktionen p,q und f:

p(t) = —%, q(t) = “(”1‘22) und f(f) = 0. Man stellt tiberdies fest, dass man p und g als

konvergente Potenzreihen fiir |f| < 1 entwickeln kann:

Mit der geometrischen Reihe 10 ergibt sich:

2-t 2k
o (atl) 2k

Fiir jede Wahl von a,b € R existiert nach Satz (3.3) eine eindeutige analytische Losung ¢
der Legendregleichung, die die Anfangsbedingungen ¢(0) = a, ¢’(0) = b erfiillt. AuBler-

dem konvergiert die Reihenentwicklung von ¢ fir [t < 1.

10Vgl.Krieg, A., Analysis I, Kapitel III (1.4)

15
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Aus der Legendre- Gleichung (1 —#2)-y” —2-t-y' +a-(a+1)-y = 0 ergibt sich mit
dem Ansatz aus Beispiel (3.2) :

o0
p(t) = ch~tk sowie,

k=0
o) =cr+2-cr-t+...+kocp- "+ —Zk o - tF1
¢"(t) =2-c3+3-2-c3-t+...+k-(k=1)-cp- 524 .. :Zk~(k—1)-ck-tk*2.
k=2

In den folgenden Schritten gehen wir zunédchst wieder rein formal vor; die Rechtfertigung

der Umformungen wird spater gegeben.

Setzen wir nun ¢(t), ¢'(t), ¢’ (t) in die Differentialgleichung ein, ergibt sich:

(o]

(1=t Y k- (k=1)-cp-t"2 -2t Zk -t 4 a (a+1) ch tk
k=2 k=1
@Z(k+2)-(k—|—1)-ck+2-tk—Zk- (k—1)cp-tF—2- Zk -t a-(a+1) ch tk
k=0 k=2 k=1

Fiir den Koeffizienten von t* (k > 2) erhalten wir damit:

(k+2)-(k+1)-cpyo—k-(k—=1)-cx—2-k-cy+a-(a+1)-c, =0 bzw.

N S (G
k+2 ( )-(k—|—1) k

Fiir k = 0 bzw. k = 1 ergibt sich aus der obigen Gleichung;:

k=0: 2-cp4+a-(a+1)-co =0
k=1: 6-c3—2-c;+wa-(a+1)-c; =0

Fir die Anfangsbedingungen ¢(0) =1 = ¢y, ¢'(0) = 0 = ¢; verschwinden alle ungera-
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Reihenentwicklungen von Losungen (I) §3 Reihenentwicklungen

den Koeffizienten und man erhalt:

co= ¢(0)=1
Cz:O-l—zx-((x—{—l) o :_oc.(ac—i—l) ‘1:_0¢.([x—}—1)
2-1 2-1 2-1
C4:(3-2—oc~(oc—|—1)).c2 :(3~2—o¢-(0¢—l—1))~(—a-(u¢+1)) _
3-4 1-2-3-4
—6a-(a+1)+a? (a+1)*>  a-(a®+20>-50—6)  a-(a—2)-(a+1) (x+3)
1-2-3-4 - 1-2-3-4 B 1-2-3-4

Allgemein erhdlt man:

a- o (@—=2-k+2)-(a+1) ... - (a+2-k—1)

ir k> 1.
25 furk>1

Co.k = (—1)k'

Induktion fiir ¢y :

IA) Es sei cpf = (—1)k- &= <"“2"‘+2)'(<2"f,j)}> e (OH2KTD) g g = 1.

IV) Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges, aber festes k € IN, k > 1.
IS)

k—k+1
B 2k(2k+1) —a(a+1)

Co(k+1) = C2k+2 = (2k+1)- (2k+2) * Co
B _oc2+oc—2k-(2k+1)'c
T (2k+1)-(2k+2)
C(a—2k)- (a+2k+1)

2k+1)- (2k+2) X
(a—2(k+1)+2) (a+2(k+1)—1)

- 2k +1) - (2k +2) C2k

v (-DMYa (e —2k+2) - (a+1) .. (a+2k—1)- (a —2(k+1)+2) - (a+2(k+1)—1)
(2(k+1))!

(=DM tea (e —2k+2) (@ —2(k+1)+2) - (a+1)... (a+2k—1)(a +2(k+1) — 1)

- (2(k+1))!
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Falls & > 0 und gerade ist, bzw. « < 0 und ungerade ist, ist die Losung der Legendre-

Gleichung durch folgendes Polynom gegeben:

-~ - x & ar o (0—2k+2)-(a+1) ... (a+2-k—1)
p(t) = 1+I;cz.k-t2k_1+k;(—1)k~ 25 2k

¢(t) ist ein Polynom, da fir « =2-m,m € N folgt: cpx = 0 fiir k > m + 1, da der Faktor
a — 2k +2 = 0 ist fir k = m + 1. Damit ist ¢(t) ein Polynom vom Grad 2m.

Die ersten geraden, so genannten Legendre- Polynome sind:
xa=0 =o¢(t) =1
r=2 =¢t)=1-3-#

x =4 :>(p(t):1—10~t2+3—§~t4

Fiir die Anfangsbedingungen ¢(0) = ¢y = 0 , ¢'(0) = c¢; = 1 erhalten wir aus
Gleichung (7):
cg = c2 = ... =0, d.h. alle geraden Koeffizienten sind 0.

Weiter ergibt sich fiir die ungeraden Koeffizienten:

cg=¢(0) =1
1 2—w-(a+1) 2—a’—u = (a—1)-(x+2)
©= 2.3 T 23 T 2-3
:3-4—zx~(1x+1).c _(2—a-(a41))-(—(a—1)-(x+2))
“ 5.4 : 2.3-4.5
(a—1)-(a+2)-(-124a-(x+1))  (¢—1)-(a—3)-(a+2) (a+4)
2-3-4-5 2-3-4-5

Allgemein erhdlt man:

ey = (L1 BTD e (=24 D) (@ 42) . (@ F2:)
2:k+1 L)

fur k> 1.
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Beweis per Induktion:

Induktion fiir ¢y x 1 :

(C1)k . o) a2 ) (k) o 420 gy g g

IA) Es seico.pi1 = 2k+1)!

IV)Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges, aber festes k € IN, k > 1.

1S)

k—k+1

(2k+1)- (2k+2) —a(a+1)

Ck+1)+1 = C2k+1)+2 = (2k +3) - (2k +2) * Cok+1
@ ta—2(k+1)-(2k+1)

- 2k +3) - (2k +2) C2k+1

_ (a—(2k+1)) (a+2(k+1)) .

(2k+3) - (2k+2) 2k+1

@2kt D) +D)-(a2(k+1)

- (2k +3) - 2k +2) Cok+1

v (—DM e (a—1) (=24 1) (@ —2(k+1)+1) - (+2)... (a+2k) - (a+2(k+1))
Qk+1)+1)!

Falls « > 0 und ungerade ist, bzw. « < 0 und gerade ist, ist die Losung der Legendreglei-

chung durch folgendes Polynom gegeben:

p(t) = t+ icz-kﬂ'fz'kH
k=1
B - (a—1)- ... (a—2-k+1)-(«a+2) ... (a+2-k) ,.
_t+kzzl(_1)k, ki) 2kl

¢(t) ist ein Polynom, da fira =2-m —1,m € N folgt: cpxq = 0 fir k > m , da der
Faktor &« — 2k +1 = 0 ist fiir k = m. Damit ist die Losung ¢(t) der Legendregleichung
ein Polynom vom Grad 2m — 1 . Diese Polynome, welche die Legendregleichung l6sen,

werden auch Legendre- Polynome genannt.
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§3 Reihenentwicklungen

Die ersten ungeraden Legendre-Polynome sind:

a=1 =o¢(t)=t

x=3 :>g0(t):t—§~t3

3
14 21
x=>5 :>g0(t):t—?~t3—i—g~t5

Es ist gezeigt, dass die Legendre- Gleichung (1 —#2) - y"" —2-¢-

yV+a-(a+1)-y=0, fur

eine nicht negative ganze Zahl « = n ein Polynom vom Grad n € IN als Losung besitzt.

Da wir ein Polynom als Losung erhalten, ist die Konvergenz der Losung natiirlich auf

ganz R gegeben. Satz (3.3) liefert nur Konvergenz auf |t| < 1; der Konvergenzbereich

kann somit grofser sein als im Satz angegeben.

Damit sind die ersten 5 Legendre- Polynome (geschrieben P,(t) bei Grad n) gegeben

durch:
P()(f) =1 (0(:0)
Pi(t) =t (x=1)
Pf) = S (1-3-7) (a=2)
-3 5 ,
P(t) = - (t—3-) (a =3)
Py(t) = %(1—10 t2+§-t4) (v = 4)
Ps5(t) = %-(t—%-ﬁ-l—%-ﬁ) (x =5)

Diese Polynome erhdlt man, indem man den Vorfaktor der Legendre-Polynome so wéhlt,

dass P,(1) = 1 ergibt.

— Anwendung der Legendre Polynome —

Die vorgestellten Legendre-Polynome sind insbesondere in der Physik von grofiem Inter-

esse.
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Anwendungsbsp: : Die Multipolentwicklung des elektrostatischen Potentials einer raum-

lich beschrankten Ladungsverteilung.
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