Algebraische invariante Mengen ebener polynomialer Gleichungen I1

Vortrag zum Seminar Gewohnliche Differentialgleichungen, 31.01.2012

Ines Lammertz

Nachdem im letzten Vortrag das theoretische Grundgeriist (erste Integrale, invariante
algebraische Mengen, integrierende Faktoren, exponentielle Faktoren) vorgestellt wurde,
beschiftigen wir uns nun mit der Konstruktion von ersten Integralen aus algebraischen
invarianten Mengen mittels der Darboux-Theorie.

Wir betrachten wieder das Differentialgleichungssystem

x=Pxy), y=0Q(xy) )
P und @ sind Polynome mit den Variablen x und y sowie komplexen Koeffizienten.

In diesem Vortrag bezeichnet m = max{deg P, deg @} den Grad des Systems von Polynomen

und wir nehmen immer an, dass die Polynome P und Q im Ring der komplexen Polynome mit
den Variablen x und y teilerfremd sind.

§1 Einleitung

Bevor wir zum eigentlich Kern dieser Ausarbeitung, der Theorie von Darboux, kommen,
benétigen wir zundchst noch eine Rechenregel sowie einige Definitionen:

Im letzten Vortrag hatten wir fiir invariante algebraische Mengen f;(x,y) = 0 und f5(x,y) =
0 bereits die Rechenregel

X(fif2) = (X(f1))f2 +f1(X(f2)) = Kf1f2f1f2 ()

kennengelernt und auBlerdem gezeigt, dass
Kondf™ = X(f") = nf" X ()
gilt fiir n; € N.

Wir wollen diese beiden Rechenregeln nun verkniipfen und dabei auch kompliziertere
Exponenten a; € C, 1 < i < r zulassen.

Betrachten wir zunéchst den einfachen Fall



of* af*
A
0x dy

X(f*) =P
Anwenden der Kettenregel liefert

X(F) = af=1p D af“‘lQ%
of oY)

=afa_1<Pa+QE

= af “'X().
Unter Zuhilfenahme von (*) konnen wir dies auf den allgemeinen Fall
XA £7)
erweitern.

Einfaches Nachrechnen liefert dann

X =) =
a, X(f1) 'flal_l : za2 frar +a,X(f2) _]c1a1 ) zaz_l frar + ot a X () 'f1a1 frar_l .

Oder vereinfacht:
-
X(f)
X 1) = (o ) (a2 ),
L fi
=1
Mit (3) wird dies zu

X(fla1 zaz rar) — (f1a1 Zaz rar) (Z a;K; ) . (7)

i=1

Definition 2.1
Es ist aullerdem

m-—1

]Fm_l[X,y] = Sl'(X,:V) = Z aijxiyj,GradSl- <m-1

i¥j=0

ein Vektorraum, dessen Elemente sdmtlich Polynome mit maximal Grad m — 1 und m(m +
1)/2 Koeftizienten in [ sind.

Der Vektorraum F,,,_; [x, y] ist isomorph zu F™(m+1)/2

mit
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S = (@00, A10, o1, ) Am-1,0 n—2,1) =+» Aom—1)-

Aus Analysis I wissen wir, dass die oben angegebene Dimension des Vektorraums m(m +
1)/2 genau der Summe der natiirlichen Zahlen von 1 bis m entspricht. Wir sehen, dass dies
gleich der Zahl der Koeffizienten agg, @19, @g1, -+ » Am—1,00 Am—-2,1s --» Ao m—1 18t

Beispiel:

m(m+1)

6.

Fiir m = 3 haben wir die 6 Koeffizienten aqg, @19, @g1, @20, Qp2, @11 Und es ist

Definition 2.2
Wir sagen r Punkte (xy,Vy) € F?mit k =1, ...,7 sind unabhiingig beziiglich F,,_;[x,y],

wenn
m-—1

Z x,iy,{al-j=0 Jk=1,...,r
i+j=0
in F(Mm+1/2 ginen linearen Unterraum der Dimension [m(m + 1)/2] — r definiert.

Beispiel:

Wir tiberpriifen die Punkte (1,0); (0,1) fiir m = 2 auf Unabhangigkeit. Die Summe liefert ein
homogenes lineares Gleichungssystem fiir die a;j, welches dann in unserem Fall einen
Unterraum der Dimension [m(m + 1)/2] —r = 3 — 2 = 1 definieren soll.

Es gilt:

2-1

i~J _ 0,,0 1,,0 0.,1 _
Z XY Qij = QooX" Y~ + a10x°y" +ag1x°y = 0.
i+j=0

Einsetzen der beiden Punkte liefert

aOO + alo == O
Ago + +a01 =0

und wir erhalten wegen —ayo = a9 = a1 wie gewiinscht einen Unterraum der Dimension
eins. Die Punkte sind demnach unabhéngig.

Gegenbeispiel:

Betrachten wir dieses mal die Punkte (0,0); (1,0);(2,0). Wegen m = 2 und r = 3 miisste
unser Unterraum nun Dimension null haben, d.h. der Unterraum hat nur ein einziges Element:
den Nullvektor.

Es gilt wieder:



1

i J _ 0,,0 1.,0 0.,1 _
Z XY Qij = AgoX Y~ + A10X"Y" + g1 X"y~ =

i+j=0

Einsetzen der drei Punkte liefert aber

aOO == 0
Ago + (25T0) =0
Ago + 2a10 =0

= a9 = a19 = 0 und ay; = beliebig.

Offensichtlich erhalten wir nicht den Nullvektor und somit hat der Unterraum nicht
Dimension null, d.h. die Punkte sind nicht unabhingig.

Definition 2.3
Ein stationdrer Punkt (x,,y,) des Systems (1) wird schwach genannt, wenn die Divergenz
div(P, Q) des Systems im Punkt (x,, y,) null ist.

§2 Darboux-Theorie der Integrierbarkeit komplexer Systeme von Polynomen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Konstruktion von ersten Integralen unter
Zuhilfenahme einiger ausgewihlter Teile der Darbouxschen Theorie.

Satz 2.4

Wir nehmen an, dass ein komplexes System von Polynomen (1) von Grad m p irreduzible
invariante Mengen f;(x,y) = 0 zuldsst, mit Kofaktoren K; mit i =1,..,psowie ¢
exponentielle Faktoren exp(g;/h;) mit Kofaktoren L;mit j =1,...,qund r unabhingige
singuldre Punkte (xi, y) € C? zulisst, sodass f;(xy, yx) # 0firi = 1,...,pund k =1, ...,7.

Dann gilt:

Satz 2.4.i
a) Es existieren 4; € C die nicht alle gleich null sind, sodass

14
Z AiKi =0
i=1

genau dann wenn die Funktion
A
(4

6 1 (8)

ein erstes Integral des Systems (1) ist.



Beweis von 2.4.i (a)

Entsprechend unserer Annahme haben wir p invariante Mengen f; = 0 mit Kofaktoren K;.
Aus dem vorherigen Vortrag wissen wir, dass die f; die Gleichung X(f;) = K;f; erfiillen.
(a) folgt dann direkt aus (7), denn es gilt

, (e XD
X(RUF - f7) = GRE - fy )<Z S

p
) = (ffl 2/12 fplp) <Z AiK; )

i=1
Da (8) ein erstes Integral ist, gilt

X(H)= OmitH = flfe £,

und damit
p
y)
(10111 z)L2 fp ") (Z /L'Kl) = 0.
i=1

Wegen H # 0 folgt daraus direkt

p
:E:A{K} == 0.
i=1

b)
Es existieren A;, u; € C die nicht alle gleich null sind, sodass

14 q
:E:Aik&'+ :E:[qu =0
i=1 j=1

genau dann wenn die Funktion

e (o G (on () - (o0 ()

ein erstes Integral des Systems (1) ist.

Beweis von 2.4.i (b)
Wir schreiben F; = exp (g;/hj). Zusitzlich zu den p invarianten Mengen f; =0 mit

Kofaktoren K; gibt es nun q exponentielle Faktoren Fymit Kofaktoren L;, welche die
Gleichung X (F]) = L;F; erfiillen.

(b) folgt wieder aus (7), denn es gilt

X(f1/11 2)12 ___fplpFlthzﬂz Fq”ll) —



p q
X(f; X\ F;
(flll 212 "'f;;‘lpFlﬂleﬂz Fq”Q) Zﬂ'l (fl) + ZM}' (1) —
=1

Ap

14
A g A
Ff = VR B B[ Ak + ) iy |

Da (9) ein erstes Integral ist, gilt

U1tz ., Ha
FORf -

X(H) = OmitH = ffl2 - £l 2

p

und damit

p q
A1 g2 A H
(f11 22...prF1H1F2#2 "'Fq q) zAiKi + ZHij = 0.
i=1 j=1

Wegen H # 0 folgt daraus direkt

p q
i=1 j=1

Beispiel zu 2.4.i (a)
Wenn a # 0 ist, dann hat das quadratische System

P=x=-ylay+b)—(x*+y*—-1), Q=y=x(ay+b)
mitm(m + 1)/2 = 3 die algebraischen Losungen

fi=ay+b=0 mit Kofaktor K; = ax und
fr=x24+y2-1=0 mit Kofaktor K, = —2x.

Die Kofaktoren erhalten wir durch anwenden von (3). Es gilt

_pU L 9
X() = P +Qg = Kf.

Einsetzten liefert

d(ay + b) +0 d(ay + b)

X(f) = P—=—— 5

Also K; = ax.
Analog erhalten wir K5:

=0+x(ay+b)-a=ax-fi.

(10)



o(x*+y%2 -1 o(x®+y%2 -1
(x*+y )+Q x“+y )

X(fz) =P I dy
=[-y(ay +b) — (x* +y*—1)] - 2x + x(ay + b) - 2y
=-2x-f;

Und das liefert K, = —2x.
Mit A; = 2und A, = a ist 2K; + aK, = 0 und wir erhalten mit (2.4.1), dass
H(x,y) = (ay + b)*(x* + y* = 1)¢

ein erstes Integral des Systems (10) ist.

Satz 2.4.ii
Wenn p +q +r = [m(m+ 1)/2] + 1, dann existieren 4;, u; € C nicht alle null, dergestalt,
dass

Beweis von 2.4.ii
Es muss gezeigt werden, dass die Polynome K;, L; fir p + q +r = [m(m + 1)/2] + 1 linear
abhéngig sind.

(a) ,,Simple Version*

Betrachten wir zunichst den Fallp + q¢ > m(m + 1) /2.

Da die Kofaktoren Polynome vom Grad m — 1 sind, gilt K;, L; € Cp,_4[x,y].

Die Dimension von C,,_4[x, y] als Vektorraum iiber C ist m(m + 1) /2.

Der Austauschsatz von Steinitz liefert:

Wenn die Dimension des Vektorraums m(m + 1)/2 ist, dann hat jede linear unabhéngige
Menge von Elementen dieses Vektorraums hochstens m(m + 1)/2 Elemente.

Fir p+q =2m(m+ 1)/2 konnen wir demnach direkt folgern, dass die Polynome Kj;,L;
linear abhingig sind und somit eine nichttriviale Linearkombination der Form

p q
i=1 j=1
existiert.



(b) ,,Verfeinerte Version“ firp + g +r = [m(m + 1)/2] + 1.

Es gilt natiirlich immer noch K;,L; € Cp,_q[x,y] und die Dimension von C,,_4[x,y] als
Vektorraum tiiber C ist weiterhin m(m + 1) /2.

Entsprechend unserer Annahme ist (x, y;) ein stationdrer Punkt des Systems (1) und es gilt
Py, yi) = Q(x, yi) = 0.

Aus

df; f;
X(f)=P=+ Q==Kf
(F) = Por+ Q50 = Kif 3)
folgt dann, dass K; (xy, Vi) fi (X, Vi) = 0 ist.
Wir hatten angenommen, dass f; (xy, i) # 0 ist, daher muss K;(xy,y,) = 0 furi = 1, ..., p.

Entsprechend gilt

0F; dF;
X(F)=P_2+ Q5 =

— — L.F
X dy

7]

und daraus folgt L; (xy, yi ) Fj (x, yx) = 0.

Da aber F; = exp (g;/h;) nicht verschwindet, muss L; (xy, yx) = 0 sein fiir j =1, ...,q.
Unserer Annahme entsprechend sind die r stationdren Punkte unabhdngig. Damit folgt unter
Berticksichtigung von Definition 2.2, dass die Polynome K; und L; einen linearen Unterraum
S von Cy,_41[x,y] der Dimension [m(m + 1)/2] — r aufspannen.

Wie in (a) wissen wir, dass die p + g Polynome K; und L; fir p + q > [m(m + 1)/2] linear
abhéngig sind. Entsprechend konnen wir folgern, dass die

p + q Polynome K; und L; fiir p + ¢ > [m(m + 1)/2] — r in S linear abhingig sind.

Es gibt also A;, u; € C die nicht alle gleich null sind, sodass

j=1

P
=1
ist. Damit ist (b) bewiesen.

Beispiel zu 2.4.ii
Fiir abc # 0 hat das reelle quadratische System

P=x=x(ax+¢), Q=v=yQax+by+c) (11)

genau die fiinf folgenden invarianten algebraischen Losungen mit Grad 1:

f1=x=0
fpr=ax+c=0
fs=y=0



fa=ax+by=0
fs=ax+by+c=0

Einfaches Nachrechnen liefert:

X(fl)—Pa—fl Qi=p 1=x(ax+c) = (ax + Ofy
X(fz)—pﬁ Qﬁ—a-p:ax(am+c)=ax-f2
X(f3)—Pa—f3+Q%—1-Q=y(2ax+by+c)=(2ax+by+c)f3
X(fy) = Pa—f4 Qi—a P+b-Q = ax(ax + ¢) + by(2ax + by + c)

= ax(ax+c)+by ax + by(ax + by + ¢) = (ax + by + o)f;
X(fS)_pﬁ Qﬁ=a-p+b-(g=(ax+by)f5

und wir erhalten damit die finf Kofaktoren

Ki=ax+c
K, = ax

K; =2ax+ by +c
Ky, =ax+by+c
K5 = ax + by.

Esistnun p=5>[m(m+1)/2]+1=3+1=4.
Wegen (2.4.11) wissen wir dass A; € C nicht alle null existieren, sodass

gilt. Wegen (2.4.1) konnen wir folgern, dass ein erstes Integral der Form
H(x,y) = £ f;l3 4’1“ *s mit 1; € C existiert.
Nun muss Y7_, 4;K; = 0, also
0 = A4 (ax +¢) + A,(ax) + A3(2ax + by + ¢) + A,(ax + by + ¢) + As(ax + by)

& 0=ax(My + A+ 203 + Ay + A5) + by(As + Ay + A5) + c(Ay + A5 + A,)

Damit ist eine mégliche Losung von ¥'7_; 4;K; = 0 gegeben durch
/11 = /15 = _1,/12 :/14 = 1ul’1d/13 = O.

Entsprechend ist dann ein erstes Integral von (11)
9



A A
H(X,Y)Z 11'" 55

=x1-(ax+c)-y° (ax + by)! - (ax + by + ¢)7t

B (ax + c)(ax + by)
~ x(ax+by+c)

Satz 2.4.iii
Es existieren A;, 4j € C, nicht alle null, sodass

b q
i=1 j=1

genau dann wenn (9) ein integrierender Faktor des Systems (1) ist.

Beweis von 2.4.iii

A~ A u .. . . . .
Wenn fi™' f;% = f, PEMES? - F, ?:= R ein integrierender Faktor ist, dann wissen wir aus

dem letzten Vortrag, dass X(R) = —R div(P, Q) gilt (und umgekehrt).
(7) liefert, dass

b q
i=1 j=1

Daraus folgt direkt

p q
R ZAL-Ki + zijj = —Rdiv(P, Q)
i=1 j=1
p q
= ZAlKl + Z,u]-L- = —div(P, Q).
i=1 j=1

Beispiel zu 2.4.iii

1y

Das reelle System
Px,y)=x=x(1-y), Qxy)=y=y(2+x)
hat die invarianten algebraischen Mengen

fit,y)=x und  fo(x,y) =y.

10



Nachrechnen liefert die Kofaktoren

x(fy = Py Qi—P—(l W

X(h) = Py Qﬁ— 0=+

Es gilt

dP 0

—div(P, Q) = — (—+—Q) = —(1-y) - Q+0) = A=) + L2 +x)
dx dy

fl:lr /11 = /12 == _1.

Alsoist fi1f;1 = % ein integrierender Faktor.

Im letzten Vortrag wurde unter Zuhilfenahme von (5) bereits ein zugehdriges erstes Integral

bestimmt:

H(x,y) =In(y) —y—2-In(x) — x

2)
Das reelle quadratische System

P=x=—-y—b(x*+y?), Q=y=x

hat die invariante Menge f; = x> + y? = 0.

Wegen

X(f1) = Pa—f1+Qi—P 2x+Q -2y
= 2x(—y — b(x? + y?)) + 2yx
= —2xy — 2bx(x? + y?) + 2xy
= —2bx(x* + y?)
= _befl

erhalten wir den Kofaktor K; = —2bx.

Offensichtlich ist aber

K, = div(P,Q) = 6_ — = —2bx

11



Daher konnen wir schreiben:

/11 * Kl = _le(P, Q)
& Ay - (—2bx) = 2bx
(= Al = _1

Nach (2.4.iv) ist dann f;~! ein integrierender Faktor.
Mit (8.2) finden wir das zu f;~! gehérige erste Integral H:

H(x,y) = j 16y - PGoy)dy + hx)

wobei h(x) so gewahlt wird, dass Z—Z = —f;1-Qist

Einsetzen und integrieren liefert

Hey) = [ (624797 (= = b6 +32))dy + Ko

)
—[(-—2L—_})a
f( Ty Y+ h(x)
= 1f 2 4 +fbd +h
- 2 x2+y2 y y (X)

1
= —Eln(x2 + y2) — by + h(x)

Nun muss h(x) dergestalt sein, dass g—: = —fi1-Q=—x(x*+y»)!

Wenn wir H nach x ableiten erhalten wir:

OH 1 1

9% = TawriyE X =R AYOT=—fT0

In diesem Fall ist also h(x) = 0 und wir haben als erstes Integral:

H(xy) = —=In(x? + y?) — by
) 2 .
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