Floquet Theorie II
Vortrag zum Seminar Gewohnliche Differentialgleichungen, 18.10.2011

Sebastian Monschang

§1 Einfithrung

Auf den Ergebnissen des ersten Vortrags basierend werden wir in diesem Vortrag
gewohnliche lineare Differentialgleichungssysteme der Gestalt

t=A()-x, x€eR" 1)

auf die Stabilitit der Nulllosung untersuchen, wobei A : R — Mat(n x n,R),t —
A(t) eine stetige und T-periodische Abbildung ist. Dies werden wir {iber eine Trans-
formation des Systems in ein homogenes lineares Gleichungssystem mit konstanten
Koeffizienten machen, um die Stabilitdt auf die uns aus der Vorlesung bekannten
Kriterien zuriickzufiihren.

§2 Anwendungen der Floquet Normalform

— Beispiele/Anwendungen zum ersten Vortrag —

In diesem Abschnitt werden zundchst die Ergebnisse des vorherigen Vortrags bei-
spielhaft angewendet.

(2.1) Beispiel
Betrachte das Anfangswertproblem x = a(t) - x, x(t9p) = 1 mit einer beliebigen
stetigen T-periodischen Funktion 2 : R — IR, zudem sei ¢ € R konstant. Dann gilt:

x=a(t) x

Da a stetig und periodisch, somit auch beschrankt ist, ex. eine Stammfunktion A :
R — R, sodass gilt:

& Inx=A(t)+c¢

At &

=X =eé -€
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Wir wihlen nun ¢ = —A(fp) um die Anfangswert-Bedingung zu erfiillen:

= X = eA(t) . e_A(tO)

Wir erhalten somit die Floquet Normalform:
= ®(t) = P(t) - P!

mit B = 0, da P(t) bereits T-periodisch ist. Der charakteristische Multiplikator dieses
1-dim. Systems ist dementsprechend der (Eigen-)Wert von e?T = 1. Fiir den Floquet-
Exponenten y € C gilt laut Definition (1.11): e#T =1 =y = zn—le tir k € Z. o

Kommen wir zu einem weiteren Beispiel:

(2.2) Beispiel

Fiir das autonome lineare System ¥ = A - x erfiillt die Fundamentalmatrixlosung
t — ®(t) die Identitit: ®(T — t) = ®(T)D!(t), welche wir an dieser Stelle jedoch
nicht beweisen werden. Fiir nicht-autonome homogene lineare Systeme gilt diese
allerdings nicht, wie im Folgenden gezeigt wird:

Sei ®(t) = cos(t) - ¢, dann gilt:

O(T—t) =cos(T—t) el =cos(T—t)-el-e!
= [cos(T) - cos(t) —sin(T) - sin(t)] - el - e~
#+cos(T) -el -cos™(t) - e~ = ®(T)P1(¢)

Bleibt zu zeigen, dass ® eine Losung eines nicht-autonomen periodischen homoge-
nen linearen Systems (1) ist:

&(t) = —sin(t) - e + cos(t) - e = cos(t) - e’ - (%ngt) + 1>

D(t) h ~~ d

BN

Also gilt diese Gleichung im allgemeinen nicht fiir nicht-autonome periodische ho-
mogene lineare Systeme. o

Fiir das letzte Beispiel benotigen wir die Formel von Liouville, die hier jedoch nicht
bewiesen wird.



Floquet Theorie II §2 Anwendungen der Floquet Normalform

(2.3) Hilfssatz (Liouvillesche Formel)

Sei | C R ein offenes Intervall, A : | — R"*" stetig und sei ®(t) eine Matrixlosung
auf | des homogenen linearen Systems %(t) = A(f)x(t), x € R", mit A: ] - R",t —
A(t). Dann gilt fiir alle t, ¢y € J:

det(D(t)) = det(d(ty)) - el SPUT(AC):

(2.4) Beispiel

Sei A: R — Mat(n x n,R),t — A(t) eine stetige und T-periodische Abbildung. Die
Floquet Normalform der Fundamentalmatrixlgsung des Systems X = A(t)x hat die
Form ®(t) = P(t)e""B. Durch einsetzen in die Liouvillesche Formel (2.3) erhalt man:

det(P(T)eT'B) = det(P(0)) - elo Spur(A(s))ds
—

:det(p(T))-dit(eT‘B)
_.T-Spur(B)

Da P T-periodisch ist, gilt P(T) = P(0) und somit:

det(P(O)) . eT-Spur(B) — det(P(O)) . efOTSpur(A(s))ds

o oT-Spur(B) _ efoT Spur(A(s))ds
T

< T - Spur(B) /Spur( (s))ds
0

& Spur(B)

HI'-‘

T
/ Spur(A
0

Zuletzt wollen wir nocheinmal die Gleichung el -Spur(B) — efOT Spur(A(s))ds petrachten,
aus welcher folgt, dass das Produkt der charakteristischen Multiplikatoren gegeben

ist durch .
efO Spur(A(s))ds _ ,T-Spur(B) __ ,Spur(T-B) _ det(eT'B),

da die Determinante das Produkt der Eigenwerte der Matrix ist. Seien nun die cha-
rakteristischen Multiplikatoren gegeben durch A; € C, dann gilt: A; = eT# (y; € C
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sind charakteristische Exponenten).

n
eSpur(T~B) _ H el Hi
i=1

n

& T-Spur(B)=T-)_ pu;

=1
& Spur(B) = Z Ui
i=1

Letztendlich konnen wir hierdurch folgern, dass die Summe der charakteristischen
Exponenten gegeben ist durch Spur(B). o

— Anwendungen der Floquet Normalform —

Das System (1) hat stets die triviale Losung (stationdre Losung). Fiir homogene Sys-
teme mit konstanten Koeffizienten haben wir in der Vorlesung bereits die Stabilitat
von stationdren Losungen untersucht. In diesem Abschnitt werden wir herausfin-
den, dass wir diese Stabilitdtsbetrachtungen auf unser System (1) ausweiten kénnen.
Zunichst benotigen wir jedoch folgenden Satz:

(2.5) Satz
Sei A € Mat(n x n;C) und Aq, .., A, € C seien die Eigenwerte von A, einschliefSlich
algebraischer Vielfachheiten. Dann gilt:

A’f, .y Aﬁ sind die Eigenwerte von AR und M, ..., eM sind die Eigenwerte von A, o

Der Beweis wird an dieser Stelle nicht gefiihrt, da er auf einer einfachen Induktion
beruht (Lineare Algebra 1).

Das néchste Resultat benutzt die Floquet Theorie um zu zeigen, dass das System
(1) dquivalent zu einem homogenen linearen System mit konstanten Koeffizienten
ist. Dieses Resultat demonstriert, dass die Stabilitat der Nulllosung oft durch die
charakteristischen Multiplikatoren bestimmt werden kann.

(2.6) Satz

Die Standardfundamentalmatrix Losung der T-periodischen Differentialgleichung
X = A(t) - x (System (1)) bei t = 0 sei gegeben durch Q(t) - e"%, mit Q : R — R”"
2T-periodisch und R € Mat(n x n;R), dann transformiert die Zeit-abhidngige Ko-
ordinatentransformation x = Q(t) - y dieses System in ein (reelles) lineares System
Yy = R -y mit konstanten Koeffizienten.
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Das heifst, es existiert eine Zeit-abhidngige (2T-periodische) Koordinatentransforma-
tion, die das T-periodische System in ein (reelles) lineares System mit konstanten
Koeffizienten transformiert.

1) Wenn die charakteristischen Multiplikatoren des periodischen Systems (1) alle
betraglich kleiner 1 sind oder dquivalent dazu alle charakteristischen Exponenten
negativen Realteil besitzen, dann ist die Nulllosung asymptotisch stabil.

2) Wenn die charakteristischen Multiplikatoren des periodischen Systems (1) alle
betraglich kleiner gleich 1 sind oder dquivalent dazu alle charakteristischen Ex-
ponenten nicht-positiven Realteil besitzen und wenn die algebraische Vielfach-
heit gleich der geometrischen Vielfachheit jedes charakteristischen Multiplikators
ist mit Betrag gleich 1 oder dquivalent dazu wenn die algebraische Vielfachheit
gleich der geometrischen Vielfachheit jedes charakteristischen Exponentens mit
Realteil 0 ist, dann ist die Nullldsung (Lyapunov-)stabil.

3) Wenn mindestens ein charakteristischer Multiplikator des periodischen Systems
(1) betraglich grofler 1 oder dquivalent dazu ein charakteristischer Exponent po-
sitiven Realteil hat, dann ist die Nulllosung instabil. o

Beweis

1) Laut dem “Satz von Floquet” (1.5) existiert eine reelle n x n-Matrix R und eine
reelle 2T-periodische Abbildung Q(t), sodass die Standardfundamentalmatrixlo-
sung ®(t) bei t = 0 des Systems darstellbar ist als ®(t) = Q(t) - e"'R. Zudem
existiert eine Matrix B € Mat(n x n;C) und eine T-periodische Abbildung P(t),
sodass ®(t) = P(t)-e"B. Die charakteristischen Multiplikatoren sind, wie wir
wissen, die Eigenwerte von e/ '5. Da ®(0) die Einheitsmatrix, P T-periodisch und
Q 2T-periodisch ist, gilt:

O(2-T)=Q2-T) TR =p2.T).2TB

— 2TR  _ ,2TB

und insbesondere auch:
(eT~B)2 — €2~T~R (2)

Laut Satz (2.5) sind die Eigenwerte von e TR (im Folgenden auch bezeichnet als
EW(e*T-R)) das Quadrat der charakteristischen Multiplikatoren, welche alle laut
Voraussetzung betraglich kleiner 1 sind. Daraus folgt:

EW(TB)| <1 & [EW(2TR)| < 1= [EW(eTR)| < 1
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Sei z € C ein Eigenwert von T- Rund A, u € R, sodass z = A +i - u. Mit Satz (2.5)
folgt: ' '

[EW (") = |ef] = [eM7F] =[] - |e*]

—~

=1 !
<1

=>A<0

Also haben laut Satz (2.5) alle Eigenwerte der reellen Matrix R negativen Realteil.
Nun betrachten wir die Variablen-Transformation x = Q(¢) - y.
Laut Voraussetzung gilt fiir t =0 :

O(t) =Q(t)-e!R=E

Folglich gilt x(t) = Q(t) - /'R - x(0) und da Q(t) invertierbar ist, folgt y(t) = €' X -
x(0) und daraus durch differenzieren wiederum y = R -y. Mit den Resultaten
aus der Vorlesung tiber die Linearisierung ist die Nulllosung fiir y = R - y asym-
ptotisch stabil, daher existieren nach Skript (Kapitel 2,(2.10)) reelle A > 0,C > 0,
sodass

Y()] < C-e™M - y(0)] ¥t > 0vy(0) € R

Weil Q periodisch ist, ist Q beschrdankt. Also erhdlt man eine dhnliche Abschit-
zung fiir x(¢) mit |Q(#)| < D, D > 0 reell wie folgt:

x()] = 1Q(t) -y(t)| < D-C-e™*" - |y(0)]

Da x(t) somit ebenfalls beschrankt ist, gilt (Kapitel 2,(2.10)) ebenfalls fiir das Aus-
gangssystem, deshalb ist die Nulllosung fiir ¥ = A(t) - x, mit x = Q(¢) - y, auch
asymptotisch stabil.

2) Beweis wird nicht gefiihrt.

3) Anfang analog zum Beweis von Teil 1) bis (2). Laut Satz (2.5) sind die Eigenwer-
te von e*T'R das Quadrat der charakteristischen Multiplikatoren, von welchen
mindestens einer laut Voraussetzung betraglich grofser 1 ist. Daraus folgt:

IEW(eTR)| > 1

Seiz € C ein Eigenwert von T- Rund A, u € R, sodass z = A +i - u. Mit Satz (2.5)
folgt: ‘ ‘
[EW(eT5)| = [e*1H] = "] - |e*]
—~—

=1 !
>1

= A>0
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Also hat laut Satz (2.5) mindestens ein Eigenwert der reellen Matrix T - R positiven
Realteil. Nun betrachten wir die Variablen-Transformation x = Q(f) - y.

Da x(t) = Q(t) - e"R - x(0) (siehe Beweis zu 1) ) und Q(t) invertierbar ist, folgt
wiederum y(t) = e!R . x(0) und y = R - y.

Nach Vorlesung (Kapitel 2,(2.10)(b)) existiert zu jedem € > 0 ein ¢ € C" mit
|c|]| < €, aber die Lésung efR - ¢ ist auf [0, 0] unbeschrénkt. Daraus folgt, dass die
Nulllosung fiir y = R -y instabil ist. Da Q T-periodisch, somit auch beschrankt,
und invertierbar ist, ist Q' auch beschrankt und T-periodisch. Es folgt:

X =Q-y
& y =

Q! «x
~ =~
unbeschrankt  beschrédnkt

= x(t) ist unbeschrankt und somit ist die Nulllosung instabil. O

Obwohl dieses Stabilitdtstheorem sehr elegant aussieht, ist es in der Praxis bei rea-
len Problemen meistens unméglich, die Eigenwerte von el '® zu bestimmen, d.h. es
ist nicht einsichtig, dass die Eigenwerte gefunden werden, ohne das gesamte Sys-
tem vorher 16sen zu miissen (da Q(t) - e’ ® = ®(t) ist). Wir miissen jedoch lediglich
endlich viele Zahlen (die charakteristischen Multiplikatoren) approximieren, um ei-
ne Aussage iiber die Stabilitdt des Systems treffen zu konnen. Diese Tatsache ist
wichtig, beispielsweise kann die Stabilitdt oft durch Anwendung einer numerischen
Methode, um die charakteristischen Multiplikatoren zu approximieren, tiberpriift
werden. Dies wollen wir jedoch nicht vertiefen.

Existiert eine Methode, die charakteristischen Exponenten explizit zu bestimmen,
ohne die Losung der Differentialgleichung explizit zu finden? Das Folgende Beispiel
zeigt, dass keine solche Methode in irgendeiner Art und Weise aus den Eigenwerten
von A(t) konstruiert werden kann.

(2.7) Beispiel (Von Lawrence Marcus und Hidehiko Yamabe)
Betrachte das 7-periodische System x = A(t) - x mit

B —1+ 3. cos?(t) 1— 32 .sin(t) - cos(t)
A(t) = <_1 ~3 -szin(t) - cos(t) —21+g-sin2(t) )

Berechnung der Eigenwerte durch Bestimmung der Nullstellen des charakteristi-
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schen Polynomes:

—1+ 3 - cos?(t) 1— 3 -sin(t) - cos(t)
(x-E) = <—1 -3 -szin(t) - cos(t) —21 + 3 - sin?(t) > ’

B ' ( x+1—3 cos?(t) —1+3-sin(t) -cos(t)) ‘
T |{\1+3-sin(t) -cos(t)  x+1—3-sin(t)

— (41— Z-’ Ccos2()) - (x+1— g csin2(£)) — (—1+ g sin(#) - cos(t))

(1+ g -sin(t) - cos(t))

:x2+x—g-x-sinz(t)+x+1—;-sinz(t)—g-x-cosz(t)—;cosz(t)

9 9
t7 -sin?(t) - cos?(t) +1 — i sin?(t) - cos>(t)

A(t) hat die (von der Zeit unabhéngigen) Eigenwerte § - (—1 £ 1/7 - i). Insbesondere
ist der Realteil jedes Eigenwertes negativ.
Betrachtet man aber nun die Losung
—cos(t)
(o) <

des Systems,stellt man allerdings folgendes fest:

NI~

x(t)=e

Fiir eine beliebig kleine Konstante ¢ > 0 gilt:

Auflerdem gilt:
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Da x*(t) = x(t) - ¢ ist x*(¢) auch eine Losung des Systems. Durch geeignete Wahl

8 startet, jedoch fiir
grofSe t nicht beschrédnkt ist. Daraus folgt die Instabilitdt der Nulllosung fiir (3). <

von c erhalten wir also eine Losung, welche beliebig nahe bei

Im vierten Vortrag wird jedoch gezeigt, dass in manchen Fillen die Stabilitat der
Nullldsung der Differentialgleichung (1) bestimmt werden kann, ohne das System
explizit zu 16sen bzw. ohne die Floquet Normalform explizit zu bestimmen (Hill’s
Gleichung).

Die Floquet Normalform kann benutzt werden, um detailierte Informationen tiber
die Losung der Differentialgleichung zu erhalten. Beispielsweise zerlegt die Floquet
Normalform eine Fundamentalmatrix in einen periodischen Teil und einen exponen-
tiellen Teil. Folglich sollte klar sein, dass fiir einige Systeme periodische Losungen
und fiir andere keine nicht-trivialen periodischen Losungen existieren. Diese Aussa-
ge wird im folgenden Lemma bewiesen.

(2.8) Lemma

Sei u € C ein charakteristischer Exponent fiir die homogene lineare T-periodische
Differentialgleichung (1) und ®(¢) die Standardfundamentalmatrix Losung bei t =
0, dann hat ®(t) eine Floquet Normalform P(t) - ¢'®, sodass u Eigenwert von B ist.c

Beweis

Sei P(t) - e''P eine Floquet Normalform von ®(t). Laut Definition der charakte-
ristischen Exponenten existiert ein charakteristischer Multiplikator A € C, sodass
A = e*T und nach Satz (2.5) existiert ein Eigenwert v € C von B, sodass ¢V'T = A.

Also existiert ein k € IN, k # 0, sodass v = p + # Definiere B := B — 2’77?’i -Eund
2-7t-i-k-t

P(t) := P(t)-e~ T E.Seia € C" Eigenvektor zu B, dann gilt:

~ 2.7

Ba=B-"""1F).q
- 2.77-

=B.g— ;Tl.a

_ a_2~7'(~1 .
N T
2-7-1

Somit ist u Eigenwert von B. Da P(t) T-periodisch ist und P(t) - ¢! = P(t) cetB
folgt, dass ®(t) = P(t) - e!'B eine Reprisentation in Floquet Normalform ist, mit u
Eigenwert von B. [
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Ein grundlegendes Resultat, dass benutzt wird um mdgliche Typen von Losungen,
die auftreten konnen, zu klassifizieren, ist Inhalt des ndchsten Satzes.

(2.9) Satz

Sei A € C ein charakteristischer Multiplikator der homogenen linearen T-periodischen
Differentialgleichung (1) und e7* = A, u € C, dann existiert eine (moglicherweise
komplexe) nicht-triviale Losung der Form

x(t) = e - p(t)
mit p(f) : R — R” T-periodische Funktion. Auflerdem gilt fiir diese Losung
x(t+T) = A-x(t) o

Beweis
Sei @(t) die Standardfundamentalmatrix Losung bei t = 0. Laut Lemma (2.8) exis-
tiert eine Floquet Normalform-Darstellung ®(t) = P(t) - ¢, sodass u Eigenwert
von B ist. Demzufolge existiert ein Vektor v # 0, sodass B-v = yu - v.
Mit

B-v =u-v

Bz-v:y-B-v:yz-v

folgt:

= ’ -0

Also gilt e!'B - v = et . v, somit wird die Losung x(t) = ®(t) - v reprasentiert in der
Form x(t) = P(t) -e!'B.v = et . P(t) - v. Die Losung, welche von der ersten Aussage
des Satzes gefordert wird, erhalten wir durch (Definition) p(t) = P(t) - v. Die zweite
Aussage wird wie folgt bewiesen:

x(t+T) = e p(t 4 T)
— ettt T . P(t+T) v=elt . etT.P(t) -0
et e T p(t) = A x(1) N

10
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(2.10) Satz

Seien A1, A, € C charakteristische Multiplikatoren der homogenen linearen T-periodischen
Differentialgleichung (1) und pq, 42 € C seien die charakteristischen Exponenten,
sodass el = Ay, el'#2 = Ay Wenn Ay # A, gilt, dann existieren T-periodische
Funktionen p1, 02 : R — R", sodass x1(t) = et - p1(t) und x5 (t) = 2" - p5(t) linear
unabhéngige Losungen sind. o

Beweis

Sei ®(t) = P(t)-e!'B (wie in Lemma (2.8), insbesondere also P(0) = E), sodass
Eigenwert von B ist. Aulerdem sei v; # 0 Eigenvektor zum Eigenwert y1. Da Ap
Eigenwert der Monodromy-Matrix ®(t + T) - &(7) ! ist, existiert laut Satz (2.5) ein
Eigenwert y € C von B, sodass

el =), =el'i2

Daraus folgt, dass ein k € Z existiert, sodass pp = p + %

AuBlerdem gilt 4 # pj, da Ay # Ay. Demzufolge, wenn v, # 0 Eigenvektor von B
zum Eigenwert yu ist, sind die Eigenvektoren v; und v, linear unabhdngig. Wie im
Beweis zu Satz(2.9) existieren Losungen der Form

x1(t) = et P(t) - vy
xo(t) = et - P(t) - vy

Auflerdem sind die Losungen linear unabhiéngig, da x1(0) = v; und x2(0) = v,. Als
letztes halten wir fest, dass x; in der erforderlichen Form geschrieben werden kann:

2-7-i-k-t —2-70-i-k-t

xo(t) = (eFt-e T ).-(e” T -P(t)-vo)
_ et.(‘u+2-ﬂ-7{-k~t) ) (672-75;i-k-t ) P(t) ) 02)

“P(t) - vo)

i

T-periodisch—py (t) ]

—2-m-i-k-t

— eﬂZ't . (e

Mit diesen Ergebnissen erhalt man folgendes

(2.11) Korollar
Das T-periodische System (1) hat die Floquet Normalform

t— Q(t)-etR

mit der reellen 2T-periodischen Funktion Q : R + R" und der reellen Matrix R €
Mat(n x n;R). Laut Satz (2.9) werden alle Losungen des Systems reprasentiert als
endliche Summe von reellen Losungen der Formen:

11
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1) q(t) - r(t) - -sin(B -1
2) q(t) -r(t) - e -cos(B - 1),

g : R — R" ist 2T-periodische Funktion, r : R — R (vgl. Skript (Kapitel 2,(2.7)))
Polynom vom Grad < n —1 und a +i - Eigenwert von R. Somit lassen sich alle
Losungen unseres Systems (1) als Linearkombinationen von Ldsungen der Gestalt
1) und 2) darstellen. o

12



Floquet Theorie II § Literatur

Literatur

[1] Carmen Chicone. Ordinary Differential Equations with Applicati-
ons. Springer, 2nd Edition, USA, 2006.

[2] Aloys Krieg, Sebastian Walcher. Gewohnliche Differentialglei-
chungen. RWTH Aachen, 2010.

13



