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Vortrag zum Seminar Gewdohnliche Differentialgleichungen, 08.11.2011
Tobias Roidl

Dieser Vortrag befasst sich mit der Hills Gleichung und gibt eine Einfithrung in die
Periodischen Orbits von linearen Systemen.

§1 Hills Gleichung

Ein beriihmtes Beispiel, in welchem die Floquet-Theorie eine Anwendung findet,
um gute Stabilititsaussagen zu liefern, ist die Hills Gleichung. Eingefiihrt wurde
sie von George W. Hill (1838-1914) bei Forschungen, die sich mit den Bewegungen
des Mondes befassten. Dabei kann man sich die Bewegungen des Mondes als einen
harmonischen Oszillator in einem periodischen Gravitationsfeld vorstellen. Diese
Modellgleichung taucht in vielen Gebieten der angewandten Mathematik auf, in
denen man die Stabilitdt einer periodischen Bewegung untersucht.

— Einfilhrung —

(4.1) Definition (Hills Gleichung)

i+a(t)u=0, u e R

heifit Hills Gleichung, wobei a : R — R, t — a(f) eine stetige, periodische Abbildung
mit Periodendauer T ist. o

Mit der Umwandlung in ein System erster Ordnung befasst sich folgende

(4.2) Bemerkung y
Wir definieren x := ( ; > Dann ist die Hills Gleichung dquivalent zu dem System

x = A(t)x (1)

erster Ordnung, wobei A(f) = (—c?(t) (1)) ist (vgl. Skript Kapitel II Satz 3.2). o
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Wir werden die Theorie der linearen Systeme - speziell die Floquet-Theorie - ver-
wenden, um die Stabilitdt der Null-Losung dieses linearen T-periodischen Systems
zu analysieren.

Der erste Schritt der Stabilitdtsanalyse ist eine Anwendung der Liouvilleschen For-
mel (Hilfssatz 2.3). Zunéchst betrachten wir den allgemeinen Fall einer linearen Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung, wobei p,q : R — R T-periodische Funktionen
sind:

i+ptHu+q(t)u=0,ucR. ()

Sind u7 und uy linear unabhingige Losungen von (2), dann bildet nach Vorlesung
(vgl. Kapitel II Bemerkung 3.7)

~ (ur(t) us(t)
pit) = (ul(t) uz<t>)

die Fundamentalmatrix des zugehorigen zweidimensionalen Systems erster Ord-
nung

X = (—:(t) —pl(t)) x =: B(t)x, x € R%

Mit der Definition der Wronski-Determinante (vgl. Skript Kapitel II Satz 1.14) der

beiden Losungen
—det [ 11(8) ua(t)
W(t) .—det(ui( | ui(t))

—

folgt

SpurB(s)ds
als Spezialfall der Liouvilleschen Formel (det ¢(t) =det 1(0) - e

Bezogen auf Hills Gleichung mit ®(¢) als Standardfundamentalmatrix bei t = 0
ergibt sich also:

¢ ¢
[ SpurA(s)ds [ Ods
det ®(t) =det ®(0) - €0 =1-e0 =1

Somit erhalten wir die Identitit det ®(t) = 1. Da die Determinante einer Matrix
das Produkt der Eigenwerte der Matrix ist, erhalten wir einen wichtiges Resultat:
Das Produkt der charakteristischen Multiplikatoren der Monodromie-Matrix ®(T)
ist 1.
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— Stabilitit der Null-Losung —

Kommen wir zunéchst zu folgendem

(4.3) Satz

Gegeben sei das T-periodische System x = A(t)x ,x € R". Dann gilt: Die Null-
Losung ist genau dann stabil, wenn alle Losungen beschrankt sind. o
Beweis

H¢H:

Seien alle Losungen des T-periodischen Systems beschrankt.

Z.z.: Die Null-Losung ist stabil.

Dazu: Sei ®(t) = (¢1(t),...,¢n(t)) ein Fundamentalsystem von Losungen des Sys-
tems mit Anfangswert ¢;(0) = ¢; fir 1 <i < n, i € IN. Nach Voraussetzung sind
die ¢;(t) beschrankt, d.h. es existieren M; > 0, 1 < i < n, sodass

i (£)|] < M; fiir alle ¢ > 0.

Insbesondere existiert ein M > 0 mit M := max M;, sodass
1<i<n

i (1)]] < M furallet >0, 1 <i<n.

n
Seiy = : € R". Die Losung zum Anfangswertproblem x = A(t)x, x(0) =y

Yn
ist gegeben durch:

x(t) = éyi ¢i(t)

= [lx()lh < ) [yil - M= M-yl
i=1

Nach Vorlesung (vgl. Kapitel IV Definition 5.1) ist der Nullpunkt genau dann stabil,
wenn Ve >0 36 > 0, sodass

llyl| <= 1|x(t)|| < ¢ fir alle t > 0.

Sei e > 0. Wahlt man nun ¢ = §;, so erhélt man:

llx(B)]| < M-|lyl| <M-6=¢ furallet >0, ||y|| <.
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"

="

Sei die Null-Losung stabil.

Z.z.: Alle Losungen des T-periodischen Systems sind beschrankt.

Dazu: Sei wieder x(t) Losung zum Anfangswert x(0) = y und sei 6 > 0 klein
genug, sodass fiir alle y mit ||y|| < § ein M > 0 existiert mit: ||x(¢)|| < M. So ein &
existiert gemdfS der Definition von Stabilitdt stationdrer Punkte (vgl. Skript Kapitel
IV Definition 5.1). Wahlt man nun einen beliebigen Anfangswert der Gestalty = A -y

mit A € R fiir ein y mit ||y|| < 9, so gilt: ||y|| = ||A-y|| = |A| - ||y||- Die Lésung zum
Anfangswertproblem x = A(t)x,x(0) = y lautet dann x(f) = A - x(¢). Daraus folgt
unmittelbar, dass x(t) durch |A| - M beschrankt ist. O

Als néchstes wollen wir die Stabilitdt der Null-Losung von System (1) diskutieren.
Dazu dient folgender

(4.4) Satz
Es seien A1, A, die charakteristischen Multiplikatoren der Monodromie-Matrix ®(T).
Dann gelten:

i) Ist Spur ®(T) > 2, so ist die Null-Losung instabil.
ii) Ist Spur ®(T) < —2, so ist die Null-Losung instabil.
iii) Ist |[Spur ®(T)| < 2, so ist die Null-Losung stabil.

iv) Fir Spur ®(T) = 2 gilt Ay = A, = 1. Besitzt der Eigenwert 1 die geometri-
sche Vielfachheit 1, so ist die Null-Losung instabil. Besitzt der Eigenwert 1 die
geometrische Vielfachheit 2, so ist die Null-Losung stabil.

v) Fir Spur ®(T) = —2 gilt A; = A, = —1. Besitzt der Eigenwert 1 die geometri-
sche Vielfachheit 1, so ist die Null-Losung instabil. Besitzt der Eigenwert 1 die
geometrische Vielfachheit 2, so ist die Null-Losung stabil. o

Beweis
Die charakteristischen Multiplikatoren A1 und A, sind die Losungen der charakte-
ristischen Gleichung

A2 — (Spur(®(T))) - A + det ®(T) = 0.

Zur einfacheren Notation setzen wir 2¢ =Spur(®(T)) und erhalten somit die dqui-
valente charakteristische Gleichung

A2—2¢-A+1=0,
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deren Losungen gegeben sind durch

i)

ii)

iii)

Mo =¢E/¢?—1.

$p>1:

Dann sind A; und A; zwei verschiedene positive reelle Zahlen, sodass A1 - Ay =
1. So kénnen wir annehmen, dass 0 < A1 < 1 < A, mit A; = 1/A;, und dass eine
reelle Zahl y > 0 (ein charakteristischer Exponent) existiert, sodass el = A,
und e~ T* = A4. Nach Satz (2.9) und Satz (2.10) ist ein Fundamentalsystem der
Losungen gegeben durch:

e Fhopi(t), e pa(t),

wobei die reellen Funktionen pq, pp : R — R" T-periodisch sind. Mit Satz (3.1)
folgt in diesem Fall, dass die Null-Losung instabil ist.

o< —1:

Dann sind A; und A, zwei verschiedene negative reelle Zahlen. Da wieder A -
Ay = 1 ist, nehmen wir an, dass Aq < —1 < Ay < 0 ist mit A; = 1/A, und
dass eine reelle Zahl y > 0 (ein charakteristischer Exponent) existiert, sodass
e?T'# = A2 und e 2T# = AZ. Man kann analog mit Satz (2.10) zeigen, dass ein
Fundamentalsystem von Losungen gegeben ist durch:

etgi(t), e M qo(t),

wobei die reellen Funktionen g; und g, 2T-periodisch sind. Auch in diesem Fall
ist die Null-Losung nach Satz (3.1) instabil.

—1<¢p<1:

Dann ist A; das komplex Konjugierte zu A, wobei der Imaginérteil ungleich 0
ist. Da Ay - A; = 1ist, ist [A;| = 1 und deshalb liegen beide charakteristischen
Multiplikatoren im Einheitskreis in der komplexen Ebene. Einer von ihnen, sa-
gen wir Aq, liegt in der oberen Halfte der Ebene, weil sowohl A als auch A;
Imagindrteil # 0 haben. Daher existiert eine relle Zahl § mit 0 < 6-T < 7
und ¢T = A;. Es existiert also eine Losung der Form e (r(t) +i - s(t)), wo-
bei r und s beide reelle T-periodische Funktionen sind. Spaltet man die Losung
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nun in Real- und Imaginarteil auf, so ist ein Fundamentalsystem der Losungen
gegeben durch:

r(t)cos(0t) — s(t)sin(6t), r(t)sin(0t) 4 s(t)cos(6t).

Mit Satz (4.3) folgt, dass die Null-Losung stabil ist, da alle Losungen beschrankt
sind. Die Losungen sind nur periodisch, wenn es positive ganze Zahlen m und
n gibt, sodass 27tm /0 = nT. Wenn solche ganze Zahlen existieren, haben alle
Losungen die Periode nT. Wenn nicht, sind sie quasi-periodisch. Allerdings ist
die Null-Losung nicht asymptotisch stabil, da die Losungen, egal wie nah man
an der 0 startet, periodisch oder quasi-periodisch sind und daher nicht gegen 0
konvergieren kdnnen.

iv) g =1:
Dann gilt: Ay = A, = 1. Die Art der Losungen ist abhédngig von der Jordan-
Normalform von ®(T). Da der Eigenwert A = 1 von ®(T) algebraische Viel-
fachheit 2 hat, existieren zwei mogliche Jordan-Normalformen. Beide haben die
Gestalt E + N mit einer nilpotenten Matrix N, fiir die gilt: N?> = 0 mit

00 00
N_<1 0) oderN—(OO).

Ist ®(T) die erste mogliche Jordan-Normalform

10
E+N=(} %),

so gibt es eine nichtsinguldre Matrix C, sodass

Daher hat ®(t) eine Floquet Normalform ®(t) = P(t)e'B, wobei P(t) T-periodisch
und invertierbar und B := C~!- (#N) - C ist. Weil

t

otB — ofCTH(IN)-C — =1 t(FN) . c — 1. (E+ (T

N))-C 3)
ist, ist die Matrixfunktion ¢ — !B unbeschrinkt, und deshalb ist die Null-
Losung instabil (Begriindung im Vortrag Floquet-Theorie II nochmal ausfiihrli-
cher gesehen).
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Wenn ®(T) die zweite mogliche Jordan-Normalform ist, dann ist die Floquet-
Normalform gegeben durch: ®(t) = P(t), da nach (3) ¢!® = E fiir N = 0 ist,
wobei P(t) T-periodisch und invertierbar ist. Daher beschreibt ®(t) ein Funda-
mentalsystem von periodischen Losungen und die Null-Losung ist nach Satz
(4.3) stabil, aber mit der Begriindung aus iii) nicht asymptotisch stabil.

v) ¢ =—1:

Dann gilt: Ay = Ay = —1. Auch hier hat der Eigenwert A = —1 von ®(T)
algebraische Vielfachheit 2 und somit existieren wieder zwei mdogliche Jordan-
Normalformen. Analog zum vierten Fall ist die erste mogliche Jordan-Normalform
von ®(T) die negative Einheitsmatrix (—E). Daraus folgt, dass ®(0) = ®(2T) =
Q(0) = Q(2T) = E und die Floquet-Normalform ®(t) = Q(t) ist, wobei Q(t)
2T-periodisch und invertierbar ist. Aufgrund dessen existiert ein Fundamen-
talsystem von periodischen Losungen und die Null-Losung ist nach Satz (4.3)
stabil.

Fiir die zweite mogliche Jordan-Normalform von ®(T) gilt:

C-®Q2T)-C1=eN= (_11 _01> :

Der Rest ist analog zum vierten Fall, wobei lediglich die Periode in 2T ge-
andert werden muss. Die Matrixfunktion t — e!B ist unbeschrinkt und die
Null-Lésung somit instabil. O]

Wie uns die Ergebnisse zeigen hiangt die Stabilitdt von Hills Gleichung vom Betrag
des Wertes der Spur von der Standardfundamentalmatrix nach einer Periode ab.

§2 Periodische Orbits linearer Systeme

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Existenz und Stabilitdt von periodischen
Losungen des Zeit-periodischen inhomogenen Systems

¥ = A(H)x +b(t), x € R", 4)



Floquet-Theorie IV §2 Periodische Orbits linearer Systeme

wobei t — A(t) eine T-periodische Matrixfunktion und ¢ + b(t) eine T-periodische
Vektorfunktion ist.

(4.5) Satz
Wenn die Zahl 1 kein charakteristischer Multiplikator des T-periodischen homoge-
nen Systems X = A(t)x ist, dann hat (4) mindestens eine T-periodische Losung.

Beweis

Zuerst zeigen wir, dass wenn x : R — R",t — x(t) eine Losung des Systems (4) ist
und x(0) = x(T) ist, dann ist diese Losung T-periodisch.

Wir definieren: y(t) := x(t + T). Daraus folgt, dass t — y(t) eine Losung von (4) ist
und y(0) = x(T) = x(0). Somit gilt wegen der Eindeutigkeit der Losungen:

x(t+T)=x(t) VteR.

Nach dem Satz von Floquet (1.5) wissen wir, dass eine Matrix B existiert, sodass die
Monodromie-Matrix gegeben ist durch:

Wenn nun &(t) die Standardfundamentalmatrix des homogenen Systems an der
Stelle t = 0 ist, dann gilt nach Variation der Konstanten (vgl. Skript Kapitel II Satz
1.8):

N’

T
%(T) = ®(T)x(0) +&(T) - /(<I>)1(s)b(s)ds.
Anfangswert 0

Wenn x(T) = x(0) ist, dann gilt:

T
(E—¢Wﬂﬂm=¢03/@ﬂl@wﬂ%- )
0

Da 1 nach Voraussetzung nicht auf der Diagonalen der Jordan-Normalform | von
d(T) ist, folgt mit
E-ctj.c=ctl(E-]-C

wobei C eine nichtsinguldre Matrix ist, dass E — | keine 0 auf der Diagonalen hat,
und somit E — | invertierbar ist. Demnach hat (5) fiir x(0) eine Losung, wenn die
Zahl 1 kein Eigenwert von ®(T) ist. Somit existiert mindestens eine T-periodische
Losung von (4). [
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(4.6) Korollar

Wenn A(t) = A eine konstante Matrix ist, sodass A keine Eigenwerte auf der Imagi-
ndrachse hat, dann hat die Differentialgleichung (4) mindestens eine T-periodische
Losung. o

Beweis
Da der Realteil der Eigenwerte immer ungleich 0 ist, kann die Matrix A den Wert 0
nicht als Eigenwert haben, woraus folgt, dass 27tik, k € Z kein Eigenwert der Matrix
TA ist, da auch TA keine Eigenwerte mit Realteil 0 hat. Nach Satz (2.5) sind die
Eigenwerte von e’ gegeben durch ¢!, wobei A Eigenwert von der Matrix TA ist. Da
folgende Aquivalenz gilt:

=1 A =2mik,

ist 1 kein charakteristischer Multiplikator der Monodromie-Matrix. Mit Satz (4.5)
folgt die Behauptung. [
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