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Wir werden im Folgenden mit komplexen, zweidimensionalen
Differentialgleichungssystemen arbeiten. Fiir ein zweidimensionales Vektorfeld bestimmt die
Existenz eines ersten Integrals sein Phasenportrait. Die einfachsten ebenen Vektorfelder sind
die hamilton’schen Vektorfelder. Die integrierbaren ebenen Vektorfelder, welche keine
hamilton’schen Vektorfelder sind, sind in der Regel schwierig zu finden.

Wir werden die Existenz erster Integrale flir ebene polynomiale Vektorfelder mit Hilfe der
Darboux Theorie der Integrierbarkeit untersuchen. Diese Art der Integrierbarkeit liefert einen
Zusammenhang zwischen der Integrierbarkeit von polynomialen Vektorfeldern und der Zahl
der invarianten Mengen die sie haben.

§1 Einleitung

Per Definition ist ein zweidimensionales, komplexes, ebenes polynomiales
Differentialgleichungssystem ein System der Form

Z=i=Pxy), Z=3=0(xY) (1)

at

P und Q sind Polynome mit den Variablen x und y und komplexen Koeffizienten. In diesem
Vortrag bezeichnet m = max{deg P, deg @} den Grad des Systems von Polynomen und wir
nehmen immer an, dass die Polynome P und Q im Ring der komplexen Polynome mit den
Variablen x und y teilerfremd sind.

§2 Erste Integrale und Invarianten

Wir bezeichnen mit F entweder den reellen Korper R oder den komplexen Koérper C und mit
F-Polynomsystem meinen wir ein System der Form (1) mit den Variablen x,y und den
Koeffizienten der Polynome P und Q in F. F[x,y] bezeichnet den Polynomring mit den
Variablen x und y und Koeffizienten in F.

Das zum System (1) gehdrige Vektorfeld X ist definiert durch:

X—Pa+ 0
- ox Qay

System (1) ist integrierbar auf der offenen Teilmenge U von F? wenn es eine nichtkonstante
analytische Funktion H:U — F, ein sogenanntes erste Integral des Systems auf U, gibt,
welche fiir alle Losungsbahnen (x(t), y(t)) des Systems (1) aus U konstant ist.



Das heiit H (x(t), y(t)) = konstant fir alle Werte von t fiir welche die Losung
(x(t), y(t)) definiert und in U enthalten ist.
Offensichtlich ist H genau dann ein erstes Integral des Systems (1) auf U, wenn

xany=p- 2492
B ox ¢ oy

auf U ist.

In einem hamiltonschen Vektorfeld mit erstem Integral gilt:

__OH __ oH
=5 YT 0x

wobei das Kriterium fiir die Integrierbarkeit lautet:

_ P 4Q
le(X):a-}'W:O (2)

§3 Invariante algebraische Mengen

Definition: Sei ¢ € C[x, y] und ¢ nicht identisch null. Dann ist die algebraische Menge
Y = {(x,y); ¢(x,y) = 0} eine invariante algebraische Menge von System (1), wenn fiir ein
Polynom K € Clx, y]

a9

g
ax+Q@_K [ (3)

X(p) =P

gilt.
Das Polynom K nennt man Kofaktor der invarianten Menge Y = {(x,y); ¢(x,y) = 0}.

Die Tatsache, dass die Nullstellenmenge von ¢ tatsdchlich invariant ist, folgt aus Satz (2.4)

des Skriptes "Gewdhnliche Differentialgleichungen"':

Kapitel IV (2.4) Satz.

Gegeben sei x = f(x) auf U, weiter seien ¢y, ..., ¢,: U = R stetig differenzierbar, und
Y ={x €U; p;:(x) == @,(x) = 0}. Falls es stetige Funktionen K;;: U — R gibt, so dass

.
X(‘P)=ZKij'<Pj A<i<n),
=1

! Krieg, A./Walcher, S. (2007): Gewdhnliche Differentialgleichungen. RWTH Aachen.



dann ist Y invariant. Ist insbesondere ¢ eine Semiinvariante von f auf U, so ist die
Nullstellenmenge von ¢ invariant.

Da das Polynomsystem Grad m hat, konnen die Kofaktoren héchstens Grad m — 1 haben.
Auf den Punkten der algebraischen Menge ¢ = 0 ist der Gradient (d¢/dx,d¢@/dy) von ¢
senkrecht zum Vektorfeld X (¢)siehe ()). Demnach ist das Vektorfeld X(¢) an jedem Punkt
von ¢ =0 eine Tangente von ¢ = 0. Also wird ¢ = 0 geformt durch die Bahnen des
Vektorfeldes X. Dies rechtfertigt den Namen ,,invariante algebraische Menge®, da sie unter
dem durch X (¢)definierten Fluss invariant ist.

Beispiel
Fiir:
()= +y* =) +»(3)

istY = {(x,y); ¢(x,y) = x* + y*> — 1 = 0} invariante algebraische Menge. Es ist:

(g> - <x3 + yxzzx_—lx + yx)

und

X(@) = 2x29) ()

=2x(x? = 1)+ 2y(x® + y*x + yx — x)
=2x(x? -1+ 2yx(x*+y*+y—1)
=2x(x? — 1) + 2yx(x? + y? — 1) + 2xy?
=2x(x?+y?— 1)+ 2yx(x2 +y2—1)
=QRx+2xy) (x> +y2—1)=K-p(x,y)

mit Kofaktor K = 2x + 2xy.



§4 Integrierende Faktoren

Das Kriterium fiir die Integrierbarkeit (2) ist natiirlich nicht immer erfiillt. Durch
Multiplikation einer geeigneten nullstellenfreien, stetig differenzierbaren Funktion R(x,y) #
0 kann man die Differentialgleichung jedoch unter Umstinden erweitern und dann durch
weitere Rechenschritte ein erstes Integral erhalten.

Eine solche Funktion R(x, y) wird dann integrierenden Faktor genannt.

Definition: Sei U ein offene Teilmenge des F? und sei R: U — F eine analytische Funktion,
die auf U nicht identisch null ist. Die Funktion R ist ein integrierender Faktor des [F —
Polynomsystems (1) auf U, wenn eine der zwei folgenden, dquivalenten Bedingungen auf
Uerfiillt ist:

d(RP)  0d(RQ)
ox  dy '

div(RP,RQ) = 0.

Eine weitere, zu den beiden vorhergehenden dquivalente Bedingung ist:
X(R) = —R div(P, Q). 4)

Wir wollen uns darauf beschrinken, zu zeigen, dass diese letzte Bedingung mit den anderen
beiden iibereinstimmt:

X(R)—aRP+aR B R(6P+6Q>

~ ox ayQ_ dx dy

(:)aRP+RaP+aR +RaQ—0
0x d0x ayQ dy

L ORP) 0(RQ) _

ox oy 0.

In einem hamiltonschen Vektorfeld mit erstem Integral und integrierendem Faktor gilt:

._RP_aH . RO - OH .
X = _ay’ y_ Q_ ax' ()

Ein zum integrierenden Faktor R gehoriges erstes Integral H ist demnach gegeben durch

H(x,y) = j RGx, y)P(x,y)dy + h(x), )



wobei h(x) so gewahlt wird, dass 3—: = —RQ ebenfalls erfiillt ist.

In (6) nehmen wir an, dass der Definitionsbereich der Integration U dem jeweiligen Ausdruck
angepasst ist.

Umgekehrt konnen wir bei einem gegebenen ersten Integral H immer einen integrierenden
Faktor R finden, der (5) erfiillt.

Beispiel:
Plx,y)=x(1-y) Qxy)=y(2+x)

Man erkennt sofort, dass die Differentialgleichung:

dx
x(l—y)+y(2+x)@=0

'xl &

einen integrierenden Faktor fiir die Differentialgleichung. Es gilt trivialerweise:

ORP) __9RQ) _
ox dy

Wir erhalten also durch Multiplikation mit R(x, y):

1-y 2+4+xdx
— ¥ - =
y x dy

Nun kénnen wir mit Hilfe von Gleichung (5) ein erstes Integral des Systems ausrechnen:
1—-y
H(x,y) = dey + h(x)

= H(x,y) =In(y) —y + h(x)
Zur Bestimmung von h(x) rechnen wir nun:

2+x

0H
—=0+h'(x) = —
ox

Integration liefert:



h(x) =-2-In(x) — x
und als Losung

Hx,y)=In(y) —y—2-In(x) —x

(1.1) Proposition

Wenn System (1) zwei integrierende Faktoren R; und R, ein einer offenen Teilmenge U von
F? hat, dann ist die Funktion R; /R, in der offenen Menge U\ {R, = 0} cin erstes Integral,
sofern R, /R, nicht konstant ist.

Bewelis:

Da R; ein integrierender Faktor ist, erfiillt es X(R;) = —R; div(P, Q) fur i = 1,2. Proposition
(1.1) folgt dann unter Anwendung der Rechenregeln aus:

Ry ((X(RD)R; — R (X(Ry)
o) ( )

— R%

—Ry - div(P,Q) "R, — (=R -div(P,Q)  Ry) 0
R;

§4 Satze iiber invariante algebraische Mengen

(1.2) Lemma

Seien f, g € C[x,y]. Wir nechmen an, dass f und g im Ring C|[x, y] teilerfremd sind. Dann ist
fir ein System der Form (1) Y = {(x,y); f - g = 0} eine invariante algebraische Menge mit
Kofaktor Kr, genau dann wenn M = {(x,y); f =0} und N = {(x,y); g = 0} invariante
algebraische Mengen mit Kofaktoren Ky und K sind. AuBerdem gilt K¢, = K¢ + K.

Bewels:

Wir setzen voraus, dass Y = {(x,y); f g = 0} eine invariante algebraische Menge mit
Kofaktor K, ist. Nach (*) gilt dann:

X(f-9)=X(f)g+f X(g)=Ksg-fg

Da fund g teilerfremd sind, gilt:

f teilt X (¢) und g teilt X(g). Setzt man nun @ = Ky un % = Kyein, so sind f=0 und g =

0 invariante algebraische Mengen von f mit Kofaktoren Ky und K.



Eingesetzt ergibt sich:
X(f-9) =K fg+Ky-fg

= fg(Kr + Kg)
g.e.d.

(1.3) Proposition

Angenommen f € C[x,y]undes f = fln1 ..f,'" die Aufteilung von f in irreduzible Faktoren
tiber C[x,y]. Fir ein System von Polynomen wie (1) ist dann Y = {(x,y); f = 0} eine
invariante algebraische Menge mit Kofaktor Ky genau dann wenn f; = 0 fiir jedes i = 1, ..., 7
eine invariante algebraische Menge mit Kofaktor Ky, ist.

AuBerdem gilt Kr = n, Ky, + ...+ n,. K.

Beweis:

Aus Lemma (1.2) wissen wir, dass Y = {(x,y); f = 0} genau dann eine invariante
algebraische Menge mit Kofaktor K ist, wenn M = {(x,y); f' =0} fiir jedes i = 1,...,7
mit Kofaktor K i 1st.

Es gilt auBerdem:

Um den Satz zu beweisen, reicht es aus zu zeigen, dass M = {(x, y); fini = 0} fiir jedes

i = 1,...,r invariante algebraische Menge mit Kofaktor K P ist, genau dann wenn N =
i

{(x,y); fi = 0} invariante algebraische Menge mit Kofaktor K, ist.

Annahme: Sei M = {(x,y); fini = (0} ist invariante algebraische Menge mit Kofaktor K e
Dann gilt:

Ko [ = X(F") = mi 770 XD

1
<:>X(ﬂ):n_.Kfini.ﬂ

1

Definieren wir K i /ni = K, so erhalten wir, dass N = {(x,y); f; = 0} invariante

algebraische Menge mit Kofaktor Ky, ist, so dass K i = n;Ky,.



§5 Exponentielle Faktoren
Definition: Seien h, g € C[x, y] und angenommen dass h und g entweder teilerfremd im Ring
C[x,y] sind oder dass h =1 ist. Dann nennt man die Funktion exp (g/h) einen

exponentiellen Faktor des Systems (1), wenn sie fiir ein Polynom K € C[x, y] von hdchstens
Grad m — 1 die Gleichung

X (exp (%)) = K exp (%) 7)

erfiillt. Auch hier ist K der Kofaktor des exponentiellen Faktors exp(g/h).

Funktion (7) erfiillt demnach dieselbe Gleichung, wie die invarianten algebraischen Mengen,
mit einem Kofaktor von hochstens Grad m — 1.

Hinsichtlich der Integrierbarkeit von System (1) sind die exponentiellen Faktoren zweifach
wichtig. Einerseits erfiillen sie Gleichung (7) und andererseits sind ihre Kofaktoren Polynome
von hochstens Grad m — 1. Dies bedeutet, dass die exponentiellen Faktoren im Bezug auf die
Integrierbarkeit von (1) dieselbe Rolle spielen wie die invarianten algebraischen Mengen.

Wir halten fest, dass die exponentiellen Faktoren keine invarianten Mengen fiir den Fluss des
Systems (1) definieren, da sie nie null sind.

(1.4) Proposition

Wenn F = exp(g/h) ein exponentieller Faktor von System (1) ist, dann ist Y = {(x, y); h =
0} eine invariante algebraische Menge und g geniigt der Gleichung

X(g) = gK; + hKg,

wobei K,und Krdie Kofaktoren von h und F sind.

Bewelis:

Da F exponentieller Faktor mit Kofaktor K ist, gilt:

e () =1(o0 (2)
o (2)-(2) = exp(§) Q1= XO

9 -
©h?* Kp=X(g)-h—X(h)g

h

Da h und g teilerfremd sind, gilt: h teilt X(h). Also ist Y = {(x,y); h = 0} invariante

algebraische Menge mit Kofaktor K, = %



Also gilt mit K, = %z

X(g)-h=X() g+ h? Kg

© X(g) =g -Kp+h-Kg

g.e.d.



Rechenregeln
ES gllt X(Hl : Hz) = X(Hl) : Hz + X(Hz) - Hl
Bewels:

X(HyHy) = D(Hy " Hp) " f(x,y)

—<H 6H2+H aHlH 6H2+H 6H1> @)
A" 2 oox Y oy > Ay fley
Moy My Oy O
- 1 ax 2 ax 1 ay Q 2 ay Q
_y (6H1 P+6H1 )+H <6H2 P+6H2 )
2\ ox dy ¢ '\ ox dy ¢
Mit:

0H; 0H;
X(Hl) P'E‘FQ'W l=1,2
folgt:

X(Hy - Hp) = X(H,) - Hy + X(H) - Hy

Quotientenregel

Zu zeigen:
X(ﬂ) _ Hy - X(H;) — Hy - X(H,)
H, H2

1
X(H, -H3Y) :X(H1)'H—+X(H2_1)'H1
2

1 1
= KO-+ X () (— H—) H,

2

_ Hy - X(Hy) — Hy - X(H3)
H;




