Reihenentwicklung III
Vortrag zum Seminar Gewohnliche Differentialgleichungen, 06.12.2011
Stella Ziegler

Viele Differentialgleichungen, besonders solche die Anwendung in der Physik fin-
den, konnen den Satz 1.7 aus dem ersten Vortrag nicht erfiillen. Fiir diese Differen-
tialgleichungen kann jedoch die Methode der Potenzreihenentwicklung abgeédndert
werden. Ziel dieses Vortrags ist es, diese Modifizierung kennenzulernen und an Bei-
spielen anzuwenden.

§1 Singuldre Punkte linearer Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt lernen wir den singuliren Punkt und seine Bedeutung fiir das
Losen von Differentialgleichungen kennen. Der Begriff wird zunéichst tiber die Eu-
lersche Differentialgleichung eingefiihrt.

— Der singulire Punkt —

Wir betrachten zunéchst die Eulersche Differentialgleichung 2. Ordnung;:
(t—t)2y +(t—to)ay +ay =0, yeR 1)

to, a1, ap € R.

Die Eulersche Differentialgleichung ist ein erster niitzlicher Prototyp fiir die all-
gemeine Situation. Gleichung (1) hat mindestens eine Losung der Form |t — to|™
und eine zweite linear unabhéngige Losung der Form |t —ty|*2, z; # zp oder
|t — to|* log |t — to|. (Dies kann man nachrechnen.)

Dies ldsst sich aus der Gleichung
224 (g —1)z+a, =0 (2)

herleiten, die entweder zwei verschiedene Nullstellen z1, z, oder eine doppelte Null-
stelle zjbesitzt. Gleichung (2) heifst Indexpolynom. Wo dieses herkommt sehen wir
spater.

Wir erkennen, dass das Satz 1.7 hier nicht angewendet werden kann, da p(t) =

e q(t) = (t—a—?oﬁ nicht analytisch sind fiir ¢ = #.
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Weiter gilt jedoch, dass in einer Umgebung eines Punktes t; # to der Satz 1.7 trotz-
dem erfiillt ist. Jede Losung ist analytisch fiir t; # ty aber nicht in jedem Fall fiir t.
Der Punkt t = ty spielt daher eine besondere Rolle.

(3.1) Definition (singuldrer Punkt)

Es seien typ € Rund ag, a1, a; : R — R in f( analytische Funktionen, wobei ag(ty) =0
und a;(fp) # 0 fiir mindestens ein i € {1,2}. Dann heift ty singulirer Punkt der
Gleichung

ao(t)y" +ar(t)y +az(t)y = 0. 3)
(Fur den Fall, dass ap(tyg) = a1(tp) = ax(tg) = 0, teilen wir Gleichung (3) durch ein

geeignetes Vielfaches von (f — ty) bis mindestens ein Koeffizient von null verschie-
den ist.)

Verallgemeinert ist {; ein singuldrer Punkt der Gleichung
ao()y"™ +ar()y" D+ a1 (Y +an(t)y =0,

fiir in to analytische Funktionen a; : R - R, 0 <i <n —1, ap(tp) = 0und a;(t) # 0
fur mindestenseini, 1 <i<n—1.

Punkte mit analytischen Koeffizienten a;(¢),0 < i < n — 1, die diese Bedingung nicht
erfiillen, nennen wir requlire Punkte. o

Wir werden sehen, dass das Verhalten der Losungen von Gleichung (3) nahe dem
singuldren Punkt f( stark davon abhédngt, wie schnell sich ay(¢) null annghert fiir
t — tp.

Aus diesem Grund charakterisieren wir zwei verschiedene Typen von singuldren
Punkten.

(3.2) Definition (reguldrer singuldrer Punkt)
Der Punkt to heifst regqulirer singuliirer Punkt der Gleichung (3), wenn er ein singulédrer
Punkt ist und es gilt

so dass (t — to)p(t) und (t — tg)?q(t) analytisch in t = t; sind.

Fiir den verallgemeinerten Fall wird gefordert
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so dass (t — to)p1(t), (t—t9)?pa(t), ... (t—ty)"pu(t) analytisch in t = ty sind.
P p p y

Einen reguldren singuldren Punkt, der diese Bedingung nicht erfiillt, nennen wir
irrequliiren singuliren Punkt. o

Satz 1.7 beschreibt das Verhalten von Losungen in einer Umgebung eines reguldren
Punktes.

Unser nédchstes Ziel besteht darin, dass Verhalten von Losungen in einer Umgebung
eines reguldren singuldren Punktes zu untersuchen.



Reihenentwicklung III §2 Losungen nahe eines reguldren singuldren Punktes

§2 Losungen nahe eines reguldren singuldren Punktes

Aus den Definitionen 3.1 und 3.2 aus dem ersten Abschnitt konnen wir folgern, dass
die Gleichung (3) genau dann einen regulédren singuldren Punkt bei t = tg hat, wenn
(3) in der Form

(t=t0)%y + (t —to)a(t)y + B(t)y =0 4)
geschrieben werden kann, wobei a(t) = % und B(t) = % analytisch
in to sind und mindestens eine Zahl «(ty), B(ty), B (to) ist verschieden von null
(sonst teilen wir durch (t — ty)?).

Um den Sachverhalt zu vereinfachen, ist es von Vorteil eine Transformation durch-
zufithren. Der Wechsel unabhéngiger Variablen von t zu x = t — t; befahigt uns
den singuldren Punkt ¢y aus Gleichung (4) in den Ursprung zu iiberfiihren ohne die
Form der Gleichung zu dndern.

Definiere #(x) = a(tp + x) und B(x) = B(to + x), wobei & und B analytisch sind in
x = 0, da @ und B analytisch sind in t = t,.

Des Weiteren setze

y(x) = y(to + x).

Mit der Kettenregel folgt dann:

Y 4 xw(x) Y 4 By = o. 5)

Gleichung (5) hat nun die gleiche Form wie (4), mit dem reguldren singuldren Punkt
x = 0. Andersherum, wenn z(x) eine Losung von (5) ist, so wissen wir, dass z(t) =
Z(t — to) eine Losung von (4) ist.

Fiir die weiteren Uberlegungen nehmen wir an, dass eine Transformation in der
oben gezeigten Form bereits durchgefiihrt wurde und betrachten im Weiteren die
Gleichung

2y’ +ta(t)y +B(t)y =0, 6)
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dabei sind &, B : R — R gegebene Funktionen, die analytisch sind in ¢ = 0 und
durch die Potenzreihen

a(t) = g arth, B(t) = E Btk
k=0 k=0

dargestellt werden. Diese konvergieren in einem Intervall |t| < r (r > 0), wobei ay,
Bo, B1 nicht alle null sind. Dies folgt aus der Aussage, dass a(t), B(to), B (to) nicht
alle null sind.

Bevor wir im nédchsten Vortrag die allgemeine Theorie kennenlernen, wollen wir
uns in dieser Ausarbeitung drei Beispiele genauer ansehen, die veranschaulichen,
welche Probleme beim finden von Losungen von Differentialgleichungen entstehen
konnen.

(3.3) Beispiel

Die Gleichung 2ty" +y + ty = 0 hat einen reguldren singuldren Punkt bei t = 0.

Wir wollen einen Ausdruck fiir die allgemeine Losung finden, so dass diese in einer
Umgebung von t = 0 giiltig ist.

Dafiir werden zwei linear unabhédngige Losungen gesucht, welche wir mit Hilfe der
erweiterten Gleichung bestimmen

1 1 !/ 1
Py + Sty + Etzy = 0. 7)

Diese ist nun in der Form von Gleichung (6) mit a(t) = 3, B(t) = 3t*>. Da « und B

analytisch sind in t = 0, ist t = 0 ein reguldrer singuldrer Punkt.

Wir veruchen eine Losung in der Form [t|* ¥ cxt¥ (co # 0) zu finden, wobei die Kon-
k=0
stanten z und ¢, durch Einsetzen des Losungsansatzes in die Differentialgleichung

(0]

(7) bestimmt werden. Wir nehmen zunichst an, dass die Reihe Y ¢;tf auf einem
k=0

Intervall um t = 0 konvergiert und zeigen erst im Nachhinein die Konvergenz der

Losung und konnen so die Giiltigkeit der Umformungen folgern. Auf die Existenz
oder Findeutigkeit einer Losung, mit Anfangsbedingungen fiir ¢t = 0, konnen wir
hier nicht wie in Vortrag 2 mit Korollar 4.15 (bekannt aus der Vorlesung Kapitel I)
riickschliefSen, da die Voraussetzungen nicht erfiillt sind.

Da t = 0 ein singuldrer Punkt der Gleichung (7) ist, fithren wir eine Fallunterschei-
dung zwischen ¢t < 0 und ¢ > 0 durch.

1.Fall t > 0:
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Wir nehmen an, dass die Losung von der Form ¢(t) = ## ¥ ctf = ¥ cpt?F ist.
k=0 k=0
Dann folgt fiir die Ableitungen:

§(t) = Y cplz + R)EHT
k=0

¢ (1) =Y cr(z+k)(z+k—1)FF2
k=0

Durch Einsetzen in (7) erhalten wir:

"

1, 1
P (t)+ Sto (5 + Etzqv(t)

:k;:)ck(z—i—k)(z—i—k—l)t“k—i—Elgck(z+k)t2+k+§]§)ckt“k+2
=Y allz+k)(z+k—1)+ 5 (z+K)] t2+k+§ Y o™
k=0 g m=2

-

=(z+k) (z+k—1)

1 1 > 1 1
= coz(z — 5)1‘7“ +ea(z+1)(z+ E)tzﬂ +) [z +k)(z+k- E)Ck + Eckfz]tﬁk
k=0

Wir setzen f(z) = z(z — 1), dann gilt fiir die Gleichung mit ¢ > 0:

" 1 ! 1
2o (t) + Ste (1) + 59(t)

c | t)
= Fleof(z) +eif(z+ 1)t + Z {f(z+k)ck+ Eck"’-} 1 =0

k=2

Damit wird die Gleichung (7) mit der Funktion ¢(t) = t* ¥ cxt*, t > 0 nur erfiillt,
k=0

wenn Gleichung (8) verschwindet. Da wir vorausgesetzt hat’&en, dass cg # 0 ist, muss
mit dem Identitdtssatz fiir Potenzreihen (siehe Vortrag 1) gelten:

f(z)=0, c1f(z+1)=0, f(z+k)ex+3ck2=0, k=2,3,4,...

Die Funktion f(z) ist das sogenannte Indexpolynom. Fiir eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung und reguldrem singuldrem Punkt ¢ = 0 ist dieses Polynom immer
quadratisch. Die Begriindung fiir diese Eigenschaft sehen wir im nédchsten Vortrag.
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In diesem Beispiel gilt f(z) = z(z — 1). Die Bedingung f(z) = 0 ist also fiir z =
und z = 0 erfullt.

Im ersten Fall sei z = % Dann miissen wir ¢; = 0 wahlen, damit die Gleichung
c1f(z+1) = 0 erfiillt ist (da f(3) # 0). Des Weiteren konnen wir jetzt die Koeffizi-
enten ¢x (k > 2) aus der Gleichung f (% +k)cp + %Ck_z = 0 bestimmen.

Da f(% +k) = (k+ 1)k # 0 fiir k = 2,3,4,... kénnen wir die Gleichung umformen

zu
—1

T 2k(k+ 1)
und erhalten somit alle Koeffizienten, die in Abhdngigkeit von cg ausgedriickt wer-
den konnen.

Cy Ck—2 k:2,3,4,...

1 :0, C3:0,...,02m,1:0,...
c = 1 c __CO
P 2020+t 2
1 _
s ) o

:2.4(4+%)C4_2:4-9:2.4-5-9""
€0

— (—1)™

= () S s am 5.9 @m T 1)

Das ¢y, mit der oben genannten Gleichung erfiillt ist, zeigen wir mit vollstindiger
Induktion.

Behauptung: ¢y, = (_1)m2~4-6...2m';99...(4m+1)
(IA): m=1
_ (=D’
Cr = 2.5 v

(IV): Es gelte die Behauptung fiir ein m € IN.
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(_1)m+1C0
2:4...2(m+1))-59...(4(m+1)+1)

(IS): zu zeigen: ¢4 1) =

Co(m+1) = C2am+2

~1
T 2om+2)emi2+ L) "
_ —1-(=1)"co
(2m+2)22m+3)-2-4...(2m)-5-9...(4m+1)
B (_1)m+1CO
2-4...2m)-(2m+2)-5-9...(4m+1) - (4m +5)
(—1)"+1eg

T 24...2m+1)-5-9...(4m+1)+1)
Damit ist per vollstandiger Induktion die Behauptung fiir alle m € IN gezeigt.

o0
Durch Einsetzen in die Losung ¢(t) = t* ¥ ¢, erhalten wir einen Kandidaten fiir

die Losung der Gleichung (7) (t > 0):

() = 1+ ¥y s et (2= 3, mit der Wahl co = 1)
m=

Im zweiten Fall ist z = 0. Hier gilt f(z) = 0 und cy ist frei wédhlbar. Weiter muss
c; = 0 sein, damit die Gleichung c¢1f(0+ 1) = 0 erfiillt ist, da f(1) = 3 # 0 ist.
Auflerdem muss f(k)cy + %ck_z =0 fiir k = 2,3,4, ... erfiillt sein.

Da f(z+k) = f(k) = k(k—3%) # 0 fiir k = 2,3,... kénnen wir die Gleichung
umformen zu:

1
Cp = — )Ck_z, k:2,3,

2k(k —

N[—

Mit analogen Uberlegungen wie oben erhalten wir einen zweiten Kandidaten als
Losung fiir Gleichung (7) (t > 0):

_ o =" m
¢2(t) =1+ m§1 2-4...(2m)~3-7...(4m—1)tz




Reihenentwicklung III §2 Losungen nahe eines reguldren singuldren Punktes

Ziel ist es nun zu zeigen, dass ¢; und ¢, wirklich Lésungen der Gleichung (7) sind
(auf einem Intervall 0 < t < a) und das ¢; und ¢, auf diesem Interball linear
unabhéngig sind.

Doch zuvor bemerken wir, dass die vorangegangenen Rechnungen unter Vorraus-
setzung der Konvergenz auch fiir t < 0 giiltig sind, wenn #* durch |t|* = ¢°8/
ersetzt wird.

Damit haben wir fiir t # 0

oi(t) = 121 +n§ 2-4...(zm>(-—51-);1...(4m+1)t2m]’
] o 2 ©)
¢2(t) = 1+n;12.4_”(2m)-3-7...(4m—1)t

als mogliche Losungen fiir (7).

Als néchstes wenden wir das Quotientenkriterium auf ¢ (t) und ¢, (t) an und zeigen
so die bis jetzt nur angenommene Konvergenz der Reihen.

Wir zeigen zunéchst die Konvergenz von ¢1(t).

Sei dafiir U (t) = 2~4...(2m()-_51-g...(4m+1)tzm 70 vmeN.
Dann folgt:
U ()| (—1)m+1.2m+2 2-4...(2m)-5-9...(4m+1) | _ 2
Unt(lt) ‘ = ‘2-4..‘(2m+2)-5-9...(4m+5) (nil)mﬂmm ‘ = (2m+2§(4m+5) — 0,m — 0.

Damit konvergiert die Reihe 1+ Y~ U, () absolut fiir —co < t < oo.

m=0
Um die Konvergenz von ¢;(t) zu zeigen, wihlen wir V, (t) = 5 4.”(2m()._31.7’i( 1) $2m £
0 VmeN.
Dann folgt:
Vi1 ()| (—1)m+1.p2m+2 24..(2m)-3-7...(4m—1) | _ £2
0 ‘ = ‘2~4...(2m—|—2)-3-7...(4m+3) (—1)m-f2m = Cmi2)@Enss) O m = .

Damit konvergiert die Reihe 1+ Y~ V,(t) absolut fiir —co < t < o0.

m=0
Wir wissen nun das unsere Rechnungen, die wir zur Bestimmung von ¢; und ¢,
durchgefiihrt haben, fiir —co <t < 0 und 0 < t < oo gerechtfertigt waren. (Der Wert
t = 0 muss ausgelassen werden, weil die Differentialgleichung am singuldren Punkt
keine Bedeutung hat.)
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Es wird nun noch gezeigt, dass die Losungen ¢; und ¢, linear unabhdngig auf
—00 <t <0und 0 <t < oo sind und damit auf jedem Intervall, welches nicht die
Null enthilt.

Bewelis:

Angenommen ¢ und ¢, sind linear abhingige Losungen auf —co < t < 0 bzw.
0<t<oo.

Dann existieren nach Definition zwei Konstanten A und B, mit A # 0 und B # 0, so
dass fiir jedes t mit —co <t < 0bzw. 0 < t < oo gilt:

Ap1(t) + Boa(t) =0

Durch Einsetzen erhalten wir:

Ae1(t) + Bea(t)

_ % - (_1)m m
= Al [1+1§12-4...(2m)-5-9...(4m+1)t2 )
. (_1)m 2m
Bt L o a3 am D) )

Sei nun 0 < t < oo dann folgt fiir die obere Formel:
Ag1(t) + Boa(t)

— A1+ A i (=1)" $2m+3
2-4...(2m)-5-9...(Am+1)

m=1
S (_1)m 2m
B+ B t
BB Y g @m) 3.7 @ =)
1 1 5 1 1 9 1
= At? + B— —t7 — _Bt* + —At? + —Bt* + ...
B+ B — oot — 2B o AR+ Bt

Wir erkennen, dass B die niedrigste Ordnung hat mit B - t°. Damit die Gleichung
null werden kann muss dann mit dem Identitdtssatz fiir Potenzreihen und laut Ko-
effizientenvergleich B = 0 sein. Es gilt dann weiter:

Api(t) = —Bpa(t) =0 Vte (0,00)

Daraus folgt aber, dass A = 0 sein muss, was ein Wiederspruch zur Annahme ist.

10
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Analog zeigt sich die Behauptung fiir —co <t < 0.
Damit ist gezeigt, dass ¢1 und ¢, zwei linear unabhédngige Losungen sind.

Wir wissen nun aufierdem, da eine Differentialgleichung zweiter Ordnung vorliegt,
dass sich eine allgemeine Losung auf einem Intervall ohne den Ursprung darstellen
lasst als

a191(t) + axga(t)

mit a1, ap € R und frei wahlbar.

Wir haben nun in Beispiel 1 gesehen, wie man zwei linear unabhingige Losungen
mit Hilfe der zwei verschiedenen Nullstellen des Indexpolynom bestimmen kann.

Das néchste Beispiel soll zeigen, dass dies nicht immer moglich ist, was den Prozess
der Losungsfindung erschwert. Wir betrachten dafiir nun eine Differentialgleichung
deren Indexpolynom nur eine Nullstelle besitzt. o

(3.4) Beispiel
Wir betrachten die Gleichung

ty// + y/ + y _ 0
die sich mit t erweitert wie folgt darstellt:

Py +ty +ty =0 (10)

t = 0 ist ein regulérer, singuldrer Punkt der Gleichung (10), die in der Form von

Gleichung (6) ist, da a(t) =1, B(t) = t beide analytisch sind in t = 0.

Wir nehmen wieder an, dass ¢(t) = [t|* ¥ cxt* (co # 0) eine Losung auf einem
k=0

beliebigen Intervall (ohne den Ursprung) ist.

Fir t > 0 verfahren wir dann wie in Beispiel 1 und erhalten durch einsetzen der
Ableitungen

¢ (t) =Y cx(z+ k)t
k=0

¢ (1) =Y cr(z+k)(z+k—1)FF2
k=0

11
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in (10):

29 () +tg (t) + to(t)

I
agk

T
[en)

I
agk

(k+z)(k+z— 1)t + Y (k4 z)ept" = + Y gpt* =

k=0 k=0

[(k+z)(k+z—1)+ (k+ z)lcktk+z +) Cr_1t<H2

k=0

k=1

(k+z) (k+2)=(k+z)?

I
[

k

=z%cot* + Y _[(k
k=1

= t*[f(z)co + i

k=1

Il
o

mit f(z) = 22,

(k+Z)2thk+Z + Z Ck,lfk+z

k=1

+ Z)ZCk + Ckf1>]tk+z

{f(k+2z)ck + cx_1} ]

Damit Gleichung (10) erfiillt wird muss nach dem Identitdtssatz fiir Potenzreihen

wieder gelten, dass f(z) =
1,2,....

0ist, dacy # 0und f(k+z)cx+cx 1 =0 mitk =

Das Indexpolynom f(z) ist wie in Beispiel 1 quadratisch aber mit doppelter Null-

stelle z = 0.

Da f(z+k) #0ist furk =1

,2,.. . gilt
==t k=12,....

Wir erhalten die Koeffizienten

Co (o]
Cy) =

— =

Co C2 3 co
— (—1)2 — 2 _qp_ S
(Vi eo=—5=0Uimm

Behauptung: Die Koeffizienten lassen sich darstellen als ¢ = (—1)F-—.

k .
12

i=1

Beweis: Wir beweisen die Behauptung mit vollstindiger Induktion.

12
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(IA): k=1
c1=-¢c Vv

(IV): Es gelte die Behauptung fiir ein k € IN.

(IS): zu zeigen: cx ;1 = (_1)k+1kf+

IT#
i=1

Ck . (—1)kC0 . (—1)k+1C0

Ck+1 = — = -
k+1)2 k k+1
KD i fie e
=1 i=1

1

Damit ist die Behauptung fiir alle k € R gezeigt.

o0
Durch Einsetzen in die Losung ¢(t) = |t|° ¥ cxt*, erhalten wir einen Kandidaten
k=0

tiir die Losung der Gleichung (10):

o (_1\k
p(t) =1+)_ (=1) t*  (z = 0, mit der Wahl ¢y = 1)
k=1 I 2

i=1

Wir wollen nun noch die Konvergenz der Losung zeigen.

Wir wihlen dafiir Ui (t) = (;—1)ktk # 0 Vk € N. Dann folgt:
I
i=1

k
2
H ! tk-‘rl ¢

i=1 _
(_1)k el (k+1)2 — 0, m — oo.

‘Ukﬂ(t)‘ | (=Y
YO T e sy
i=1

Damit ist die Reihe konvergent und die durchgefiihrten Rechnungen waren giiltig.

Wir sehen in diesem Beispiel, dass wir auf diese Weise nur eine Losung der Form

it ¥ cxt* finden konnen. Da aber die Differentialgleichung (10) von zweiter Ord-
k=0
nung ist, muss es auch zwei linear unabhingige Losungen geben, die dann nicht

von derselben Form sein miissen. Wie man die zweite Losung bestimmen kann ist
Teil des iiberndchsten Vortrags. o

13
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(3.5) Beispiel
Im dritten Beispiel betrachten wir nun den Fall, dass obwohl das Indexpolynom
zwei verschiedene Nullstellen hat, es nicht moglich ist, zwei linear unabhédngige

[e9)
Losungen der Form |t|* Y cxtf zu finden sind.
k=0

Dafiir untersuchen wir folgende Differentialgleichung;:
ty// —"_ ty/ . y _ O’
die mit t erweiterte Gleichung (11) liefert:
2y + 2y —ty=0. (11)

Auch hier ist t = 0 regulédrer singuldrer Punkt und da Gleichung (11) in der Gestalt
von Gleichung (6) vorliegt erhalten wir a(t) = t und B(t) = —t.

Wie in den Beispielen zuvor, folgt wieder mit dem Ansatz ¢(t) = |t|° ¥ ct* fiir
k=0
t>0: -
9 (1) = ) ez + k)t
k=0
¢ (1) =Y cx(z+k)(z+k—1)FF2
k=0

und wir erhalten durch Einsetzen:
¢ (1) + 129 (t) — to(t)

(k+z)(k+z— D)t + Y (k4 z)ept = — Y gpth =t
k=0 k=0

Il
agk

k

I
o

(k+z)(k+z— 1)t + Y (k42 — 1)cpth =11
0 k=0

I
agk

k

=z(z—1)cot* + i [(k+z)(k+2z—1)cp + (k+2z —2)cp_q]tFH>
k=1

= *[f(z)co + i {f(k+z)cp + (k+z—2)ck_1} ¢k
k=1

mit dem Indexpolynom f(z) = z(z — 1).

14



Reihenentwicklung III §2 Losungen nahe eines reguldren singuldren Punktes

¢(t) kann nach dem Identitéitssatz fiir Potenzreihen nur Losung sein wenn f(z) =0
ist, da cg # 0 ist. Dies gilt fiir z = 0 und fiir z = 1.

AuBlerdem muss f(z +k)cx+ (k+2z—2)c,1 =0, firk =1,2,... sein.
Mit z = 1 gilt:
Fk+1) =k(k+1)£0 k=1,2,...

Damit konnen wir folgern:

fA+k)ep+ (k+1—-2)c, 1 =
S kk+1)cp+ (k—1)ckq =
_ —(k-1)
< Ck k(k+ 1) Ck—1s k= 1,2,

Dies fiithrt uns zu ¢, = 0 fir k = 1,2,... und mit der Wahl von ¢y = 1 erhalten
wir als Losung ¢(t) = |t| (t # 0). Diese Losung ist konvergent und damit sind die
vorausgegangenen Umformungen giiltig.

Um eine zweite Losung zu bestimmen betrachten wir z = 0 und erhalten so eine
rekursive Formel:

fO+k)exy+ (k+0—2)ck1 =0
(:)k(k—l)ck+ (k—Z)Ck_l =0, k=1,2,...

Betrachten wir nun zum Beispiel k = 1 so gilt:
0- C1 —Cy = 0

Da aber ¢y # 0 gilt ist die Gleichung unerfiillbar und es kann keine Losung gefunden
werden, obwohl wir zwei verschiedene Nullstellen fiir das Indexpolynom ermittelt
haben. o

(3.6) Bemerkung

Eine Differentialgleichung ist in ihrem singuldren Punkten nicht definiert. Wir haben
daher in den Beispielen den singuldren Punkt rausgelassen und nur Punkte in der
Umgebung betrachtet. Oft kann aber die Losung einer Differentialgleichung im sin-
guldren Punkt stetig fortgesetzt werden. Dies zeigt sich zum Beispiel fiir die Losung
@2(t) aus Beispiel 3.3, welche in t = 0 setig fortsetzbar ist mit ¢, (t) = 1. ©
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Reihenentwicklung III §2 Losungen nahe eines reguldren singuldren Punktes

Abschliefiend halten wir fest, was wir in den drei Beispielen gesehen haben.

o0
Im ersten Beispiel konnte man zwei linear unabhéngige Losungen der Gestalt [t|* Y cxtF

finden. Das Indexpolynom hatte zwei verschiedene Nullstellen. Im zweiten Beispiel
hatte das Indexpolynom eine doppelte Nullstelle. Es wurde eine Losung der Form

[o°]
t|* & cxt* gefinden, jedoch keine Zweite. Das dritte und letzte Beipsiel hat ver-
k=0
deutlicht, dass auch wenn das Indexpolynom zwei verschiedene Nulstellen hat, dies
(]
keine Vorraussetzung fiir zwei linear unabhangige Losungen der Gestalt [t|* ¥ citF

ist. Es konnte nur eine konvergente Potenzreihe gefunden werden.

An dieser Stelle schliefit die Ausarbeitung. Ziel der ndchsten Vortrage ist es, die nun
aufgekommenen Probleme zu erarbeiten und Methoden zu finden, die es ermdgli-
chen auch Losungen fiir die Beispiele 2 und 3 zu finden.
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