Die Modulgruppe
Vortrag zum Seminar zur Funktionentheorie, 17.10.11

Artur Dick

In diesem Vortrag betrachen wir zundchst Operationen der Gruppe GL(2,C) bezie-
hungweise SL(2,C) auf C? sowie C und dem projektiven Raum P!(C). Anschlie-
Bend fithren wir Gitter in C ein und betrachten Operationen der Modulgruppe
I' =SL(2,C) auf diesen und der positiven Halbebene H. Zum Schluss hin schlie-
Ben wir auf ein exaktes Vertretersystem des Bahnenraums I'\ H.
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§1 Die Gruppe GL(2,C)

In diesem Abschnitt betrachten wir die Gruppe GL(2,C) welche wir auf dem Pro-
jektiven Raum IP'(C) durch multiplikation operieren lassen. Wir werden sehen, dass
man diese Operation mit der Operation von GL(2,C) auf C durch gebrochenlineare
Transformation, welche aus der Funktionentheorie I bereits bekannt ist, identifizie-
ren kann.

Wir erinnern zunéachst an die

(1.1) Definition
1) Sei G eine Gruppe und M eine Menge. Eine Operation der Gruppe G auf der
Menge M ist eine Abbildung

GxM-—M, (gm)— gm

mit den folgenden zwei Eigenschaften:
a) 1.m = m fiir alle m € M, wobei hier 1 das Einselement von G ist.
b) g.(h.m) = (g.h).m fir alle g,h € G,m € M

2) Die Gruppe G operiere auf den Mengen N und M. Eine Abbildung ¢ : N - M
heifst G-vertraglich oder dquivariant, falls gilt

p(g.n) =g.9(n) firallen € N,g € G

Ist ¢ bijektiv, so heiflen die Operationen G-dhnlich und ¢ ist dann eine G-Ahnlichkeito

Beachte, dass die Abbildung

M— M, m+—— gm

fir jedes ¢ € G bijektiv ist, denn zu ¢ € G existiert stets das eideutige Inverse
Element ¢~! € G sodass dann

g l(gm) = (g g)m=m

gilt.
Wir betrachten jetzt die Gruppe GL(2,C) := {g € C>*?| det(g) # 0} die auf
C? — {0} durch Multiplikation von rechts operiert, also

g.(z,w) = (z,w)g" = (az + bw, cz + dw) (1)
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mit g = (?%) € GL(2,C) und (z,w) € C* — {0}.
Beachte dazu dass

81-(82:2) =285 81 = z(8182)" = (2182) 2

fiir alle g1, ¢> € GI(2,C) und z € C? — {0}.

Wir definieren den Projektieven Raum P!(C) := {(z) | z € C?> — {0}}, also die Men-
ge aller eindimensionalen Teilrdume in C>.

Wegen ¢.(Az) = (A(azq + bzp), A(cz1 +dzp)) = A(g.z) operiert GL(2,C) auch auf
P!(C) mittels g.(z) = (gz).

Die Elemente von IP!(C) bezeichnen wir mit [z, w], wo (z,w) € C? — {0} ist. Beachte
dass [z, w] = [z/,w'] genau dann gilt, wenn es ein A aus C* gibt mit (z, w) = A(Z/, w’)
(*), Daraus erhalten wir den Isomorphismus

C? - {0}/C* — PYC), C*(z,w) — [z, w)]

wobei die Injektivitit und Wohldefiniertheit aus (*) folgt und Surjektivitit nach der
Definition der Elemente von IP'(C) offensichtlich ist.

Ist nun w € C* dann ergibt sich wegen [z,w] = [w™!z,1] genau ein Vertreter der
Form [Z,1], wo { € C beziehungsweise [1,0] falls w = 0 ist (*x). Dies fithrt uns auf
das

(1.2) Lemma
Die Abblidung
~ ,1], fall
®:C — PYC), z+— 2,1, falls z 7 co
[1,0], fallsz = o0
liefert eine Bijektion. o
Beweis

Wegen (xx*) betrachten wir nur Elemente der Form |z, 1] beziehungsweise [1,0] aus
P(C).

® ist offensichtlich surjektiv. Seien nun [z, 1], [w, 1] € P}(C) mit [z,1] = [w, 1]. Dann
existiert ein A € C* mit (z,1) = A(w,1). Aus der zweiten Komponente ergibt sich
A =1und somitz =w. [

Wir kénnen somit IP*(C) mit C, der sogenannten Riemannschen Zahlenkugel identi-
fizieren. Damit haben wir nun fiir g = (?%) € GL(2,C) und [z,1] € P!(C)

az+b

¢z, 1] =[az+b,cz+d] = [m,

1]
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falls cz 4+ d # 0 sowie
Q.[z, 1) =[az+b,cz+d] = [1,0]

andernfalls, und

¢.[1,0] = {[%/1] falls ¢ # 0

[1,0], sonst

Andererseits ist aus der Funktionentheorie I die Operation von GL(2,C) auf der
Riemannschen Zahlenkugel durch gebrochenlineare Transformation bekannt. Also

Z_az—l—b
84% 214
falls cz+d # 0 und
9.z =00

andernfalls. Zu dem erhalt man

g.0c0 = lim
|z| =00

Z:{g falls ¢ # 0

oo, sonst

Wir stellen also fest, dass ® GL(2,C)-dquivariant ist. Da ® zusitzlich bijektiv ist,
sind die beiden Operationen sogar dhnlich.
Wir erhalten somit das Diagramm

c—% ¢
CIDl O]

welches fiir alle ¢ € GL(2,C) kommutiert.
Beachte, dass az + b und cz + d nie gleichzeitig Null sein kénnen, denn aus az+b = 0
folg z = —% und damit —% +d = 0, was dquivalent zu ad — bc = 0 ist. Es gilt aber
ad — bc = det(g) # 0 da g invertierbar ist.

Betrachte nun Matrizen der Form (6‘ R) mit A € C*. Dann gilt

/\O Z—E—Z
0o AT A

fiir alle z € C. Sei nun ¢ € GL(2,C) mit det(y) = «. Dann existiert ein & € C* mit
&> = «. Dann ist aber

((54(;1 &91> )z = <5c(;1 &91> (32) =72

~

eC
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~—1
det <0€0 &91> Y = 1.

Also betrachten wir ab sofort nur noch die Operation der Einschrankung

und

SL(2,C) :={g € GL(2,C)|det(g) =1} < GL(2,C)
Somit kommen wir nun zu dem

(1.3) Lemma
Die Gruppe SL(2,C) operiert transitiv auf der Zahlenkugel C. Wenn wir diese Ope-

ration auf die Untergruppe G :=SL(2,R) einschrinken, dann zerfillt C in die drei

Bahnen H, —H und R. o
Beweis
Sei z € C, dann gilt (¥%;1).c0 = zund (¥%]!) € SL(2,C) denn det(%*]') = 1.

Weiterhin gilt offensichtlich (§9).00 =0o. Danun {(§?)}u{(5%')} € SL(2,C)
gilt, folg C = SL(2,C).c0 was dquivalent zu der transitiven Operation von SL(2,C)
auf C ist.

Wir zeigen nun die Invarianz der Operation von G auf den drei Mengen indem wir

Imz
mit g = (75) € G und z € C beweisen:
, 0zt b z=x+iy a(x +iy) + b
§4= 21d c(x+iy)+d
_ (a(x+iy) +b)(c(x+iy) +d) _ (ax+b+iay)(cx+d —icy)
(c(x +iy) +d)(c(x + iy) + d) ez +dJ?
_ (ax+Db)(cx +d) +ay*c +i[(ax + b)cy + (cx + d)ay]
B ez + d|? ©)
=det(g)=1
—
L mez — [(ax+b)cy + (cx +d)ay]  y(ad — bc)
§2= lcz +d|? ez +d)?
__ Y
lcz + d|?

Weil |cz +d| # 0 fur allec,d € R,z € H,—H gilt oo ¢ G.H, G.(—H) . Das bedeutet
nun G.z1 CHmitz; € H, Gz € —Hmitz; € —H und G.x C R mit x € R.
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Beachte, dass aus (2) der Zusammenhang Im g¢.z = det(g)kimT;|2 fur ¢ € GI(2,R)
hervorgeht.

Nun zeigen wir, dass G auf den drei Mengen transitiv operiert.

Wihlt man wie oben x € R statt z € C so ergibt sich analog , dass IR in der co-Bahn
von G liegt. Also operiert G transitiv auf RR.

Weiter definiere zu z = x +iy € H

_ (\/? W)
2=\ o L
VY
. Vit . . .
und g; € G da det(g;) = 1 und es gilt z = —* = g.i also operiert G transitiv
VI

auf H. Analog gilt fiir positive y : z = x —iy € —H , z = g,.(—i) und damit operiert
G transitiv auf —IH. Es ergeben sich die Inklusionen G.z; 2 H, G.z 2 —IH und
G.x 2 R, also folgt jeweils Gleichheit. O]

§2 Die Modulgruppe SL(2,2)

Wir fithren zunéchst einen weiteren Begriff ein.

(2.1) Definition
a) Ein Gitter ist eine Untergruppe A der additiven Gruppe (C, +) der Form

A= A(a,b) =ZadZb={ka+1b|k,1€Z}

wobei a,b € C linear unabhéngig tiber R sind. Wir sagen, dass das Gitter von a
und b erzeugt wird, oder dass 4, b eine Z-Basis des Gitters ist.

b) Sei GITT die Menge aller Gitter in C und BAS die Menge aller R-Basen in C,
also die Menge aller Paare (z,w) € C? die iiber R linear unabhingig sind. Sei
nun BAS™ := {(z,w) € C?>| Im £ > 0} die Teilmenge aller Basen die im Uhrzei-
gersinn orientiert sind. o

Beachte: Im z/w > 0 ist dquivalent zu arg z/w = arg z— arg w € (0, 7). Sind (z, w)
gegen den Uhrzeigersinn orientiert, das heifst

Imz/w <0< argz/w = argz —argw € (—1,0)
dann ist (w, z) im Uhrzeigersinn orientiert, denn

argw —argz = argw/z € (0,771) & Imz/w > 0
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(argz/w = 0, 7w nicht moglich , da sonst z, w linear abhdngig waren iiber RR).
Anschaulich gesprochen: (z,w) € C? sind im Uhrzeigersinn orientiert, wenn man
z mit dem Uhrzeigersinn drehen muss, um auf kiirzestem Wege zu w zu kommen.
Wir erhalten eine Natiirliche Abbidung

Y : BAST — GITT, (z,w) — Zz ® Zw

Y ist offensichtlich surjektiv, denn wir kdnnen zu einem gegebenen Gitter die Rei-
henfolge der Z-Basis so wahlen, dass diese im Uhrzeigersinn orientiert ist. Weil

Yz4+w,w)=Z(z+w)dZw = {k(z+w) +lw|k, | € Z}
={kz+ (I+k)w|k 1€ Z} ={kz+Iw|k ez}
e
=Y¥(z,w)

ist ¥ nicht injektiv.
Beachte, dass die Abbildung

ZxZ—17Z,(Lk),—> al + bk

fir alle a,b € Z, mit ggT(a,b) = 1 aufgrund des erweiterten Euklidischen Algorith-
mus surjektiv ist.

Wir definieren nun I’ := SL(2,Z), welche auf BAS™ durch Multiplikation von rechts
wie in (1) operiert. Diese Operation ist wohldefiniert, denn aus (3) ist ersichtlich,
dass eine invertierbare reelle Matrix genau dann die Orientierung einer Basis erhiilt,
wenn ihre Determinate positiv ist.

Die Gruppe I' wird die Modulgruppe genannt.

(2.2) Lemma
Die Abbildung
Y :T\BAS™ — GITT, I'(z,w) — A(z,w)

stiftet eine Bijektion. Hierbei ist I'\ BAS™ := {T(z,w)| (z,w) € BAS™ }. Anders

gesagt: Zwei Basen werden genau dann auf das selbe Gitter abgebildet, wenn sie in
der selben I'-Bahn sind. o

Beweis
Wir zeigen zundchst die Wohldefiniertheit der Abbildung.
Seien (z,w), (z/,w") € BAS™ und in der selben Bahn unter I'. Dann gibt es y = ()
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in I mit v.(z,w) = (az + bw, cz + dw) = (z/,w’). Dann ist

Y(Z,w') = ¥(az + bw, cz + dw) = A(az + bw, cz + dw)
= {(az+ bw)k + (cz+ dw)l|k,l € Z} = {z(ak + cl) + w(dl + bk)|k,| € Z}

Y Lkt wl| Lk e Z} = ¥(z,w)

Die Injektivitat ergibt sich wie folgt.

Seien dazu (z,w), (z/,w’) € BAST mit ¥(z,w) = A = ¥(z/,w’). Das heifit, dass
z/,w' Elemente des von z,w erzeugten Gitters sind. Also gibt es 4,b,c,d € Z mit
(z/,w'") = (az + bw,cz +dw) = (?Y%).(z,w). Da aber auch z,w Elemente des von
z/, w' erzeugten Gitters sind, gibtes a, B,y,6 € Z mit (z,w) =(az’ + pw’, vz’ + dw')=
(5 £).(z,w"). Das heifit also (z,w) = (z,w)(*}) (5 £). Da aber (z,w) linear unab-
hingig iiber R waren, folgt mit der Eindeutigkeit der Linearkombination (§9) =

(e8) (,0; ’g), also ist (?Y) =: v liber Z invertierbar und es folgt, dass auch det(y)
tiber Z invertierbar ist, also det(y) = +1. Da aber < die positiv orientierte Basis
(z,w) auf die positiv orientierte Basis (z/,w’) abgebildet hat, muss det(y) = 1 sein.
Das heifit also v € T und damit sind (z,w) und (z/,w’) in der selben Bahn unter T
Die Surjektiviat ist offensichtlich, da man die Reihenfolge der Basen derart wihlen
kann, dass diese positiv orientiert sind.

Zu (*) : Die Abbildung
7> — 7% (k1) — (k1)(2))
ist bijektiv. O

Der Einfachheit halber dividiert man aus BAS™ eine C*-Operation heraus. Die Grup-
pe C* operiert auf BAS™ durch Multiplikation. Wir haben in jeder Bahn genau einen
Vertreter der Form (z,1), wo z € H.

Diese Operation kommutiert mit der Operation von I’

Seien ¥ = (f: Z) € I'und « € C*. Dann

v.(a.(z,w)) = v.(az, aw) = (aza + awb, azc + awd)

= w.(za+ wb,zc + wd) = a.(y.(z,w)) @)

Damit operiert C* auf dem Bahnenraum I'\BAS™ durch

a.(T(z,w)) = a{y.(z,w) |y €T}
=A{a.(v.(zw)) |y €T}
= {7.(a.(z,w)) |y €T}
=T(a.(z,w))
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Andererseits operiert C* auch auf GITT durch Multiplikation und wir haben genau
einen Verterter in jeder Bahn von C* der Form Zz © Z € GITT.
Weil

Y (AT (z,w)) = ¥(T(Az, Aw)) 22 712 ® ZAw

= {Azl + Awk|k,1 € Z} = {A(z] + wk)|k, 1 € Z}

(22)

= Azl + wk|k,l € Z} = A.(Zz D Zw) AY(T(z,w))

tibersetzt ¥ eine Operation in die andere und bildet die Bahnenrdume bijektiv auf
einander ab

¥ :T\BAS"/C* — GITT/C*, I'(z,1)C* — A(z,1)C*,

wobei die sich Injektivitdt und Wohldefiniertheit aus (4) ergibt und die Surjektivitat
offensichtlich ist.

(2.3) Satz
Die Abbildung
%:I'\H — GITT/C*, I'z — A(z,1)C"

stiftet eine Bijektion. o

Beweis
Die Abbildung

#:H — BAST/C*, z— (z,1)C*
ist dquivariant unter I', denn

az+b
cz+d

az+Db
cz+d

)= nes

P(g-z) = ¢(

und
az+b

2.¢(z) =g.(z,1)C" = (az+b,cz+d)C* = (m,

1)C*

mitze H,g=("}) eT.

Damit ist
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¢ :T\H — T'\BAS'/C*, Iz — T'(z,1)C*

wohldefiniert und man erhélt ¢(I'z) =T'¢(z) .
Wir zeigen, dass ¢ bijektiv ist.
Zur Surjektivitat:

Sei I'(z,w)C* € T\BAS™/C*, dann ist (z,w) € BAS* und % € H.
z z z
P(12) = Tp(2) =T(Z,1C = T(z w)C

also ist ¢ surjektiv.

Zur Injektivitat:

Annahme es gilt ¢(I'z) = ¢(T'w) mit z,w € H. Das heifit also I'(z,1)C* = I'(w, 1)C*
und es gibt v € T, & € C* mit (z,1) = y(w,1)a = a(aw + b,cw +d) = (z,1). Aus der

zweiten Komponente ergibt sich & = (cw + b) ! und damit z = ‘;ij:g = v.w, also
liegen z, w in der selben Bahn von I' und ¢ ist injektiv.
Die Behauptung folgt mit ¢ = ¥ o ¢. O

§3 Der Fundamentalbereich von SL(2,2)

In diesem Abschnitt geht es im Wesentlichen um den Fundamenatlbereich der Mo-
dulgruppe. Damit kommen wir zur

(3.1) Definition
1) Sei D C H offen und nicht leer. D ist ein Fundamentalbereich der Gruppe I', wenn
die folgenden Eigenschaften erfiillt sind.

a) Fiir alle z € H existiert ein v € I’ mit 7.z € D.
b) Sind z,7.z € D mit y € T,y # +E, dann sind z,.z € dD. o

2) Unter einem exakten Fundametalbereich versteht man eine Teilmenge D C D der-
art, dass D ein Vertretersystem von I'\IH darstellt. Das heifit ID enthilt genau
einen Vertreter jeder Bahn unter I'.

Man betrachte nun die Menge

1 1 1
F:={teH| —§<ReT§§, |T| > 1und 7| > 1 fir —§<ReT<O}

und veranschauliche sich diese an der unten stehenden Abbildung.

10
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Im

s | |7 o~ e

N[—
NI—

Wir definieren weiter zwei wichtige Matrizen

0 -1 11
S'_<1 0)’ T"(o 1)’
von denen wir gleich sehen werden, dass diese die Modulgruppe erzeugen.

Es gilt
S.z:—é, Tz=z+1

11
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(3.2) Satz
a) F ist ein exakter Fundamentalbereich der Modulgruppe.

b) Fiir z € H sei I'; der Stabilisator von z in I'. Es ist I, = {+E} fiir z € T, aufler
wenn:

* z =i, dann ist I'; von der Ordnug vier, erzeugt von S,

* z=p= ¢2/3 dann ist T, von der Ordnung sechs, erzeugt von ST,

¢ z=—p= ¢™/3 dann ist T, von der Ordnung sechs, erzeugt von TS.
c) Die Modulgruppe wird von S und T erzeugt. o
Beweis

Wir betrachten zunéchs die von S, T erzeugte Untergruppe von I

I":=(S,T) ={y172-.-vu|n € Z>p, vi € {S, T} oder 'yi_l € {S,T}}.
Wir zeigen nun, dass es zu z € H ein y € I’ gibt mit 7.z € F.
Zu M > 0 ist die Menge A(M,z) := {(c,d) € Z?||cz + d| < M} endlich, denn

M? > |ez +d|* = (cy)* + (cx +d)* > (cy)?, )
woraus dann |c| < M/y folgt. Andereseits erhilt man
M > |cz+d| > |ex+d| > |d| — |ex], (6)

was dann mit (5) dquivalent ist zu |d| < M(1+ |x|/y).

Nun ist die Menge B(M, z) := {(c,d) € Z*|3a,b € Zmit (74) € I",|cz+d| < M}
als Teilmenge von A(M,z) endlich und es gibt somit (c,d) € B(M,z) mit |cz + d|
minimal, ergo es gibt v = (24) € I" mit Imy.z = Im m maximal.

Beachte, dass M so grof3 gewidhlt werden kann, dass B(M, z) nicht leer ist. Beispiels-
weise wihle M := |z| + 1, dann ist (—1,0) in B(M,z),da S € T".

Aus der Definition von T folgt, dass T".(v.z) = 7.z +n gilt mit n € Z. Also
gibt es ein ein k € Z mit ReT¥.(y.z) € [~1/2,1/2]. Nun zeigen wir, dass bereits

&:= Tk.(v.z) € F gilt, also |&| > 1. Annahme |&| < 1. Dann ist aber

Im(-1/¢) =ImS¢ 2 Ig—’f > Im¢,

12
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was der Wahl von ¢ widerspricht. Also & € F. Beachte, dass
Im¢ = ImT*.(7.z) = Imy.z,

da T nur den Realteil von .z verdandert.

Den Teil b) der Definition (3.1) zeigen wir nun fiir . Seien dazu z,w € F und in
derselben Bahn unter T, dann existiert also v = (2%) € T mit 4.z = w. Nun gilt
Imz > Imw oder Imz < Imw und wir nehmen O.B.d.A an, dass letzteres gilt, denn

. .. -1 . . |
wir kénnen (z,7) durch (w,y™") ersetzen. Dann ist Imw =Im<y.z = \czr—T—;P >Imz,

.
womit dann |cz + d| (g) 1 gelten muss. Dies aber impliziert |c¢|] < 1/y und 1/y ist
maximal, wenn z = ¢2™/3 oder z = ¢™/3 in jedem Fall ist aber y = Imz = V/3/2.
Damit ergibt sich eine obere Schranke |c| < 2/+/3 und wegen ¢ € Z unterscheiden
wir die Falle:

e ¢ = 0: Dann gilt mit (%) d = £1, da fiir d = 0 die Determinate gleich 0 ware.
Sei 0.B.d.A d = 1 (der andere Fall fithrt zum selben Ergebnis). Dann ergibt
sich aus der Determinante von 7y, dass w = y.z = z + b gelten muss. Da beide
Elemente aus FF waren, folgt, falls b = £1, Rez = F1/2 gelten muss und falls
b = 0 wir .z = z erhalten.

e ¢ =1:Dann gilt |z+ d| < 1 und aus (6) erhélt man

dl <1+ x[/y<1+-Z <2,

3

N|§|N|»—x

da x maximal 1/2 sein kann. Es ist also |d| < 1 zu untersuchen, also die
weiteren Fille

- d = 0 : Dann ist |z| < 1 und nach Voraussetzung |z| > 1, also |z| = 1.

Wegen ad — bc = 1 muss b = —1 sein, also
-1 1 —
'y.z:az =a——-=a—z€cF.

z z

Falls Rez € (—1/2,1/2), dann ist auch Re(—z) € (—1/2,1/2) und a muss

damit O sein, also w = 7.z = —%. Ist nun Rez = £1/2, dann muss z = p
oder z = —p seinund 7.0 = a — % =a—p € Falsoa =0, —1. Analog gilt

firz=—-p :a=0,1

13
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~d=1:Danngilt |z+1] <1und mitz = x+iy € Fund |z]> = ¢ € Ry

folgt
Ix+1+iy] =/(x+1)24+y2 <1
= (x+1)2 4y =c+2x+1<1
sSx < —¢/2,
was wegen ¢ > 1 und x > —1/2, ¢ = 1 und x = —1/2 impliziert, das

heifit z = p. Nunistad —bc =a—b=1,alsob =a — 1.

(a a—1> _ap+a—-1 a(p+1)-1

1 1 o+1 o+1
1 _
=a———=a+==a+p€F

p+1 o 2

und damita = 0, 1, also

0 -1\ 10\
1 1)P=F \a1) P

— d = —1:Dannist |z —1| <1 und man erhélt mit analoger Argumentation
zu dem obigen Fall, dass dies nur fiir z = —p moglich ist. Mitb = —(a+1)
folgt

1 -1 - —p—-1 = —p-1

1 1

(a —(a+1)) (=p) = —ap—a—1_ —a(p+1)-1

=a— =a—pelF

5-1  —p-1

und damita = —1, 0, also
0 —1 _ _ -1 0 _

ec=-1:9=(%"Y) dannist —y = (7 °4) und

az+b  —(az+b) —az—b

—z+d  —(—z+d) z—d (=7)z

vz =

und (—7).z = S?>y € T. Damit lasst sich ¢ durch — ersetzen und der Fall
c = —1 auf den Fall ¢ = 1 zurtickfiithren.
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Die Modulgruppe §3 Der Fundamentalbereich von SL(2, Z)

Wir nutzen diese Ergebnisse fiir den Spezialfall z = w um Teil b) zu beweisen.
Wir haben gesehen, dass alles auf z = p oder z = —p fiihrte. Ausser im Fall |z| =1
und Rez € (—1/2,1/2), wo wir w = —1/z erhielten , was aber z = i impliziert. Fiir
alle {ibrigen Elemente waren stets nur +=E moglich. Also unetrsuchen wir jetzt:

e z = i : Wir erhalten aus (2) Imvy.i =
¢, d:

c2+;d2 = 1 und somit genau vier Félle fiir
(e,d) € {(0,1),(0,-1),(1,0),(~1,0)}

und vergleichen mit dem Erzeugnis
(5)={s=(17)5 = (5 %).8=(%0)5" = (59)}

e z=p:Imyp= |chTZ|2 = Imp und erhalten wie in a) maximal die Falle

(c,d) € {(1,0),(1,1),(1,-1),(=1,0),(=1,1),(-1,-1),(0,1), (0, 1)},

wobei wir wegen Teil a) die zwei Falle (c,d) = (1,—1),(—1,1) ausschlielen
konnen, da diese nur fiir z = —p moglich sind. Wir erhalten jeden dieser mog-
lichen Félle in dem Erzeugnis

(ST) = {ST = (}7!).(ST)* = (7' 3 ). (ST’ = (' %)),
(ST) = (% 1), (ST) = (115).(ST)° = (1)}

* z = —p : Analog zum obigen Fall erhédlt man dieselben Félle fiir c,d € Z,
wobei wir wieder die Fille (¢,d) = (1,1),(—1,—1) ausschlieBen konnen, da
diese nach a)nur fiir z = p moglich sind. Wir vergleichen wieder mit dem
Erzeugnis

(TS) :=A{TS = (1 '), (TS)* = (1 1), (TS)” = (' &),
1 20)/(T8) = (% 1),(T8)° = (5§

Beachte hier, dass es wegen Teil a) keine weiteren Moglichkeiten in allen drei Féllen
tiir die erste Zeile (also a,b € Z) in jeder Matrix eines jeweiligen Stabilisators gibt.

Jetzt muss nur noch (c) gezeigt werden.

Nach Definition gilt I’ < T und wir zeigen nun I' C T". Sei dazu z €F und verl.
Dann ist 7.z € H nach (3). Dann existiert nach Teil a) ein 7/ € T/ mit 9/.(y.z) =
(7'7).z € F. Damit gilt bereits dass 7' = +E, denn nach Teil a) miissten sonst z
und (7/).z in OF liegen , da 7'y € T. Nach Wahl von z ist dies aber ein Widerspruch.
Es folgt

Yy==4E & q=+9"1
Weil 2 = —E € I gilt also +9'~! € I” und somit folgt T C I". O
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