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Einfiihrung in die Modulformen
Vortrag zum Seminar zur Funktionentheorie, 24.10.2011

Amal Dajour

In diesem Kapitel lernen wir die modularen Funktionen kennen, einige ihre Eigen-
schaften und deren Fourier-Entwicklung.

§1 Modulformen

In diesem Abschnitt werden die Modulformen eingefiihrt und einige Eigenschaften
herausgearbeitet.

— Modulformen —

(1.1) Wichtige Wiederholungen
e H = {z € C,Im(z) > 0} heifit die Obere Halbebene.

SL,(Z) = {A = (Z Z) ;a,b,c,d € Z mit det(A) = 1} =T.

C® (R/Z) ist die Menge aller unendlich oft stetig differenzierbaren Funktio-
nen g : R — C, die periodisch sind mit Periode 1, d.h. g(x +1) = g(x),x € R.

Kir={r<|z—a] <R} mita e C.

Ki(0) = {z € C: 0 < |z] < 1} ist die punktierte Kreisschiebe.

(1.2) Definition (Schwach modulare Funktion)
Sei k € Z. Eine meromorphe Funktion f auf H heifst schwach modular vom Gewicht k

falls gilt
az+b
F(E5) =+t
fiir jedes z € H, in dem f definiert ist, und jedes (i Z) € SLy(2Z2). o

(1.3) Bemerkung
Existiert eine solche Funktion f # 0, so muss k gerade sein. o
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Beweis

Da die Matrix <_ ) in SL,(Z) liegt, gilt fiir alle z € H:

-1
F(62g)) = 02+ (FD)FG) = ) = (~1F - £(2)
Fiir k ungerade gilt f(z) = —f(z) , also f(z) = O fiir alle z € H. O

(1.4) Definition b
Fiir die Matrix o = (bcl d) € G bezeichnen wir die induzierte Abbildung

az+b
cz+d

Z 0z = ebenfalls mit ¢. Dann definieren wir

fleo(z) == (cz+d) 75 f (a2+b)

cz+d

Wenn k fest gewdhlt ist, lassen wir es in der Notation weg. D.h. wir schreiben
flko = fle-

N.B.: Da die Abbildungen der Form: z — ¢z mit ¢ € I' genau die Automorphismen
der oberen Halbebene sind [1], folgt, dass der Ausdruck f(cz) wohldefiniert ist.
Auch der Ausdruck (cz + d) ist wohldefiniert, da fiir c = d = 0, ¢ nicht mehr in T

ist (wegen det ((g g)) = 0). o

(1.5) Lemma
Durch f— f|o wird eine lineare Rechtsoperation der Gruppe G auf dem Raum der
Funktionen f : H — C definiert, d.h.

a) fiir jedes o € G ist die Abbildung f— f|c linear.
b) es gilt f|1 = f und f|(c0’) = (f|o)|co’. o
Beweis

a) Seien f und g zwei schwach modulare Funktionen vom Gewicht k.
Fircel,ze H, a € Cgilt

(0f +9)lo@) = (czrd) Fa(f+g) (E10)

M—M) +(cz+d)*g (

= a(cz+d)Ff (CHd
= aflo(z) +glo(z).

Damit folgt die Linearitét.

az+b
cz+d
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b) Es ist zu zeigen f|1 = f:
Da die Einheitmatrix I, in I ist, folgt:

fl1(z) = (0-z+ 1)~ (329) = (1) *f(2) = f(2).

Weiter ist zu zeigen f|(c0’) = (f|o)|o :

Seien o = <a1 72 ) nd o’ = (bl b2> aus SLy(Z) mit oo’ = (a1b1 +azbs mby +a2b4)

az a4 bs by

aus SL,(Z). Per Definition:

Aol = (a2 +ag) 7 (2E22)) |

asz + day
_ biz+by
bz + by > k o [ M T2
= (a3 + ay b3z + by —_—
( bsz + by ( "\,

= (a3 (biz+b) +ag(bsz+by)) F f < b1z + by) + ap (bsz + b4))

12 + bz) +ay (b3Z + b4)
a1 by + (Zzbg, Z + (a1b2 + a2b4)

1 (

as (b
= ((asby + aqbs) z + (azby + asby)) (E
= (floo') ().

azby + €l4b3 Z —+ (113172 + a4b4)

(1.6) Lemma
Sei k € 2Z. Eine meromorphe Funktion f auf H ist genau dann schwach modular
vom Gewicht k, wenn fiir jedes z € H, fiir welches f definiert ist, gilt

fz+1)=f(z) und f(-1/2) =2 (2). .

Beweis
Die Definition (1.2) besagt, dass eine meromorphe Funktion f genau dann schwach
modular ist, wenn gilt:

f(aerb) = (cz+d)*f(z) ,V(i Z) € SLy(Z), z€ H.

cz+d

Aus der Definition (1.4) ergibt sich, dass f invariant unter der Gruppenoperation ist,
mit f|yo = f, Vo € SLy(Z) .
11

Andererseits erzeugen S = ((1) _01> und T = ( 0 1) die Modulgruppe I' (Satz
2.1.7,[3]) = Wegen der Multiplikativitdt (1.5) reicht es die Invarianz von f unter T

azby + asbs  aszby + azby

)
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und S zu tiberpriifen:

£2) = £15) = (1240 4 (T2 ) =24 (<172,
_ 1-z41
F&) = 1) = 02+ )7 () = a1 .

(1.7) Lemma
Sei f : H — C eine meromorphe Funktion mit Periode 1. Dann gibt es geanu eine
meromorphe modulo 1 periodische Funktion f mit

f(z) = f(e™#) fur alle z € H. o

Beweis
* Zu zeigen ist die Wohldefinierheit und die Meromorphie von f :

Sei g : H +— K{(0),z > €™, fiir z = x + iy ist e2 = e 27 . e27¥ mit
e <1, (y > 0).
Also ist g surjektiv, periodisch mit der Periode 1 [4].

Weiter sei ¢’ : K1(0) — H , w — 10557&7;’) = “rggrw) —iln|w| € H.

Dann definieren wir f : K1(0) — C, w — f (M)

27ti
Nach dem vorhergehenden ist f wohldefiniert.

f ist also holomorph in w fiir f holomorph in z = 1og(®) it w € Ki(0)NnC-

271
[1]. ‘
Sei nun wy € K;(0) NC_ und f hat einen Pol in zy = %
. L log(w)\| .. log(wo) \ | _ . _
iVt = gy | (M55 )| = i | (V5 )| = tim ol =

Die Pole von f koénnen sich nicht in K; (0) N C_ h&ufen, da sich sonst die Pole
von f auch in K1(0) N C_ haufen miissten.
Es folgt, dass f meromorph in K;(0) N C_ ist.

Sei nun wy € K1(0) NR*, wy = xo mit xg € R*.

log(wp)

271

1.Fall: wg € R*, so dass f holomorph in zg = ist.



Einfiihrung in die Modulformen §1 Modulformen

Bei Anndherung an xo von der oberen bzw. der unteren Halbebene konvergiert

1
Ozggj) gegen
In | x| 1 1 In |xg| brw In | x| 11 In |xg
2 2 2 27 S 2@ 2 2 2

Die beiden Punkte unterscheiden sich nur im Realteil um 1.
Weil f modulo 1 periodisch ist, ist f (e¥%) stetig in xo, und damit holomorph
auf K1(0) (nach dem Satz (4.1), Kapitel V,[1]).

2.Fall: wy € R*, so dass f einen Pol in zy = log(wo) 4t

27t
()

2711 wW—rwo

lim |f(w)| = lim

w—wo w—rwo

log(wo) ) ;. _
f (2—m+k = lim |f (zo + k)| = oo.

(*): fur k € {0,1} bei Anndherung von der unteren als auch von der oberen
Halbebene. Damit folgt, dass f meromorph auf K1 (0).

* Zu zeigen ist die Eindeutigkeit von f.
Sei z € H mit einem geeigneten k = k;

(Periodizitét)

f<627'fz> .y (ZLm'log <ezm'z>) = f(z+k,) f(2).

Nun nehmen wir an, dass zwei meromorphe Funktionen f; und f, auf Ky (0)
existieren, so dass

fi (ezmz> =f(z)=f (eZm'z) mit z € H.
Da {¢*"%;z € H} = K;(0), folgt mit dem Identititsatz ((3.10) Kapitel I1I, [1]),
dass fl (Z) = fz(Z), Vz € Kl (0)

* Zu zeigen ist die Periodizitit von f:
Sei z € H, dann gilt

Jz(ezm(z+1)> = F (ezmz éﬁ) = F <e27riz)‘

=1

Es folgt, dass f die Periode 1 hat. O
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(1.8) Definition
Eine schwach modulare Funktion f vom Gewicht k heifst modulare Funktion vom
Gewicht k, falls die induzierte Funktion f meromorph auf der Kreisscheibe

Ki(0) ={z € C:|z| <1} ist.

N.B.: Man sagt zu dieser Eigenschaft auch, dass f meromorph im Unendlichen ist. Dies
bedeutet, dass f(g) in ¢ = 0 hochstens einen Pol besitzt. Es folgt, dass die Pole von
f in K1(0) sich nicht in ¢ = 0 haufen konnen, da sonst eine wesentliche Singularitat
vorlédge. Fiir die Funktion f bedeutet dies, dass es eine Schranke T = Ty > 0 gibt, so
dass f keine Pole in z € H : Im(z) > T hat [3]. o

(1.9) Definition

Sei D C R eine unbeschrankte Menge. Eine Funktion f : D +— C heifst schnell fallend,
falls fiir jedes N € IN die Funktion x" f(x) auf dem Definitionsbereich D beschrankt
ist.

Fiir D = IN erhélt man als Spezialfall den Begriff einer schnell fallenden Folge. ¢

(1.10) Beispiel
e Fiir D = N ist die Folge a; = £; schnell fallend.

e Fiir D = [0, 00) ist die Funktion f(x) = e * schnell fallend.

e Fiir D = R ist die Funktion f(x) = ¢~ schnell fallend. o

(1.11) Proposition (Fourier-Reihe)
Ist g € C* (R/2Z), so gilt fir jedes x € R,

g(x) = Y cr(9)e¥™ ¥, mit cr(g) = folg(t)e—Zm'kt ar,
keZ

wobei die Summe gleichméfig konvergiert. Die Fourier-Koeffizienten ¢y = cx(g)
sind schnell fallend in k € Z.

Die Fourier-Koeffizienten c(g) sind eindeutig in dem folgenden Sinne:

Sei (ax)rez eine Familie komplexer Zahlen, so dass fiir jedes x € R gilt

g(x): Z akEZm'kx’

k=—c0

wobei die Reihe lokal-gleichmifig konvergiert. Dann ist a; = ¢, (g) fiir jedes k € Z.¢
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Beweis
* Z.z.:cx(g) sind schnell fallend:
Mit partieller Integration fiir k # O:

1

a9l = /g(t)e—zm’“dt

0
mekt 72mkt
- 27tik o S / g 27ik T
_ 1 /gl(t)e—ZT[ikt dr
27tik
0
e—Zm'k

Da & = #Olk und ¢(0) = g(1) ( g hat die Periode 1) ist und die Ableitung
einer periodischen Funktion wieder periodisch ist, folgt:

(12') " —2mikt 44

1
47722 /g (B)e
0
1

e |
472k2

0

IN

g// (t)e—Zm'kt dt

1
1
= I /\g”(t)\ dt.
0

Durch Iteration der partiellen Integration bekommen wir nach 7 Iterationen:

1
() < g f]87 )] o
0

& (@K < s []so] &

[

Das Integral ist unabh. von k

= Die Fourier-Koeffizienten c(g) sind schnell fallend.
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e Z.z.:Die Reihe ¥ ct(g)e?™** konvergiert gleichmafig:
kez

Aus dem vorherigen Beweis folgt, dass die Reihe Y. |cx(g)| < oo konvergiert
kez
mit dem Majoranten Kriterium, da:

1

1

17202 /|gu(t)| dt
0

lek(8)] <

1

1

70 /|g”(t)| df < co.
0

Yl < )

keZ keZ

Also konvergiert die Reihe ¥ c;(g)e?™* gleichmafig, da
kez

Y [eu(8) ™| = Y Jexlg) |2 <

1
1 / (n)
il M (1) dt < o0
keZ keZ keZ (an) 0 ‘ ‘
—_—— 1

N J/

b k N
abs. konv. unabh. von x

Wir miissen nun feststellen, dass die Reihe gegen g konvergiert Vx € IR.
Nehmen wir an, dass dies fiir x = 0 gezeigt wurde.
Sei gx(t) = g(x + t), fur x € R. Nach Annahme ist g, € C* (R/Z) , so gilt:

g(x) = gx(0) = }_ ck(g) €70 = ) er(gw)-
keZ =1 keZ
Andererseits ist

cr(gx) = [gx(t)e Z ¥t

g(x + t)e—Znik(ert)eZm'kxdt

/
0
1
= /g(x + t)e 2kt g
0
/
0

1
—  p2mikx /g(x+t)e—2nik(x+t)dt
0
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Sub x+1
(Su -l—x‘*t) e—Zm'kx /g(y)e—2m'k(y)dy

x
1

(Perioiizitét) ezmkx /g(y)e—zmk(y)dy

0
eZm’kx C (

x(8)

und somit folgt die Behauptung fiir x € R. Es geniigt ¢(0) = 0 anzunehmen.
Denn es sei die Behauptung fiir alle & aus C* (R/Z) gezeigt, mit
h(x) = g(x) — g(0) und h(0) = 0, dann folgt:

Fiir k # 0:
1
o(h) = / h(t)e~ 2k gt
0
1
= [(s(t) — g(0))e >a
0
1 1
— /g(t)e—Zm'ktdt . /g(o)e—Zm'ktdt
0 0
1 1
— /g(t)ezmktdt —g(O) /eZHiktdt
0 0
_ 8(0) , _omik
= cilg) + S0 ek )
=0
= cx(g)
Firk=0:

(k) = clg) —g(0) [ ar

= cx(g) —g(0).

Da h(0) =0 = g(0) = 1(0) +g(0) = (kEZZCk(g) —8(0)) +(0) = kEZZCk(g)-
Also 0.B.d.A. ¢(0) =0, d.h.esist ¥ cx(g) =0 zu zeigen.
kez

Dafiir brauchen wir die folgende Hilfsfunktion: h(x) = 5.

10
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Da g(x) und ¢?™* — 1 die Periode 1 haben, und ¢¥™* — 1 nur eine Nullstel-
le der 1. Ordnung hat, folgt mit L"Hospital die Stetigkeit von / an der Stelle 0.
Analoges gilt fiir die Differenzierbarkeit [2]. Mit g(0) =0 = h € C*(R/Z).

1

Ck(g) — /h(t) (e2m't . 1)6727riktdt

0
1

_ /h(t)e—Zm'(k—l)t . h(t)e—zmktdt

0
1

1
0
= () — culh).
Dah € C*(R/Z), konvergiert die Reihe Y ci(h) ebenfalls absolut und es gilt:

keZ

Y oc(g) = L (cxa(h) —cx(h) = ¥ cx1(h) — X cx(h) =0.
keZ keZ kez

keZ

e Z.z.: Die Eindeutigkeit der Koeffizienten. Sei (ay)rcz wie in der Proposition
(1.11). Wegen der lokal-gleichméfiigen Konvergenz ist die folgende Vertau-
schung von Integration und Summation gerechtfertigt [2]. Fiir | € Z gilt

1
alg) = /g(t) 2ty
1 o0
_ / Y agetikte2miltgy
0 k=—o0

0 . .
-y /akezmkte_2m”dt
0

k=—o0
m 1 . .
_ Z ar /Qkathltdt
k=—o0 0
_ Z ay /eth(k—l)dt
k=—c0 0

11
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Andererseits ist fiir k # [:

1 1
. 1 .
27ti(k—1)t _ / 21 1)\ p2mi(k—1)t
O/e dt = ey | 2k De dt

_ m [ezm'(k—m} 1

Fiir k = [ ist : fl 2rit(k=ltqp = f 1dt= [ty =1= ¢(g) = a. O

(1.12) Bemerkung

Sei f eine schwach modulare Funktion vom Gewicht k. Da f(z) = f(z+1) und f
(aufler in den Polen) unendlich oft reell stetig differenzierbar ist, kann man f in eine
Fourier-Reihe entwickelen:

[ee]

flx+iy) = Y culy)e?™™,

N=—00 o

sofern auf der Geraden Im(w) = y kein Pol von f(w) liegt, was fiir alle bis abzdhlbar
viele y > 0 der Fall ist. Fiir ein solches y ist die Folge (¢, (y))n € Z schnell fallend.

(1.13) Lemma
Sei f eine modulare Funktion auf H und sei T > 0 so dass f keine Pole in {Im(z) > T}
hat. Fiir jedes n € Z und y > T gilt ¢, (y) = aye 2™ fiir eine Konstante a,. Es gilt

(o]

f(Z): Z aneZm'nz’

n=—N

wobei —N die Polordnung der induzierten meromorphen Funktion f im Punktg = 0
ist. Fiir jedes a > 0 ist die Folge {ane_””‘} 2 schnell fallend. o
ne

12
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Beweis
Definiere: g : z +— €2 mit w und die induzierte Funktion f mit f(z) = f(g(z)) oder

f (M) = f(w). f ist meromorph. Es folgt, dass f in einer punktierten Umgebung

27i
der 0 eine Laurent-Entwicklung hat [1]:

= f(w) = iNanw”

oo (o]

= f(2)=f@@) =} aq(@)"= } aug"

n=—N n=-—oo
s .
= f(z) = Y a7
n=—N

Wegen der Eindeutigkeit der Fourier-Koeff. = Behauptung.
Es bleibt noch zu zeigen, dass die Folge a,e~*"l schnell fallend ist.
Es gilt fiira > 0:

—aln| —2mn 4=

< Jaye| =

a
37|
Da {cu(5%)},cz nach Proposition (1.11) schnell fallend ( und 5% > 0) ist, folgt,

27T

ane ane Cn(

dass {ane’aw} auch schnell fallend ist. Insbesonders ist dann auch diese Folge

Z
wieder lokal gleniihméiﬁig konvergent. O

(1.14) Bemerkung
Die Fourier-Entwicklung einer modularen Funktion ist gleich der Laurent-Entwicklung
der induzierten Funktion f im Nullpunkt. o

(1.15) Definition

Eine modulare Funtkion f heifst Modulform, falls f holomorph in H ist und holomorph
in oo, d.h. a, = 0 fiir jedes n < 0. Eine Modulform f heifdt Spitzenform, falls zusatzlich
ap = 0 gilt. Man sagt dann auch, dass f in co verschwindet. Als Beispiel betrachten
wir die Eisenstein-Reihen Gy. o

(1.16) Bemerkung
¢ Die modularen Funktionen vom Gewicht k bilden einen Vektorraum tiber C,
den wir mit V; bezeichnen, denn
- die meromorphe Funktionen bilden auf einem Gebiet G einen Korper [1].
- seien f und ¢ modulare Funktionen vom Gewicht k,dann haben diese bei co
hochstens einen Pol, und damit hat af + B¢ auch hochstens einen Pol im oo

—_———

mit « und B aus C, denn es gilt <o¢f + g) =af +§.

13
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e Das Produkt zweier modularen Funktionen vom Gewicht k und n hat wieder-
um ganz analog bei co hdchstens einen Pol. Weiter gilt:

(f-8)z) = f(z)- gl
(cz+d)™"- floz) - (cz+d) "g(0z)
= (cz+d)" . f(0z) - g(02)
(cz+d)~ K1) £ o(02)

tir alle ¢ € I' und alle z € H, in denen f und g definiert sind. Es folgt

z)
—k

ViV, C Vi, firkn € Z.

* Entsprechendes gilt auch fiir die Modulformen und die Spitzenformen. o

§2 Eisenstein-Reihen

Die klassischen Beispiele fiir Modulformen sind die Eisenstein-Reihen
Gi(z) := 2/(mz+n)_k fur k>3 ,ze H.
m,n
Dabei soll der Strich am Summenzeichen bedeuten, dass die Summe tiiber alle Paare
(m,n) € Z x Z mit (m,n) # (0,0) zu erstrecken ist.

(2.1) Proposition
Zu jedem Kompaktum K in IH gibt es positive Konstanten y und  mit
ylmi+n| < |mz+n| < é|mi+ n|
fiir alle m,n € R und alle z € K. o

Beweis
Fir m = n = 0 ist dies klar.
Sei nun (m, n) # (0,0), also ist zu zeigen:

m n
mi+n <\mz+n <dmi+nov<|—4mm—z+ ——— <

ylmi ] < mz -t | < dfmi4nl 5y < | ozt o

—— ——
:ml :n/

mit (m')?+ (n')? = 1.

14
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O.B.d.A. ist zu beachten |mi + n| = vVm? +n? = 1.

Sei M := {(m,n) € R x R,m?+n?> =1} C R x R. M ist beschrénkt.

Da f : (m,n) — m? + n? stetig ist und auerdem ist {1} C R abgeschlossen, dann
ist f~1({1}) = M auch abgeschlossen.

Also ist M kompakt und damit K x M auch kompakt.

Da die Funktion (z,m,n) — |mz + n| auf dem Kompaktum K x M stetig ist, nimmt
sie ein Minimum -y und ein Maximum J auf K x M an, und damit folgt die Behaup-
tung. O

(2.2) Lemma (Konvergenz-Lemma)
Fir k € Z, k > 3 ist G absolut und kompakt-gleichméfiig konvergent. Damit ist Gy
eine holomorphe Funktion auf H. o

Beweis
Aus der Proposition(2.1) folgt, dass fiir ein v > 0 und z € K C H gilt:

/

Y (mz+ n)~k

m,n

< Y |(mz+n)|
mmn

2’(|v<mz’+n>|>—k
— kZ ( m2+n2) -

_ kZ (12 + n?) K72

IN

Setze E = Z \ {0}.
Es folgt, da m? + n? > |mn|:

Z/(m2+n2)fk/2 _ E k/2_|_ Z k/2+ Z Z m2 —I—i’l —k/2

m,n nekE meE mEEneE
= Y I Y R Y Y (m? 4 n?) K2
nekE nekE meE neE
< k) + Z Z |mn|_k/2
meE neE

IN

() (5e)

Ag(k) + (28(k/2))(20(k/2))
42 (k) + (44 (k/2)%) < o0

so folgt die absolute Konvergenz (mit Weierstraf-Majorantenkriterium) und damit
die gleichmafsige Konvergenz auf K. Insbesonders ist Gy holomorph auf H . [

IN A

15
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(2.3) Lemma (Transformations-Lemma)
Furk € Z, k > 3 und alle 0 € T gilt G¢|xo = Gy, d.h.

c d

az+b
cz+d

) — (cz+d) - Gulz),Vz € H, (“ b) T,

Beweis

Da ¢ invertierbar ist (o € SLy(Z)), ist die Abbildung:

72\ {(0,0)} — Z™2\ {(0,0)}, z — 0 -z bijektiv mit der Umkehrabbildung:
z > 01 z. Weiter ist

!

Gi(oz) = Y (moz+n)*

g
3

B '(maz+b
- cz+d

/ (m(az + Z:Z(CZ + d))k

+n)’k

g
2

I
Sl ag

— /(cz+d)k(m(az+b)+n(CZ+d))_k

3
2

= (cz+ d)kzl(m(az +b)+n(cz+d))7*

m,n

= (cz+ d)kzl((ma + nc)z + (bm + nd))~*

= (cz+ d)kzl(m’z +n')7k

= (cz+d)Gi(2)
mit (m',n') = (m,n)o = (m,n) (i Z) = (ma + nc,mb + nd). Da es sich um eine
Umordnung der Reihe handelt, folgt dann die Konvergenz beider Reihen gegen den
gleichen Wert. O
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