Abschitzung der Fourierkoeffizienten, Dirichletreihen
und das Phragmén-Lindel6f-Prinzip

Vortrag zum Seminar zur Funktionentheorie, 21.11.2011

Stefan Lotterstedt

Im Vortrag sollen zundchst einige Abschdtzungen der Koeffizienten von Fourier-
reihen, den sogenannten Fourierkoeffizienten, vorgestellt werden. Mit Hilfe dieser
Ergebnisse treffen wir dann eine Aussage tiber das Konvergenzverhalten von L-
Funktionen. Sie sind nichts anderes als Dirichletreihen, deren Koeffizienten schlicht
Fourierkoeffizienten sind. Dartiberhinaus werden wir das (allgemeine) Konvergenz-
verhalten von Dirichletreihen kennenlernen, was dann folglich insbesondere fiir L-
Funktionen greift. Abschlieffend werden wir eine stirkere Version des Maximum-
prinzips kennenlernen, das sogenannte Phragmén-Lindelof-Prinzip.

§1 Abschidtzung der Fourierkoeffizienten

Wir wollen den Modulformen sogenannte L-Funktionen zuordnen, indem wir ihre
Fourierkoeffizienten in Dirichletreihen einsetzen. Um zu zeigen, dass diese Dirich-
letreihen konvergieren, miissen wir das Wachstum der Fourierkoeffizienten kontrol-
lieren. Dazu sei zunéchst an einige Ergebnisse aus vorherigen Vortragen erinnert.

(1.1) Bemerkung
Die sogenannte Modulgruppe I := SL, (Z) operiert auf der oberen Halbebene H

vermoge
y az+b __(a b cT
8% = cz+d 8= \¢ 4 ’

Auflerdem haben wir gezeigt, dass zu jedem z € H ein ¢ € T existiert, so dass
vz €D := {z €C:|Re(z)] < 1und|z| > 1}. D ist der Abschluss in H eines soge-
nannten Fundamentalbereiches fiir die Gruppe SL; (Z). o

(1.2) Bemerkung (schwach modulare Funktion, Modulform, Spitzenform)
Seien k € Z und f: H — C eine meromorphe Funktion.

* f heifst schwach modular vom Gewicht k, falls gilt

F(E5) = @ra're

fiir jedes z € H, in dem f definiert ist, und jedes (75) € SL, (Z).
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e falls die induzierte Funktion f auf der Kreisscheibe K; (0) := {z € C : |z| < 1}
meromorph ist (siehe 2. Vortrag), so heifst f modulare Funktion. Dazu sagt man
auch, dass f meromorph in oo ist.

* jede modulare Funktion besitzt eine Fourierentwicklung

w .
Z aneZmHZI
n=—m

wobei —m die Polordnung der induzierten Funktion f im Punkt 0 ist (fiir ge-
nauere Erlduterungen siehe die vorangegangenen Vortrdage und [2]).

¢ eine modulare Funktion f heifst Modulform, falls f holomorph ist in H und
a, = 0 fiir jedes n < 0 in der entsprechenden Fourierentwicklung.

* eine Modulform f heifst Spitzenform, falls zusatzlich ag = 0 gilt. o

Aufierdem sei noch einmal an die Fourierreihenentwicklung der Eisenstein-Reihen
erinnert:

(1.3) Bemerkung (Eisenstein-Reihen)
Seien m,n € Z. Auf der oberen Halbenene H sind die Eisenstein-Reihen durch

Ge(z):= ), ;EC

()2 (00) (mz + 1)

definiert.
Fiir gerades k > 4 gilt

N
Gi:H—C, G (z) = ZC (k) + 2((]37_-[?)' Z o1 (n) ezmnzl
‘n=1

wobei og: IN 31—} 4, d* € N die k-te Teilerpotenzsumme und { die Riemannsche
Zetafunktion sind. o

Fiir die Abschdtzungen der Fourierkoeffizienten benttigen wir die sogenannte Landau-
Notation.

(1.4) Definition

Seien D C C und f,g: D — C Funktionen.

Exisiert ein C > 0, so dass |f (z)| < C - |g (z)| fiir alle z € D gilt, so schreiben wir

f(z) € O(g(2)). °
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Seinun f: H — C,f (z) = ¥ a,e*™* eine Modulform vom Gewicht k > 4.
n=0

(1.5) Lemma
Ist f = Gy, dann exisitieren A,B € R, A, B > 0, mit

Ank1 <lan| < Bnk—1
fur alle n € IN. o

Beweis
Aus der Fourierreihendarstellung der Gy folgt fiir n € IN stets

B (27‘Ci)k |, (2 2mi)* k—1
lan| = ( 1 1Ok 1(n)]| = 12— k=11 An
mit A := 2(( )) > 0. Auf der anderen Seite:
an| de=t 1 (v 1 > 1 .
et = AL g =AY S =AY g SA) g = AL(k-1) =B,
dln dan () dln =1

Nun ist tatsidchlich B € R>?, da die Riemannsche Zetafunktion fiir alle n > 3 kon-
vergiert. Des Weiteren folgt (*), da

n
h(d) =~
="
eine bijektive Abbildung von {d € IN : d|n} in sich selbst definiert. O
(1.6) Satz (Hecke)
Ist f eine Spitzenform, dann gilt
ap € O (ng) : o

Beweis

. k o
Seienz:=x+iy € Hund ¢: H — C, ¢ (z) := y2|f (z) |. Wir zeigen zunichst, dass
¢ unter I invariant ist. Sei also v := (?%) € . Aus dem 1. Vortrag wissen wir, dass

Im (y.z) = - +(d)| Es folgt

¢ (12) = (Im (1.2))? |f (1.2)|

_ (%) ez + ) £ (2)

N>

— (Im (2))2 |f (2)] = @ (2) .
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Nun mochten wir zeigen, dass ¢ (z) beschrankt ist. Nach dem 2. Vortrag ist

f:K(0)=C,f(z) = ianz”
n=1

die induzierte Funktion zu f, die holomorph und stetig ist. Sie entspricht ihrer Lau-
rententwicklung um 0. Mit [1] V(2.10) folgt dann, dass in 0 eine hebbare Singularitat
vorliegt, da a, = O fiir alle n < 0, weil f eine Modulform ist. Also kann f nach
dem Riemannschen Hebbarkeitssatz auf K; (0) holomorph fortgesetzt werden ([1],
V(2.5)). Die Funktion

¢: K1 (0) =5 C,g(z) = fiz) =) a,z" 1t = Y 412"
n=1 n=0

ist holomorph auf K; (0). Sie hat denselben Konvergenzradius wie f. Also ist g eben-
falls auf ganz K; (0) holomorph fortsetzbar. Nun betrachten wir die Einschrankung

von g auf K 1 (0). Da K 1 (0) ein beschrianktes Gebiet ist und g stetig auf K 1 (0) fort-
gesetzt werden kann, nimmt |g| auf dem Rand aK% (0) sein Maximum M > 0 an.
Also gilt |g (z)| < M fur alle z € Ky (0).

Die Funktion j: Ry - R4, j(y) = yge_zny ist ebenfalls durch ein N > 0 beschrénkt.
Dies folgt aber direkt aus der Erkenntnis, dass j im Unendlichen verschwindet. Sei

U:{ZEI[-I | Im(z)>@}.

27

1 ,
Fir z € H ist Im (z) > —lnz(—;) aber dquivalent dazu, dass e*™* € K 1 (0). Dies ist

schnell einzusehen: .
eZmz c Kl (O
2

~—

P ‘627&2 <

NI —= N =

& ‘e‘zny’ <

In (%)
2
Damit folgt die behauptete Aussage. Auf dieser Menge konnen wir ¢ nun beschran-

Sy>—
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ken. Es folgt fiir alle z := x +iy € U

00 i n—1
Z ay, <€ mz)

Nach (1.2) wissen wir, dass zu jeden z € H ein y € T existiert, so dass 7.z € D. Nun
gilt aber D C U. Dazu sei z := x + iy € D.

Insgesamt folgt fiir z € H beliebig mit y.z € D, also .z € U, dann schlussendlich
|9 ()| = |@ (7.2)| < P. Also ist ¢ auf ganz H beschrankt. Demnach gilt also

If (z)] < nyg fiir alle z € H.

Sei y: [0,1],x — x + iy die Verbindungsstrecke von iy nach iy + 1. Dann erhalten
wir nach [1] V(4.3) fiir die Koeffizienten |a,| der Fourierentwicklung speziell fiir
iyeH

| = / F(Q)-e 2t 4g

iy, iy+1]

/f (x + l]/) e—Zm'n(x—l-iy) dx

dx < Py_%emny.

/|f X+Zy 27'(ny
0

Diese Abschitzung gilt fiir jedes y > 0. Fiir y = 1 erhalt man |a,| < €27 P, O
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(1.7) Bemerkung
Der Exponent kann verbessert werden. Deligne hat gezeigt, dass fiir eine Spitzen-
form

a, € O <n§*%+€>
fiir jedes e > 0 gilt. o

Nun nutzen wir (1.5) und (1.6), um eine Wachstumsaussage tiber Modulformen zu
treffen.

(1.8) Korollar
Ist f eine Modulform, dann gilt

a, € O (nk_1> . o

Beweis

Definiere
ap
h: H h = - —
wobei Gy (z) eine beliebige Eisensteinreihe ist. Diese Funktion liegt in My, da dies
ein Vektorraum ist, und sie ist wohldefiniert, weil ¢ (k) > O fiir alle k > 4. Aus
der Darstellung (1.4) der Eisensteinreihe folgt, dass Gy (o0) = 2 (k). Demnach ist

h(00) = f (o0) — 2K — 50— 4y = 0. Also ist h eine Spitzenform.

27 (k)
Nun gilt f (z) = %&)Gk (z) + <f (z) — %&)Gk (z)) . Seien | := zga(ok)’ n € N und b,

die Koeffizienten von Gy (z) beziehungsweise c, diejenigen von h. Es folgt mit (1.5)
und (1.6)

|| = |Iby + cu| < |1| |bn| + |cn| < |I| Kynk—1 L Kon? < (|1| + Ky + Kp) nF 1,

Also folgt die Behauptung. O

§2 L-Funktionen

In diesem Abschnitt kommen wir zu der Kernfrage, warum Modulformen auch
fiir andere Zweige der Mathematik so wichtig sind. Den Modulformen werden L-
Funktionen zugeordnet, indem man ihre Fourierkoeffizienten zu Koeffizienten von
Dirichletreihen, den sogenannten L-Funktionen, macht. Diese L-Funktionen sind
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vermutungsweise universell in dem Sinne, dass L-Funktionen, die in ganz anderen
Kontexten definiert sind, sich als identisch mit modularen L-Funktionen erweisen.
Im Beispiel der L-Funktionen bestimmter elliptischer Kurven ist dies mit Andrew
Wiles bewiesen worden und war die Grundlage fiir seinen Beweis von Fermats letz-
tem Satz.

(2.1) Definition
Sei f eine Spitzenform vom Gewicht k mit der Fourierentwicklung

f(Z) — Z aneZTCinz_
n=1

Sei

> 1

L(f,s) = Z‘ianﬁl seC

n=
die L-Reihe oder L-Funktion zu f. o
(2.2) Lemma

Die Reihe L (f,s) konvergiert lokal-gleichm&8ig absolut im Bereich Re (s) > & + 1.0

Beweis

Sei K C {s €C | Re(s) > K+ 1} eine beliebige, nichtleere, kompakte Teilmenge.
Dann existiert ein M > £ + 1, so dass Re (s) > M fiir alle s € K gilt, da Re (-) stetig
ist. Des Weiteren wissen wir nach (1.6), dass eine Konstante C > 0 existiert, so dass
lan| < Cn? fiiralle n € N. Sei e := M — % —1 > 0. Es folgt

1 k k
an—s‘ < Cn2n Rel) < cp2~M — cple,
n

Da —1 —¢ < —1, folgt die gleichméaflige und absolute Konvergenz aus dem wei-
erstrafischen Majorantenkriterium. AufSerdem ist die L-Funktion holomorph nach
dem Satz von Weierstraf3. [

Es folgen einige Werkzeuge, um Konvergenzaussagen tiber Dirichletreihen und de-
ren Ableitungen zu treffen.

(2.3) Satz (Abel)
(@) Sei f: IN — C eine komplexe Folge und F (x) die zugehorige summatorische
Funktion, das heifst

F:[0,00), F(x):=)Y_ f(n).

n<x
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Ist die Funktion g: [a,b] — C, 0 < a < b, stetig und stiickweise differenzierbar,
so gilt
b
Y, f(n)-g(n) ZF(b)'g(b)—F(a)'g(ﬂ)—/F(f)'g'(f) dt.

a<n<b a

(b) Sind f, g: N — C komplexe Folgen und definiert man

N N
FMN)i= Y fn), S(MN)= 1 f(n)g(n), N2M

so gilt fiir alle N > M

N-1
S(M,N) = ZF(M,n)-(g(n)—g(n+1))+F(M,N)-g(N). o
n=M
Beweis
Wir beweisen zunéchst (b) und mit dessen Hilfe dann (a).
(b) Es gilt

N N-1
= Y F(Mn)-g(n)— Y, F(Mn)-g(n+1)
n=m n=M
N N
=Y F(Mmn)-gn)— ). F(Mn—1)-g(n)
n=M n=M-+1

(a) Wir verwenden (b). Sei dazu M := [a] +1, N := [b].
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Dann erhédlt man mit F (0) = 0 die folgende Identitat:

Zq]f(n)-g(n)
0
=) f(n)-g(n)
n=M
N
=) (F(n)—F(n—1))-g(n)
n=M
N N-1
=Y F(n)-gn)— Y, F(n)-g(n+1)
n=m n=M-1
N-1
= _ZMF<n) (g(n)—g(n+1))+F(N)-g(N)—=F(M—1)-g (M)
N—1 n+1 b
:_n;AH/F(t) ) dt_]\[F(t) ¢ () dt

b
—F(b)- ()~ F(a) -gla)— [ F()-g' ()
wenn man F (t) = F (n) fur alle t € [n,n+1), n € IN, berticksichtigt. O

Nun kommen wir zu den in diesem Paragraphen zentralen Objekten zuriick: den
Dirichletreihen.

Die Konvergenz von Potenzreihen kann mit Kreisen beschrieben werden. Bei Dirich-
letreihen bendtigen wir stattdessen Winkelbereiche.

(2.4) Definition
Fiir sp € C und 0 < & < 71 heifst

W (s0,0) = { s € C | [arg (s — s0)| < }
Winkelbereich mit Spitze so und Offnungswinkel 2u. o

Das Konvergenzverhalten beschreibt der folgende
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(2.5) Satz

Sei f: N — C eine komplexe Folge und Dy (s) := Y37 f (n) - n~° die zugehorige
Dirichletreihe. Konvergiert Dy (s) fiir ein s9 € C, so konvergiert D¢ (s) auf jedem
Kompaktum in der Halbebene { s € C | Re(s) > Re(sp) } und auf jedem Winkel-
bereich W (s, &) mit & < 7 gleichméafig. Es gibt ein

O'b:(Tb(f) E]RU{:i:oo},

so dass die Reihe Dy (s) fiir Re (s) > o, konvergiert und fiir Re (s) < o3 divergiert.
Dy (s) ist auf dem Gebiet { s € C | Re(s) > 03, } holomorph, wobei die Ableitungen
gegeben werden durch

o0

DY (5) = (—1)F ¥ (In(m)*- f (w) -0, keN,

n=1

und diese Reihen fiir Re (s) > 03, ebenfalls konvergieren. o

Man nennt oy, (f) die Konvergenzabszisse der bedingten Konvergenz von Dy (s). Man
erhalt

%Df (s)=Dj(s) = —Dg(s) mit f'(n):=f(n) In(n)

als der formalen zahlentheoretischen Ableitung von f.

Beweis
Indem man gegebenenfalls f (1) durch f (n) - n7°0 und s durch s — sg ersetzt, darf
man ohne Einschrankung sy = 0 annehmen. Also konvergiert

Dy (0) = ilf(n)-

Jedes Kompaktum in der rechten Halbebene { s € C | Re(s) > 0 } ist in einem Win-
kelbereich W (0,&), 0 < a < 7 enthalten. Also gentigt es, die gleichmafiige Konver-
genz von Dy (s) auf W (0, ) fiir festes 0 < & < 7 nachzuweisen, da aus gleichmafi-
ger Konvergenz die iibliche punktweise Konvergenz sofort folgt.

Zunichst leiten wir einige Abschdtzungen her, die uns bei der finalen Abschit-
zung, die uns zur gleichméfiigen Konvergenz fiihrt, behilflich sind. Dazu setzen
wir ¢ (n) := n~° in Satz (2.3). Man erhalt firalle N > M > 1

N N-1
S(M,N) = gwf(n) nS = ;AF(M,n) : (n*S - (n—{—l)_S) +F(M,N)-N*

10
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Mit s = 0 + it € C hat man

In(n+1) In(n+1)

= |s / e rdx| < |s| / e_”dx=|s|-

n*—(n+1)"° —
In(n) In(n)

n’—(n+1)"7.

Firs € W(0,«) gilts:peig",p>0, —a< g <ua,

o pcos(@) cos(p) ~ cos(a)

und somit

‘n_s —(n+1)"°

<

(n_” —(n+ 1)*‘7> .

Sei nun also ¢ > 0. Wahle ¢ > 0 so klein, dass ¢ < 13:2’25()2) Dann existiert nach

dem Cauchy-Kriterium ein My € N mit |F (M,N)| < € fir alle N > M > M, da
Dy (0) nach Voraussetzung konvergiert. Dann folgt fiir alle N > M > My und alle
se W(0,a)

cos (a)

+[F(M,N)|- [N

N
Y, f(n)-n
n=M

N-1
< ;\4|F(M,n)|-’(n —(n+1) )

Ny

N-1
< 5/ Z (n_g’ . (n + 1)*(7) +€/N—(7
~ cos (a) 5,
/
=% _(M-N)+&N< +1)€ <e.
cos () cos () ]

Daraus folgt die gleichméfige Konvergenz in W (0,«). Die Holomorphie und die
Darstellung der Ableitungen folgen aus dem Satz von Weierstraf3. Die Behauptung
tiber die Konvergenzabszisse folgt mit

0 :=inf{ 0 € R | es existiert s = ¢ + it € C, so dass Dy (s) konvergiert | .

Im Gegensatz zum Konvergenzverhalten von Potenzreihen erhilt man den

(2.6) Satz
Sei f: N — C eine komplexe Folge und Dy (s) = }¥.;° f (n) - n~° die zugehorige
Dirichletreihe. Konvergiert Dy (s) fiir ein s = so € C absolut, so konvergiert die
Reihe Dy (s) in der Halbebene { s € C | Re(s) > Re(sp) } absolut gleichmafBig. Es
gibt ein

s =0, (f) € RU{£o0},

11
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so dass die Reihe Dy (s) fiir alle s € C mit Re (s) > 0, absolut konvergiert und fiir
alle s € C mit Re (s) < 0, nicht absolut konvergiert. Dabei gilt

op <o, <o+ 1. o

Man nennt o, (f) die Konvergenzabszisse der absoluten Konvergenz von Dy (s).

Beweis
Sei sy := 0y +ity, s = o+ it € C, 0 > 0p. Dann gilt

L 1f 0| = EIf ol < 17 00] 0 <o

n=1
Also haben wir absolut gleichméflige Konvergenz nach dem Weierstrafischen Majo-
rantenkriterium in der Halbebene { s € C | ¢ > 0y }. Die Konvergenzabszisse wird
offenbar gegeben durch

0a =0, (f) =inf{ ¢ € R | Dy (o) konvergiert absolut } .

Da aus absoluter Konvergenz die Konvergenz einer Reihe folgt, hat man ¢;, < 0.
Sei nun o > 03 + 1. Wegen ¢ — 1 > 03, konvergiert die Reihe Y%, f (n) - n=(e~1),
Als Nullfolge ist (f (n)-n=7*1) o beschrinkt durch ein C > 0. Dann gilt fiir jedes
e>0

Z f (1’1 —(o+e) Z f —(T+1 n—(l-l—s)
n:l) n:l)
S C. Z n- 1+€
n=1
=C-{(1+e) <
Also folgt die absolute Konvergenz von D (0 + ¢) fiir alle ¢ > ¢, + 1 und alle ¢ > 0,
d.h, o, <o+ 1. O

Dass die Extremfille 0, = 0, und 03, = 0, + 1 wirklich auftreten konnen, zeigen
die
(2.7) Beispiele
(@) Sei f(n) =1, n € N, also D¢ (s) = {(s). Dann gilt 0, = 0;, = 1, da die
Zetafunktion fiir Re (s) > 1 absolut konvergiert und fiir Re (s) < 1 divergiert.

(b) Sei f (n) = (—1)", n € N. Nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert

P

firallec € R, 0 > 0. Also gilt 0, =0, 0, = 1.

12
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(c) Gilt f(n) =n", n € N, so folgt 0, = 0, = 00. Gilt f (n) =n"", n € N, so hat
man 0, = 0, = —o0. o

Eine Formel fiir die Konvergenzabszisse beschreiben wir in dem

(2.8) Satz
Sei f: IN — C eine komplexe Folge und

N )
F(N)=) f(n), NeN, Ds(s)=)_ f(n)-n"
n=1 n=1
Wenn Dy (s) an der Stelle s = 0 divergiert, so gilt
. In(|F(N)|) .
0p = limsup ———>=inf{a € R | F(N) € O(N*) }. o
= limsup = S {weR [ F(N) € O(NY )

Man kann (2.8) als Analogon des Satzes von Cauchy-Hadamard fiir Dirichletreihen
ansehen. Eine Formel fiir die Konvergenzabszise der absoluten Konvergenz erhilt

man durch o, (f) = 03 (|f]) und (2.8).

Beweis

Sei v ;= inf{aecR | F(N)e€ O(N%) }. Es gilt v+ > 0 und 0, > 0, denn ange-
nommen, es wire v < 0. Dann gdbe es ein Element f in der genannten Men-
ge, so dass v < B < 0 (sonst widre 0 eine groflere untere Schranke). Dann wére
0 < limy e |F (N)| < lim, 00 C - nP = 0. Also wire F (N) eine Nullfolge. Dann wi-
re Dy (s) bei s = 0 aber konvergent (mit Wert 0); Widerspruch zur Voraussetzung.
op > 0 ist klar, weil die Wertemenge der Folge, dessen Limes Superior betrachtet
wird, ausschlieflich positive Elemente enthalt.

1. Behauptung: o, > 7.

Beweis:

Fiir 03, = oo ist die Behauptung klar. Fiir 05, < oo sei ¢ > 3. Aus der Konvergenz von
Y% | f (n)n—7 folgt, dass ein C > 0 existiert, so dass

N
Y f(n) -n~?| <C fiiralle N € N.
n=1

13
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Mit Satz (2.3) erhalten wir wegen ¢ > 0 fiir alle N > 1

N
[F(N)| = ;(f(n)-"”)'”a

k=1

N-1 n N
= <Zf(k)-k")-(n"—(n+1)”)+(2f(k)-kU) N7

N-1|n N
< XL F 0 k| (1) =) | Y F ()| N

N-1
C-Y ((n+1)"=n)+C-N°
n=1

IN

C-(2N“ —1) <2C- N.

Also gilt ¢ > 7, demnach o}, + & > « fiir alle € > 0, also ¢, > 7.

2. Behauptung: v > 0y

Beweis:

Fiir v = oo ist die Behauptung klar. Fiir y < oo sei ¢ > <. Dann erhalten wir wieder
mit (2.3) (b) fir N > 1

N N-1
Y fm-n"= Y Fn): (70— (n+ 1)) +F(n) N,

Wir wihlen ein & mit y < &« < ¢ und ein C > 0 mit |F (N)| < C- N* fiir alle N € IN.
Wegen ¢ > 0 hat man dann

]P(n) (= (1))

SC-n“-(n_‘T—(n—kl)*U)

n+1
:C-U-n“/x_“_ldx

n

n+1
SC-U-n”‘/n‘Tldx:C-U-n”“T1

n

sowie
|[F(N)- N7 <C-N*"7 = 0fiir N — oo

14
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und schliefdlich

Ngl F(m)- (n = (n+1)7)

Weil die Reihe

N-1
<C-o- Zn“‘”‘lgC-U-C(U+1—a)<oo.
n=1

il‘F(n) (= 1)7)

absolut konvergiert und damit konvergiert, existiert der Limes

N-1 co
lim (;F(n)-<n_”—(n+1)_o> -l—F(N)-N_") = Elf(n)-n_asz(U).

N—oo

Daraus folgt o > ¢, demnach y + ¢ > ¢ > oy, fiir alle e > 0, also y > 0y,

3. Behauptung: B := limsupy_, % =1.

Beweis:
Sei ¢ > 7. Dann existiert ein C > 0 mit |F (N)| < C- NV, also
In (|F (N)|) < In(C) N—sc0

m(N) N7 7

Es folgt ¢ > B, also v > B. Sei nun ¢ > B. Dann existiert ein Ny € IN mit der
Eigenschaft

In ([F (N)])
I

< .h. < NY fii > .
n(N) <o, d.h. |[F(N)| < NY fir alle N > Ny

Daraus folgt

IF(N)| <C-NY C:=max{1,

F(n)yn™"| | 1<n <Ny }.
Also hat man F (N) € O (N%) und damit o > 7 sowie > 1. O

Wir nutzen Teile des vorangegangenen Beweises, um ein kurzes Korollar zu formu-
lieren.

(2.9) Korollar
Ist die Dirichletreihe ) .° ; f (n)n—° (absolut) konvergent fiir Re (s) > N fiir ein
N € N, so folgt

f(n)EO(nN>. o
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Beweis

Sei ¢ € R mit 0 < ¢ < 03, wobei 03, die Konvergenzabszisse der bedingten Konver-
genz darstellt. Dann gilt o, < N nach Voraussetzung, also auch ¢ < N.

Fir n € N folgt dann mit der 1. Behauptung aus dem vorherigen Beweis, dass
|F (n)] < Cn” < CnN, wobei C > 0. Also gilt F (n) € O (n").

Da f (n) = F (n) — F (n — 1) nach Definition von F (n), folgt

£ ()] = [F (n) = F(n—1)| < |F ()| +|F(n—1)] < CnN +C (n— )" < 2CnV

tiir alle n € IN, also die Behauptung (Bemerkung: streng genommen muss n = 1
separat betrachtet werden, aber es ist klar, dass wir dementsprechend die Konstante
2C anpassen konnen, so dass die Ungleichung ihre Giiltigkeit nicht verliert). [

§3 Das Phragmén-Lindelof-Prinzip

Der letzte Satz dieses Paragraphen beschiftigt sich mit einem Resultat, das auf E.
Phragmén und E. Lindelof zuriickgeht (1908 veroffentlicht). Es erweitert das Maxi-
mumprinzip insofern, als Beschranktheit des Randes nicht notwendigerweise vorlie-
gen muss.

Das Phragmén-Lindel6f-Prinzip bringt einen Zusammenhang zum Maximumprin-
zip hervor, der analog zu folgendem Resultat, einem Spezialfall des verallgemeiner-
ten Satzes von Liouville, verstanden werden kann:

Falls f ganz ist und |f (z)| <1+ |z|% fir alle z € C, dann ist f konstant. Es ist also
nicht notwendig, dass eine Funktion global beschrdnkt ist, um zu zeigen, dass sie
konstant ist; es reicht, zu zeigen, dass das Wachstum der Funktion fiir z — co durch

1+ ]z]% beschrankt ist.
Das Phragmén-Lindel6f-Prinzip setzt voraus, dass die holomorphe Funktion

f: G = C, G C C einfach zusammenhédngendes Gebiet,

in der Ndhe von Punkten des sogenannten erweiterten Randes (Definition folgt spa-
ter) eine Wachstumsbeschrankung besitzt. Es stellt sich heraus, dass f dann (global)
durch eine Konstante beschréankt ist.

Um das Phragmén-Lindelof-Prinzip vorstellen zu konnen, sei an dieser Stelle an das
schon genutzte Maximumprinzip erinnert.

(3.1) Satz (Satz vom Maximumprinzip (1. Version))
Seien f eine auf einem Gebiet G C C holomorphe Funktion und a € G, so dass
|f (a)| > |f (z)| fur alle z € G. Dann ist f kostant. o
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(3.2) Satz (Satz vom Maximumprinzip (2. Version))
Sei G C C beschrankt und offen und f eine auf G stetige Funktion, die auf G
holomorph ist. Dann gilt

max{ [f(z)| : z€ G } =max{ |f(z)] : z€9G }. o

Wir kénnen die Voraussetzungen abschwiéchen. Mit einiger Vorarbeit kdnnen wir
zeigen, dass auf die Beschranktheit von G verzichtet werden kann sowie f nicht un-
bedingt auf G stetig fortsetzbar sein muss. Dafiir muss in Kauf genommen werden,
dass wir f dann zwar noch auf G beschranken konnen, aber wir nicht wissen, wo
das Maximum angenommen wird. Zunachst benétigen wir die Definition des Limes
superior (inferior) von f (z) fir z — a und des erweiterten Randes.

(3.3) Definition (Limes superior/inferior, erweiterter Rand)
Seien G C Cund f: G — R und a € G oder a = . Dann definieren wir den Limes
superior von f (z) fiir z — a, geschrieben limsup, ., f (z), als
limsup f (z) := lim (sup{ f(z) : z€e GNK,(a) })
z—sqa r—0+
Den Limes inferior charakterisieren wir in offensichtlicher, analoger Weise.

Es sei do,G der Rand von G in C, genannt der erweiterte Rand von G. Falls G be-
schrankt ist, so ist natiirlich d.oG = 9G und d.G = dG U {0}, falls G unbeschrankt.c

Jetzt konnen wir die ndchste Version des Maximumprinzips formulieren:

(3.4) Satz (Maximumprinzip (3. Version))
Seien G C C Gebiet und f auf G holomorph. Es existiere eine Konstante M, so dass
limsup, ., |f (z)] < M fiir alle a € 9,G. Dann gilt

|f (z)] < M fiir alle z € G. o

Beweis

Sei &6 > 0 beliebig und setze H := {z€ G : |f(z)| > M+ ¢ }. Die Behauptung
folgt, sobald gezeigt ist, dass H leer ist. Angenommen, H # .

Die Menge A := (M +,00) ist offen. H ist das Urbild von A unter der steti-
gen Abbildung G — R,z — |f (z)], also ebenfalls offen. Nach Voraussetzung gilt
limsup, ., |f (z)| < M fiir alle a € 9,G. Also existiert ein » > 0, so dass

|f(z)] < M+ fiurallez € GNK,(a).

17
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Also ist a ¢ dwH, da wir eine Umgebung von a gefunden haben, in der kein Element
von H liegt. Da H C G nach Definition, gilt also deoHH C G U dG. Nach Obigem folgt
fir a € doH dann a € 906G, also a € G. Da G offen ist, exisitiert ein > 0, so dass
K; (a) C G. Ingesamt gilt demnach H C G. Also ist f auf H stetig. Da H C G auch
gilt, falls G unbeschrankt und a = oo ist, kann co nicht zum Rand von H gehoren, so
dass H beschrankt sein muss. Da deH nach dieser Uberlegung ebenfalls beschrankt
ist, ist H = H U 9o H beschrankt.

Nun sind die Voraussetzungen der 2. Version des Maximumprinzips erfiillt. Es gilt
H={zeG : |f(z)|>M+46} Wihle also a € 9H so, dass f (a) = R maximal
wird, sprich |f (a)] = R > M + 6. Fir z € H gilt dann |f (z)| < |f (a)] und fiir
z € G\ H gilt nach Konstruktion von H dann |f (z)] < M+ 6 < R = |f (a)|. Also
ist |[f (a)| > |f (z)] fur alle z € G. Also ist f konstant. Nach Voraussetzung gilt dann
f(z) < M fiir alle z € G, demnach muss H = () sein. O

(3.5) Satz (Phragmén-Lindel6f-Prinzip)

Seien G C C einfach zusammenhingendes Gebiet und f eine auf G holomorphe
Funktion. Sei ¢: G — C eine niemals verschwindende, auf G beschrdnkte, holomor-
phe Funktion. Falls M eine Konstante ist und dooG = A U B, so dass

(a) Furallea € A giltlimsup,_,, |f (z)| < M,
(b) firralleb € B, 7R, 5 > 0, gilt limsup, ., |f (z)| |9 (z)|T < M,
dann gilt |f (z)| < M fiir alle z € G. o

Beweis

Sei |¢ (z)| < « fur alle z € G.

Weil G einfach zusammenhidngend ist, besitzt ¢ (z) nach [1] IV(4.6) einen holomor-
phen Logarithmus, das heif$t, es gibt eine holomorphe Funktion i: G — C mit

e"?) = ¢ (z) fiiralle z € G.

Sein € R,77 > 0. Dann ist
§:G = Cg(z) =" = (p(2))"

nach [1] IV(4.8) der zu h (z) gehorige Zweig der 5-ten Potenz, der ebenfalls holo-
morph ist. Da 77 € R, gilt dann

g (2)| = |@ (2)|" fiir alle z € G.
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Essei F: G — C, F(z):= f(z) g(z)x™". Dann ist F auf G holomorph und
F@)|=1f@)g @« < |f @)™ = [f(2)]-

Nun gilt
limsup |F (z)| <limsup|f (z)| < M < max{M, Mk~ "}
zZ—a

zZ—a

und

limsup |F (z)| = limsup |f (z)| |¢ (z)|"« T < M-« T < max{M, Mx"}.

z—b z—b

Also erfiillt F die Bedingung der 3. Version des Maximumprinzips. Demnach ist

IF (z)] <max{M,x "M} firrallez € G,

also
|f (z)] < max{M,x"M} |¢(z)|" " fiir alle z € G und fiir alle 7 > 0.

Der Grenziibergang 1 — 0+ liefert |f (z)| < M fiir alle z € G. O
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