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Aufgabe 24 (2+2 Punkte) (Zusammenkleben topologischer Riume) Es seien X, Y o. E.
disjunkte topologische Raume, Z = X UY versehen mit der Summentopologie, A C X
abgeschlossen und f : A — Y stetig. Es sei R die Aquivalenzrelation auf Z mit den Klassen:

{x},x ¢ A{y}y & f(A T (f()U{f(0)},xeA

Der Quotientenraum Z/R mit der Quotiententopologie wird der durch Zusammenkleben
von X und Y mit f entstandene Raum genannt und mit X Uy Y bezeichnet.

(a) Zeigen Sie fiir die kanonische Projektion p : Z — X U¢ Y: Es ist p(Y) abgeschlossen,
p(X\A) offen und die Einschrankungen von p auf Y und auf X\ A sind Homéomor-
phismen.

(b) Es seien X = [0,1], Y = {yo}, A = {0,1}, f(0) = f(1) = yo. Dann ist X Uf Y
homdomorph zum Torus T in der euklidischen Topologie.

Aufgabe 25 (1+1+1+1+1 Punkte) Es sei d eine Pseudometrik auf X, ¥; die von d induzierte
Topologie. Zeigen Sie:

(a) Durch R = {(x,y) : d(x,y) = 0} wird eine Aquivalenzrelation auf X definiert.

(b) Fiir alle Aquivalenzklassen A = R[x] € X/R ist die Spurtopologie T|A die grobste
Topologie.

(c) Esseien A, B € X/R beliebig. Durch d(A, B) =d(x,y), x € A, y € B wird eine Metrik
auf X/R (wohl-)definiert. d induziert die Quotiententopologie.

(d) Fiir alle metrischen Raume (Y,d’) und alle stetigen f : X — Y gibt es genau ein
stetiges g : X/R — Y mit f = goqg.

(e) Eine Folge (x,),cp €in X konvergiert genau dann, wenn die Folge (R [x,]),cp in X/R
konvergiert.

Aufgabe 26 (2+2 Punkte) (a) Es seien ¥, n € IN, pseudometrische Topologien auf X.
Zeigen Sie: Dann ist sup,, . Tn eine pseudometrisch.

Hinweis: Man betrachte d (x,y) = Z 2—71%_

n=1



(b) Es seien X;, i € I, topologische Rdume und |X;| > 2 fiir alle i € . Zeigen Sie: Der
Produktraum X = [[;c; X; ist metrisierbar genau dann, wenn I abzdhlbar und X;
metrisierbar fiir alle i € I ist.



