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Aufgabe 27 (1+1+1 Punkte) Es sei X ein topologischer Raum, R eine Aquivalenzrelation
auf X und 77 : X — X/R die kanonische Projektion. Zeigen Sie:

(a) Ist X/R ein Hausdorff-Raum, dann ist R abgeschlossen in X x X.

(b) Ist die kanonische Projektion 7 : X — X/R offen, so ist X/R genau dann haus-
dorffsch, wenn R abgeschlossen in X x X ist.

(c) Esist X genau dann hausdorffsch, wenn die Diagonale Ax = {(x,x) : x € X} C X x X
abgeschlossen ist.

Aufgabe 28 (1+1+1 Punkte) Es seien X eine Menge, fX; := {F : § Ultrafilter auf X} und
B(X) :={f: X — C: f beschridnkt}. Beweisen Sie:

(a) Fiir alle f € B(X), § € BX, existiert lim £(F) =: f () und f (X) = {f({?) RS ,BXd}.

(b) Durch:: X — BX;, x — D, wird X auf eine Teilmenge von BX,; abgebildet, wobei D,
der Punktfilter aller Obermengen von x € X sei.

(c) Es sei T die Initialtopologie auf pX, die durch die Abbildungen /?, f € B(X), erzeugt
wird. Ferner ist ¢ (X) diskret. Dann ist (X, T) ein kompakter Hausdorffraum und

BXy = 1(X)

(Hinweis: Satz von Tychonov.)

Aufgabe 29 (242 Punkte) Es sei (X, %) ein kompakter topologischer Raum. Zeigen Sie:

(a) Essei (X,dx) ein metrischer Raum. Dann ist X beschréankt, d. h. es gibt eine Schranke
M >0, so dass dx(a,b) < M gilt fir alle a,b € X.

(b) Es sei T von einer Metrik dx induziert, f : X — (Y, dy) stetig. Dann ist f gleichmiifig
stetig, d. h. fiir alle e > 0 gibt es § > 0, fur das dy (f (x), f (y)) <e, falls dx (x,y) <9
fir x,y € X ist.

Aufgabe 30 (2 Punkte) Es seien (X;, %;), i € I, topologische Raume. Zeigen Sie: Mit der
Produkttopologie ist [];c; X; hausdorffsch genau dann, wenn (X;, ¥;) hausdorffsch fiir alle
i € I sind.



Aufgabe 31 (2 Punkte) Essei X ein metrischer Raum, A C X kompakt, U € U, (X). Zeigen
Sie:

Dann ist U eine gleichmaflige Umgebung, d. h. es gibt ein ¢ > 0 mit B, (x) C U fiir alle
x € A.



