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Aufgabe 41 (1+1+1 Punkte) Es sei (X, ¥) ein lokalkompakter Hausdorff-Raum und oo ¢ X.
Essei X = XU {co} und T = T U {}? \K:K kompakt}. Zeigen Sie:

(a) Mit T ist X ein kompakter Hausdorff-Raum.
(b) Die Relativtopologie auf X C X ist <.

(c) Genau dann ist X dicht in X, wenn X nicht kompakt ist.

Aufgabe 42 (2+2 Punkte)

Es seien (X, T) ein topologischer Raum und (f;), . eine Folge in C(X, C), die punktweise
gegen eine Funktion f : X — C konvergiert. Ferner seien zu ¢ > 0

Pu(e) ={x € X: |f(2) = fu(2)| < ¢}
und G(e) = Upen Pn(€)°, G = Nyen G(}). Zeigen Sie:

(a) Die Menge G ist die Menge der Stetigkeitsstellen von f.

(b) Die Menge der Unstetigkeitsstellen von f ist eine abzdhlbare Vereinigung nirgends
dichter Mengen.

Aufgabe 43 (2+2+1 Punkte) Es sei C*([0,1]) der Raum der unendlich oft differenzierbaren
Funktionen auf [0, 1] versehen mit der Metrik:

d(f.8) = Yo min {277, 17— g1}

Zeigen Sie:

(a) Der Raum C*([0,1]) ist metrisch und vollstandig.



(b)

(©)

Die Menge der Funktionen f € C%([0,1]), die an irgendeiner Stelle b € (0,1) analy-
tisch sind, ist in
U T(a,c)

aeQn0,1],ceN
mit
T(a,c) = {f € C*(0,1]) : |[f®(a)] < kicFVk € N}
enthalten. Jedes T(a, c) ist nirgends dicht.

Somit ist die Menge der Funktionen, die an einer Stelle b € (0, 1) analytisch sind, eine
abzéhlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen.

Hinweis: Sie konnen fiir eine in a € (0, 1) analytische Funktion f € C*(|0,1])

su (k)ll .(1/k) = o0
sup { (1) (@)1 /k) 1/} = ¢ <

verwenden.

Die Menge der Funktionen in C*([0, 1]), die an keiner Stelle analytisch sind, ist keine
abzdhlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen.



